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Введение

Одна из наиболее известных дискретных интегрируемых систем — биллиард
внутри (n− 1)-мерного эллипсоида (более общо, квадрики)
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}
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n = (X1, . . . , Xn), 0 < a1 < · · · < an,

с упругими отражениями, который, следуя Биркгофу [1], можно рассматривать
как предел геодезического потока на n-мерном эллипсоиде

Q̃ =
{
X2

1

a1
+ · · · +

X2
n+1

an+1
= 1

}
, 0 < an+1 < a1 < · · · < an, (1)

когда одна из его полуосей (an+1) стремиться к нулю. При этом прямолинейные
траектории эллипсоидального биллиарда наследуют замечательное свойство гео-
дезических на Q̃, описываемое известной теоремой Шаля: продолжения траекто-
рий до и после отражений одновременно касаются n−1 фиксированных квадрик,
конфокальных с Q. Параметры квадрик являются первыми интегралами данной
дискретной системы.

В работе [2] А. П. Веселов дал описание биллиардного отображения в терминах
дискретного лагранжева формализма и показал, что его комплексные инвариант-
ные многообразия есть открытые подмножества накрытий якобианов гиперэллип-
тических кривых, а ограничение отображения на них описывается сдвигами на
постоянный вектор. Явные решения задачи в тэта-функциях были найдены в [2]
с использованием спектральной теории разностных операторов, а в [3, 14] — с по-
мощью найденного там представления Лакса и метода факторизации матричных
полиномов.

Позднее, в [11], автор получил эти же решения непосредственно из тэта-
функционального решения задачи о геодезических на Q̃ путем их вырождения
при an+1 → 0. Там же были найдены решения, описывающие двояко-асимпототи-
ческие траектории биллиарда, стремящиеся к осцилляциям вдоль максимальной
оси эллипсоида, а также общие тэта-функциональные решения для биллиарда в
области, ограниченной двумя конфокальными эллипсоидами.

С другой стороны, как было отмечено самим Якоби и позднее многими други-
ми авторами (см., например, [16]), существует бесконечная иерархия интегриру-
емых обобщений геодезического потока на Q̃, описывающих движение матери-
альной точки в силовом поле некоторых базисных полиномиальных потенциалов
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Vp(X1, . . . , Xn+1) степени 2p, p ∈ N, и их линейных комбинаций. Простейший
интегрируемый потенциал — потенциал Гука, или потенциал идеальной пружи-
ны, соединяющей центр эллипсоида Q̃ с подвижной точкой:

V1(X) = σ(X2
1 + · · · + X2

n+1)/2, σ = const .

В пределе при an+1 → 0 движение на Q̃ под действием силы Гука переходит
в движение внутри эллипсоида Q с квадратичным потенциалом V = σ(X2

1 +
· · · + X2

n)/2. Однако, в отличие от случаев σ = 0 или σ < 0, для того чтобы
материальная точка имела соударения с Q при σ > 0 (притягивающий потенциал
Гука), полная энергия h должна быть достаточно велика. А именно, должна
существовать положительная константа ε, такая, что внутри Q

h + σ(X2
1 + · · · + X2

n)/2 > ε > 0. (2)

Если условие (2) выполнено, то движение на Q̃ в пределе стремится к движению
внутри эллипсоида Q с отражениями на его поверхности. Можно показать (см.
[12]), что эти отражения снова являются упругими. Таким образом, мы приходим
к эллипсоидальному бильярду с потенциалом Гука, описываемым отображением
B : (x, v) → (x̃, ṽ), где x ∈ Q, v ∈ R

n суть соответственно координаты точки
соударения на Q и вектор скорости исходящей из нее траектории, а x̃, ṽ —
аналогичные векторы в следующей точке соударения. Как было отмечено в [12],
данная дискретная система, а также биллиардные пределы движений на Q̃ с
потенциалами более высокого порядка Vp(X1, . . . , Xn, Xn+1) являются вполне
интегрируемыми.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В отличие от классического (геодезического) бильярда, в би-
льярде с квадратичным потенциалом вектор скорости материальной точки меж-
ду соударениями уже не является постоянным. Более того, теперь через любые
последовательные точки соударения x, x̃ на Q проходит целое однопараметри-
ческое семейство траекторий с различной энергией, а именно дуги коник (при
σ > 0 эллипсов), лежащих в плоскости Π, проходящей через x, x̃ и начало коор-
динат в R

n . Данное семейство образует пучок коник с базисными точками x, x̃
(в случае плоского биллиарда в R2 оно изображено на рис. 1). В частности, при
σ > 0 такой пучок содержит эллипс Π∩Q, а также отрезок, соединяющий x с x̃
(траектория с бесконечной энергией).

Можно показать, что после соударения в x̃ данное семейство траекторий уже
не образует пучок коник: их следующие точки соударения зависят не только от
x, x̃, но также и от значений первых интегралов, в частности, энергии. Другими
словами, две последовательные точки соударения на Q не определяют всю по-
следовательность таких точек. Таким образом, в отличие от классического геоде-
зического бильярда, дискретный аналог лагранжева формализма, разработанный
в [2], применим к потенциальному бильярду лишь при определенных ограниче-
ниях на начальные условия.

В данной статье впервые указываются явные формулы для отображения B, его
представление в форме Лакса, производящая функция (дискретный лагранжиан)
его ограничения на уровень интеграла типа энергии и решение в тэта-функциях.
Мы показываем, что добавление квадратичного потенциала в биллиард суще-
ственно меняет геометрические и симплектические свойства данной дискретной
системы.
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Метод, с помощью которого были получены тэта-функциональные решения,
отличается от использовавшихся в [2, 3] и основывается на вычислениях пре-
дельных значений мероморфных функций на обобщенных якобианах.

§1. Отображение BBB, представление Лакса и первые интегралы

ТЕОРЕМА 1. Отображение B, описывающее бильярд с квадратичным по-
тенциалом, имеет вид

x̃ = − 1
ν

[(σ − (v, a−1v))x + 2(x, a−1v)v],

ṽ = − 1
ν

[(σ − (v, a−1v))v − 2σ(x, a−1v)x] + µa−1x̃

= − 1
ν

[(σ − (v, a−1v))(v + µa−1x) + 2(x, a−1v)(µa−1v − σx)],

ν =
√

4σ(x, a−1v)2 + (σ − (v, a−1v))2, µ =
2(ṽ, a−1x̃)
(x̃, a−2x̃)

.

(3)

Заметим, что эти соотношения задают биллиардное отображение однозначно,
и в пределе при σ → 0 оно переходит в стандартное биллиардное отображение,
указанное в [1, 2],

x̃ = x− 2(x, a−1v)
(v, a−1v)

v, ṽ = v +
2(ṽ, a−1x̃)
(x̃, a−2x̃)

a−1x̃. (4)

Как следует из формул (3), (4), оба отображения имеют первый интеграл

(v, a−1x) = (ṽ, a−1x̃). (5)

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1. Рассмотрим участок траектории бильярда
между двумя последовательными соударениями на Q, полагая, что σ > 0 (случай
σ < 0 разбирается аналогично). Пусть, как и выше, (x, v) — радиус-вектор и век-
тор скорости материальной точки в начале участка, а (x̃, v′) — соответствующие
векторы в его конце. Продолжение траектории в R

n есть эллипс, параметризуе-
мый выражениями

X(φ) = cos(φ)x +
1√
σ

sin(φ)v,
φ =

√
σ t,

(6)

V (φ) = cos(φ)v − sin(φ)
√
σx. (7)

Подставляя (6) в уравнение эллипсоида (X, a−1X) = 1, получаем параметр φ,
координаты и скорость в конечной точке траектории

x̃ = − (σ − (v, a−1v))x + 2(x, a−1v)v√
4σ(x, a−1v)2 + (σ − (v, a−1v))2

,

v′ = −−2σ(x, a−1v)x + (σ − (v, a−1v))v√
4σ(x, a−1v)2 + (σ − (v, a−1v))2

.

(8)

С другой стороны, в силу упругости отражения в точке x̃

ṽ − v′ = µa−1x̃, µ =
(ṽ, a−1x̃) − (v′, a−1x̃)

(x̃, a−2x̃)
=

2(ṽ, a−1x̃)
(x̃, a−2x̃)

. (9)
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В результате из (8), (9) получаем соотношения (3).

Оказывается, что с точностью до действия группы, порожденной отражени-
ями (xi, vi) → (−xi,−vi), i = 1, . . . , n, отображение B, описывающее бильярд
с потенциалом Гука, эквивалентно следующим уравнениям, заданным 2 × 2-
матрицами с параметром λ ∈ C :

L̃(λ) = M (λ)L(λ)M−1(λ),

L(λ) =
(

qλ(x, v) qλ(v, v) − σ
−qλ(x, x) + 1 −qλ(x, v)

)
, qλ(x, y) =

n∑
i=1

xiyi

λ− ai
, (10)

M (λ) =
(

[σ − (v, a−1v)]λ + 2(x, a−1v)µ 2σ(x, a−1v)λ− [σ − (v, a−1v)]µ
−2(x, a−1v)λ [σ − (v, a−1v)]λ

)
,

где L̃(λ) зависит от x̃, ṽ так же, как L(λ) от x, v. Заметим, что detM (λ) = λν2 ,
где множитель ν определен в (3). Проверка соотношений (10) легко осуществля-
ется непосредственно.

Следуя общепринятой терминологии, в дальнейшем соотношения (10) будем
называть дискретной парой Лакса.

При σ = 0 представление (10) сводится к 2 × 2-представлению Лакса для
классического биллиарда (4).

Уравнение |L(λ)−wI| = 0 определяет гиперэллиптическую спектральную кри-
вую Γ рода n− 1, а коэффициенты полинома (λ− a1) · · · (λ− an) detL(λ) дают n
независимых интегралов биллиардного отображения. При условии (x, a−1x) = 1
свободный член этого полинома совпадает с интегралом (5). Полагая в detL(λ)
последовательно λ = a1, . . . , λ = an и вычисляя вычет, находим интегралы∑

j �=i

(xivj − xjvi)2

ai − aj
+ v2

i + σx2
i , i = 1, . . . , n, (11)

сумма которых дает (v, v) + σ(x, x) — аналог интеграла энергии для движения с
гуковским потенциалом.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Матрица L(λ) является дуальной матрице размера n× n

L (s) = (s2 + σ)a + s(x⊗ v − v ⊗ x) + v ⊗ v + σx⊗ x , s ∈ C,

в том смысле, что спектральные кривые, задаваемые уравнениями |L(λ)−w I| = 0
и |L (s)−λ I| = 0, бирационально эквивалентны; при этом параметр λ служит па-
раметром собственных значений для L (s) (соотношение Вайнштайна–Аронзяна;
см., например, [5]). Отметим, что при σ = 0, s = 1 матрица L (s) образует най-
денное Мозером представление Лакса для геодезического потока на Q [13], а ее
факторизация использовалась в [14] для построения дискретной пары Лакса раз-
мера n× n для классического биллиарда в Q. Вопрос о факторизации дуальной
матрицы L (s) при σ �= 0 остается открытым.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Xарактеристическое уравнение

detL(λ) ≡ qλ(x, x)qλ(v, v) − q2
λ(x, v) − σqλ(x, x) − qλ(v, v) + σ = 0 (12)

является условием того, что эллипс, определяемый начальными условиями
(x, v), касается квадрики Qλ = {qλ(X,X) = 1}.
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Действительно, данное уравнение эквивалентно следующей паре уравнений на
параметр φ∗ в точке касания:

qλ(X(φ∗), X(φ∗)) = 1,
d

dφ
qλ(X(φ), X(φ))

∣∣∣∣
φ=φ∗

= 0.

С учетом параметризации эллипса (6) исключаем отсюда φ∗ и после некоторых
вычислений получаем следующее алгебраическое уравнения относительно λ:

q2
λ(x, v)[(qλ(x, x) − qλ(v, v))2 + 4q2

λ(x, v)] detL(λ) = 0. (13)

Заметим, что билинейная форма qλ(x, v) обращается в нуль тогда и только тогда,
когда квадрика Qλ совпадает с эллипсоидом Q, а вектор начальной скорости v0

направлен по касательной к нему. Этот случай соответствует тривиальному пери-
одическому движению по некоторому эллипсу на Q и, таким образом, исключа-
ется из рассмотрения. Выражение в квадратных скобках в (13) всегда отлично от
нуля. В результате мы заключаем, что условие касания задается исключительно
уравнением detL(λ) = 0, что и требовалось доказать.

Поскольку коэффициенты полинома (λ−a1) · · · (λ−an) detL(λ) cуть интегралы
биллиардного отображения, а степень самого полинома равна n, то мы получаем
такое

СЛЕДСТВИЕ. Эллипсы, являющиеся продолжениями кусков траектории бил-
лиарда с потенциалом Гука в Q ⊂ R

n , касаются n фиксированных квадрик,
конфокальных с эллипсоидом Q. Параметры квадрик суть корни характери-
стического полинома (λ− a1) · · · (λ− an) detL(λ).

Данное следствие обобщает известное свойство эллипсоидального биллиарда
без потенциала в Q ⊂ R

n , траектории которого (или их продолжения) касаются
n− 1 фиксированных конфокальных квадрик.

Случай плоского биллиарда с квадратичным потенциалом и σ > 0 проиллю-
стрирован на рис. 1, где эллипсы, продолжающие участки траектории, обозначены
пунктирными линиями.

Рис. 1. Эллипсы, продолжающие траекторию до и после отражения
в точке X касаются конфокальных квадрик Q1 , Q2 .

§2. Пуассоновость

В силу принципа Мопертюи при фиксированном значении полной энергии ма-
териальной точки, удовлетворяющей условию (2), движение в потенциальном
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поле внутри эллипсоида Q приводится к геодезическому движению с некоторой
невырожденной метрикой.

Естественно предположить, что при фиксированном значении интеграла (v, v)+
σ(x, x) отображения B точки соударения x, x̃ уже однозначно определяют всю
последовательность точек соударения.

ТЕОРЕМА 2. (1) Четномерное многообразие Ih ⊂ R
2n = (x, v) — совместный

уровень интегралов f1 = (x, a−1x) = 1, f2 = (v, v) + σ(x, x) = h — является
симплектическим подмногообразием. Ограничение отображения B на Ih со-
храняет на нем симплектическую структуру и в канонически сопряженных
избыточных переменных x, v задается выражениями

v =
∂Sh(x, x̃)

∂x
, ṽ = −∂Sh(x, x̃)

∂x̃
(14)

с производящей функцией (дискретным аналогом лагранжиана) на Q×Q

Sh(x, x̃) =
h

2
√
σ
φ̂ +

h

2
√
σ

sin φ̂ cos φ̂−√
σ sin φ̂(x, x̃),

где φ̂ есть значение параметра φ в конечной точке бильярдной траектории,
определяемое выражением

cos φ̂ =
1
h
σ(x, x̃) +

1
h

√
σ2(x, x̃)2 − σh((x, x) + (x̃, x̃)) + h2 . (15)

(2) Отображение (3) сохраняет вырожденную пуассонову структуру на
пространстве (x, v), заданную скобками

{xi, xj} = 0, {xi, vj} = δij −
via

−1
j xj

(x, a−1v)
, {vi, vj} = σ

(a−1
i − a−1

j )xixj

(x, a−1v)
, (16)

а интегралы (11) относительно нее коммутируют.

Из данной теоремы вытекает, что ограничение отображения B на каждое мно-
гообразие Ih — симплектический лист вырожденной скобки (16) — интегрируемо
в силу дискретного аналога теоремы Лиувилля (см. [2]). Таким образом, оно ин-
тегрируемого и на всем пространстве (x, v), а его инвариантные многообразия
общего положения суть (n− 1)-мерные торы.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Отметим, что, согласно формуле (15), в пределе при σ → 0
угол φ̂ устремляется к нулю. При этом, с учетом соотношения φ =

√
σt в (6) и

естественного условия h = (v, v) = 1, производящая функция Sh(x, x̃) переходит
в t = |x̃− x|, т. е. дискретный лагранжиан для биллиарда без потенциала.

С другой стороны, для описания непрерывного предела производящей функции
положим x̃ = x + ẋ∆t + O((∆t)2), где ∆t << 1. Подставляя это выражение в
(15), находим разложения

cos φ̂ = 1 − σ(ẋ, ẋ)(∆t)2

h− σ(x, x)
+ O((∆t)3), φ̂ =

√
2σ|ẋ|∆t√

h− σ(x, x)
+ O((∆t)3),

с учетом которых Sh принимает вид

sin φ̂
(

h√
σ

cos φ̂−√
σ(x, x)

)
+ O((∆t)3) =

√
h− σ(x, x)

√
2(ẋ, ẋ)∆t + O((∆t)3).
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Первый член в правой части есть дифференциал действия по Мопертюи (или
укороченного действия) в задаче о движении точки по эллипсоиду Q с гуковским
потенциалом и скоростью ẋ при фиксированной энергии h.

Подчеркнем, что теорема 2 не означает, что биллиардное отображение B яв-
ляется дискретной лагранжевой системой. Она лишь утверждает, что его ограни-
чение на каждый фиксированный уровень интеграла типа энергии описывается
производящей функцией. Для отображения на всем фазовом пространстве такой
функции (которая зависела бы только от старых и новых координат) не суще-
ствует (см. замечание 1 выше).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. (1) В силу параметризаций (6), (7) имеем

v =
√
σ
x̃− cos φ̂ x

sin φ̂
, v′ = −√

σ
x− cos φ̂ x̃

sin φ̂
, (17)

где φ̂ — значение φ в точке x̃, а v′ = V (φ̂). Чтобы выразить φ̂ через x, x̃, h,
вычислим квадрат обеих частей равенства (7) и, используя первое соотношение
в (17), а также (v, v) = h − σ(x, x), приходим к квадратному уравнению относи-
тельно cos φ̂, одно из решений которого дается формулой (15). Оно выбирается
из условия lim

σ→0
cos φ̂ = 1.

Отметим, что в силу (9) ограничения скоростей ṽ и v′ на Ih совпадают. С уче-

том этого, а также формулы (15) и соотношения sin φ̂ =
√

1 − cos2 φ̂, выражения
(17) становятся эквивалентными выражениям (14).

Отображение (14) сохраняет стандартную симплектическую 2-форму
∑n

i=1 dxi

∧dvi в R
2n = (x, v), а относительно канонической скобки Пуассона в R

2n = (x, v)
справедливо равенство {f1, f2} = (x, a−1v) �= 0. Таким образом, подмногообразие
Ih симплектическое, и ограничение отображения (14) на него также является
симплектическим.

(2) Вычисляя ограничение стандартной скобки Пуассона в R
2n на многооб-

разие Ih согласно процедуре Дирака, получаем соотношения (16). Коммутатив-
ность интегралов (11) проверяется затем прямыми вычислениями.

§3. Линеаризация на обобщенном якобиане

Рассмотрим теперь предел потока c потенциалом Гука на n-мерном эллипсоиде
Q̃ ⊂ R

n+1 при an+1 → 0 с алгебро-геометрической точки зрения.
Известно (см., например, [16]), что в этом случае движение на Q̃ разделяется

в эллиптических координатах λ1, . . . , λn (полная энергия принимает штеккелеву
форму), и при переходе к новому параметру τ , такому, что

dt = λ1 · · ·λn dτ, (18)

оно линеаризуется на многообразии Якоби гиперэллиптической кривой рода n

Γ̃ = {µ2 = λ(λ− a1) · · · (λ− an+1)[c0(λ− c1) · · · (λ− cn−1) − σλn+1]},
где c0, . . . , cn−1 — константы интегралов, которые положительны при действи-
тельных движениях.

В случае σ = 0 (геодезический поток на Q̃) c0 есть значение первого ин-
теграла (Ẋ, Ẋ), а константы c1, . . . , cn−1 допускают прозрачную геометрическую
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интерпретацию: касательная к соответствующей геодезической на эллипсоиде од-
новременно касается конфокальных квадрик Q̃(c1), . . . , Q̃(cn−1) (теорема Шаля).
При этом параметр τ был впервые введен в [15].

В пределе при an+1 → 0 кривая Γ̃ становится сингулярной (приобретает двой-
ную точку при λ = 0). Ее регуляризация есть гиперэллиптическая кривая рода
g = n− 1

Γ = {w2 = ρ(λ)},
ρ(λ) = −(λ− a1) · · · (λ− an)[c0(λ− c1) · · · (λ− cn−1) − σλn+1],

(19)

которая совпадает со спектральной кривой представления Лакса (10). Снабдим Γ
парой выделенных точек E± = (0,±√

ρ(0)), возникших из двойной точки на Γ̃.
В результате данной регуляризации n независимых голоморфных дифференци-

алов на Γ̃ преобразуются в линейные комбинации независимых нормированных
голоморфных дифференциалов ω = (ω1, . . . , ωn−1) на Γ и нормированного диф-
ференциала третьего рода ΩE± с парой простых полюсов в E− , E+ . Согласно
теории, изложенной в [4, 9, 10], в указанном пределе n-мерный якобиан кривой
Γ̃ преобразуется в обобщенный якобиан Jac(Γ, E±) — фактор пространства C

n

по решетке Λ2n−1 , порожденной 2n− 1 независимыми векторами периодов диф-
ференциалов ω1, . . . , ωn−1,ΩE± . Многообразие Jac(Γ, E±) есть алгебраическое
расширение классического (n − 1)-мерного якобиана Jac(Γ) с помощью группы
C

∗ = C \ {0}.
С другой стороны, координаты λ1, . . . , λn на Q̃ переходят в эллиптические

координаты в Rn = (X1, . . . , Xn), такие, что

X2
i =

(ai − λ1) · · · (ai − λn)∏
j �=i(ai − aj)

, i = 1, . . . , n. (20)

В указанном пределе квадратуры, линеаризующие движение точки на эллипсоиде
Q̃ под действием потенциала V1 (см., например, [16]), переходят в обобщенное
отображение Абеля–Якоби∫ P1

P0

ω + · · · +
∫ Pn

P0

ω = z,

∫ P1

P0

ΩE± + · · · +
∫ Pn

P0

ΩE± = Z, (21)

Pi = (λi, wi), z = const, Z =
√
ρ(0) τ + const, (22)

где z ∈ Cn−1 , Z ∈ C — координаты на универсальной накрывающей якобиана
Jac(Γ) и на C

∗ соответственно, такие, что {eZ} = C
∗ , P0 — произвольная фик-

сированная точка на Γ \ {E−, E+}, а новый параметр τ определен в (18). При
этом, независимо от знака σ,

√
ρ(0) ∈ R . В дальнейшем будем полагать, что P0

— точка Вейерштрасса на Γ.
Квадратуры (21), (22) описывают движение внутри эллипсоида Q в поле по-

тенциала Гука между последовательными соударениями. В силу формулы (22)
оно представляется прямолинейным потоком на Jac(Γ, E±), направленным вдоль
вещественной оси на C∗ : Z и τ изменяются от −∞ до ∞ (заметим, что в силу
формулы (18) бесконечный промежуток между соударениями в этих переменных
соответствует конечному интервалу в первоначальном времени t).
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Согласно (21), при Z = ±∞ одна из точек Pi на Γ (предположим без потери
общности, что это Pn) совпадает с полюсом E± дифференциала ΩE± . Таким об-
разом, при фиксированных константах интегралов координаты точек соударения
на Q описываются дивизором P1, . . . , Pn−1 на Γ, т. е. (при фиксированной точ-
ке P0) точкой в обычном многообразии Якоби Jac(Γ). Явные формулы для этих
координат даются выражениями (20) при λn = 0. Поскольку в силу (22) вдоль
каждой траектории на Jac(Γ, E±) координаты z не меняются, две последова-
тельные точки соударения описываются дивизорами, различающимися на вектор
q =

∫ E+

E−
ω ∈ C

n−1 . В силу известных соотношений Римана последний также яв-
ляется вектором периодов дифференциала ΩE± по каноническим b-циклам на Γ.
С другой стороны, конечная точка участка биллиардной траектории с Z = ∞ яв-
ляется началом следующего участка с Z = −∞ и некоторой фазой z . Рассуждая
по индукции, получаем следующий результат.

ТЕОРЕМА 3. Ограничение отображения B на каждый неособый якобиан
кривой Γ есть сдвиг на вектор q.

Ниже данное свойство будет использовано для построения тэта-функциональ-
ных решений биллиарда с квадратичным потенциалом.

Отметим, что в случае отсутствия потенциала (σ = 0) кривая Γ имеет уже
нечетный порядок и одну бесконечно удаленную точку, однако все рассуждения
данного параграфа и теорема 3 остаются в силе.

§4. Тета-функциональное решение

Пусть x(N), v(N) есть результат N -й итерации отображения B. Их явные вы-
ражения в тета-функциях могут быть получены различными способами, в частно-
сти, с помощью вычисления вектор-функций Бейкера–Ахиезера оператора L(λ) в
(10). В случае гиперэллиптической спектральной кривой существует более про-
стой способ, использующий следующий результат, полученный в [11] (с целью
дальнейших ссылок сформулируем его в виде теоремы, используя обозначения
настоящей статьи).

ТЕОРЕМА 4. Обращение обобщенного отображения Абеля–Якоби (21), свя-
занного с кривой (19) влечет за собой следующие соотношения

(ai − λ1) · · · (ai − λn)∏
j �=i(ai − aj)

= κ2
i

θ̃2[δ + η(i)](z, Z)

θ̃[δ](z − ξ/2, Z − S/2) θ̃[δ](z + ξ/2, Z + S/2)
, (23)

i = 1, . . . , n,

λ1 · · ·λn = κ2
0

θ2[δ](z)
θ̃[δ](z − ξ/2, Z − S/2) θ̃[δ](z + ξ/2, Z + S/2)

, (24)

z ∈ C
g, Z ∈ C, ξ =

∫ ∞+

∞−
ω, S =

∫ ∞+

∞−
ΩE± ,

где θ[δ + η(i)](z), θ[δ](z) — стандартные связанные с данной кривой тэта-
функции с матрицей Римана B и полуцелыми тэта-характеристиками δ =
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(δ′′, δ′)T , η(i) = (η′′(i), η
′
(i))

T ∈ R2g/2R2g , такими, что по модулю решетки пери-
одов якобиана кривой Γ

2πiη′′(i) + Bη′(i) =
∫ (ai,0)

P0

ω, 2πiδ′′ + Bδ′ = K, (25)

где K есть вектор римановых констант, а

θ̃[δ+η(i)](z, Z) = e−Z/2θ[δ+η(i)]
(
z− q

2

)
+eZ/2θ[δ+η(i)]

(
z+

q

2

)
, q =

∫ E+

E−
ω (26)

суть обобщенные тета-функции с теми же характеристиками. Наконец,
κi , κ0 — постоянные множители, зависящие только от модулей кривой Γ.

Соотношения (23), (24) обобщают аналогичные тета-функциональные выраже-
ния (так называемые Wurzelfunktionen) найденные Якоби для случая гиперэллип-
тических якобианов (см., например [6, 7]). Определение и свойства обобщенных
тета-функций можно найти в [8, 10, 11].

Сравнивая теперь левые части равенства (23) с выражениями для эллипти-
ческих координат (20) и учитывая (22), заключаем, что движение материальной
точки между последовательными соударениями параметризуется выражениями

Xi(Z) = κi

θ̃[δ + η(i)](z, Z)√
θ̃[δ](z − ξ/2, Z − S/2) θ̃[δ](z + ξ/2, Z + S/2)

, (27)

где Z пробегает вещественную прямую, а постоянный фазовый вектор z опреде-
ляет положение траектории внутри Q.

Кроме того, дифференцируя (27) по Z и учитывая формулы (26), (24), находим
параметризацию скорости точки между теми же соударениями:

Vi(Z) =

√
ρ(0)

λ1 · · ·λn

dXi

dZ

= κ′
i

eZ/2F+(z) + e−Z/2F−(z)

θ2[δ](z)
√
θ̃[δ](z − ξ/2, Z − S/2) θ̃[δ](z + ξ/2, Z + S/2)

, (28)

κ′
i =

√
ρ(0)κi/κ0,

где

F+(z) = e−S/2θ[δ + η(i)](z + q/2) θ[δ](z + q/2 − ξ/2) θ[δ](z − q/2 + ξ/2)

+ eS/2θ[δ + η(i)](z + q/2) θ[δ](z − q/2 − ξ/2) θ[δ](z + q/2 + ξ/2)

− 2θ[δ + η(i)](z − q/2) θ[δ](z + q/2 − ξ/2) θ[δ](z + q/2 + ξ/2),

F−(z) = −e−S/2θ[δ + η(i)](z − q/2) θ[δ](z + q/2 − ξ/2) θ[δ](z − q/2 + ξ/2)

− eS/2θ[δ + η(i)](z − q/2) θ[δ](z − q/2 − ξ/2) θ[δ](z + q/2 + ξ/2)

+ 2θ[δ + η(i)](z + q/2) θ[δ](z − q/2 − ξ/2) θ[δ](z − q/2 + ξ/2).

Полагая теперь в (27), (28) последовательно Z = −∞, Z = ∞, находим коор-
динаты и скорость материальной точки соответственно в начале и в конце участ-
ка траектории, которые теперь зависят только от z и являются мероморфными
функциями на некотором разветвленном накрытии якобиана кривой Γ.
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Как следует из (27), тэта-функциональные выражения для координат последо-
вательных точек соударения отличаются лишь сдвигом z → z+q, что согласуется
с теоремой 3. В силу этой теоремы то же самое справедливо для компонент ско-
рости v. По индукции получаем следующий результат.

ТЕОРЕМА 5. Координаты и скорость в точках соударения, а также ско-
рость v′(N) в конце N -го участка биллиардной траектории имеют вид

xi(N) = κi

θ[δ + η(i)](zN )√
θ[δ](zN − ζ/2) θ[δ](zN + ζ/2)

,

vi(N) = κ′
i

F−(zN + q/2)
θ2[δ](zN + q/2)

√
θ[δ](zN − ζ/2) θ[δ](zN + ζ/2)

, (29)

v′i(N) = κ′
i

F+(zN + q/2)
θ2[δ](zN + q/2)

√
θ[δ](zN − ζ/2) θ[δ](zN + ζ/2)

,

zN = z − q/2 + qN ∈ C
n−1, i = 1, . . . , n,

где z — постоянный фазовый вектор траектории, а характеристики δ, η(i)

определены в (25).
Для определения множителей κi положим в отображении (21)

{P1, . . . , Pn} = {(a1, 0), . . . , (an, 0), (0,
√
ρ(0))} \ (ai, 0).

При этом Z = ∞, а левая часть i-го соотношения в (23) становится равной 1. Ис-
пользуя затем определение тэта-функций с характеристиками, а также формулу
(26), находим

κi = εi

θ[δ + η̂ + η(i)](ζ/2)
θ[δ + η̂](0)

, η̂ =
n∑

s=1

η(s) mod Z
2g,

где εi суть некоторые корни из единицы.
В заключение отметим, что в случае классического биллиарда без потенциала

(σ = 0) решения, найденные в [2, 11], имеют вид

xi(N) = κi

θ[δ + η(i)](zN )
θ[δ](zN )

, vi(N) = κ
′
i

θ[δ + η(i)](zN + q/2)
θ[δ](zN + q/2)

, N ∈ N, (30)

с некоторыми константами κi , κ
′
i . Так как в этом случае траектория состоит из

прямолинейных отрезков, то v′(N) = v(N). Таким образом, в отличие от решений
(29), при σ = 0 нули (полюсы) координат и скоростей как мероморфных функций
на некотором накрытии якобиана Jac(Γ) отличаются лишь сдвигом на q/2.
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