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1

Varietats diferenciables

Problemes basics

1.

Sigui {(Uj, ¢;)}j=1,2 I'atles de S,, donat per les projeccions estereografiques des dels pols. Calculeu

I'expressié explicita (en coordenades de R"™! o R") de les aplicacions @1, (1)1, 2, (p2)7 L.

Comproveu que ¢z o (1)~ (x) = x/||x||? per a tot p € R" — {0}.

. A S, es consideren els atles:

(a) {(Uj; ¢5)}i=1,2, on
@;1:]0727T[ — U =81 —{(1,0)}, 90;1:]_W77[ = Uz =8; - {(-1,0)}

estan definides per <pj_1(t) = (cost,sint).
(b) {(Vjs¥i)}j=1,.as on Vi = {(z,y) € S1 |2 > 0}, Vo ={(z,y) € 81 |y > 0}, V5 = {(z,9) €
Sl | T < 0}7 V4 = {(xvy) € Sl | y < 0} i wl(xvy) =Yy = 77[]3(‘7;73/)7 ¢2(:’C7y> =T = ¢4(957y)
(a) Proveu que ambdds donen estructura diferenciable a S;.
(b) Compareu aquestes dues estructures, entre si i amb la donada per la projeccié estereografica.
Es recorda que un subconjunt M C R™ es diu subvarietat (de classe C™) si, per a cada punt

r € M, existeixen un obert U de R"™ contenint z, i un difeomorfisme de classe C> ¢: U — V, tals
que p(UNM)=Vn(R™ x{0})=T.

(a) Proveu que la restriccié de 1, considerada com a aplicacié ¢,: UNM — T C R™, és una carta
de M.

(b) Proveu que aquestes cartes defineixen sobre M una estructura de varietat diferenciable.

Proveu que l'estructura diferenciable de S, definida per les projeccions estereografiques i la que té
com a subvarietat de R? coincideixen.

. Sigui M = f71(0) ¢ R? on f:R? — R és l'aplicacié definida per f(z,y) = (22/4) — y? + y*.

Considerem en M la topologia induida per la de R2. Es M una subvarietat diferenciable de
dimensi6é 1 de R2?? Trobeu l'obert N C M que és una subvarietat diferenciable de dimensié 1 de
R? i que és maximal amb aquestes propietats.

Siguin I; =)0, 2x[, Iy = |—7, 7| i

;0 I; — R? (1=1,2)
t +—— (sin2¢,sint)
Considerem en E; = ®;(I;) la topologia induida per ®;.

(a) Proveu que, d’aquesta manera, es pot dotar E; i Fy d’estructura de varietat diferenciable.
(b) Coincideixen E; i F, com a subconjunts de R?? I com a espais topologics?
(¢) Proveu que F; i Ey sén difeomorfes.

Definim la banda de M&bius com espai quocient M de [0, 27] x]—1, 1] per la relacié ~ que identifica

cada punt amb ell mateix i, a més, (0,y) ~ (27, —y), per a tot y € |]—1,1[. Doneu una estructura
diferenciable a M.

Siguin M C R™ una subvarietat i f: M — R una funcio real. Proveu que f és una funcié de classe
C* sobre la varietat diferenciable M si i només si per a tot punt zy € M existeixen un veinat obert
U dins R” i una funcié F:U — R de classe C* tals que f i F coincideixen sobre U N M.

Conclogueu-ne 'enunciat segiient:

Sigui F: W — R una funcié, on W C R" obert, i M C W una subvarietat; si F' és de classe C*,
llavors F|; és una funcié de classe C* sobre la varietat M. En particular, les funcions 7: M — R,
7w (x) = a*, sén C™.

Sigui h la funcié “al¢ada” sobre Sa, h(z,y,z) = z. Proveu que és una funcié C* de dues maneres
diferents.
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Siguin M C R™, N C R" subvarietats, i f: M — N una aplicacié. Proveu que f és una aplicacié
de classe C* entre les varietats M i N si i només si per a tot punt o € M existeixen un veinat
obert U dins R™ i una funcié F:U — R™ de classe CF tals que f i F coincideixen sobre U N M.

Conclogueu-ne 'enunciat segiient:
Sigui F: U — V una funcié, on U C R™ iV C R" sén oberts. Siguin M C U, N C R” subvarietats.
Proveu que, si F és de classe C*, llavors Flp: M — N és de classe C* entre les varietats M i N.

Suposeu que f:U — V és un difeomorfisme de classe C* entre dos oberts de R™, i sigui M C U
una subvarietat. Proveu f(M) és subvarietat i que f|y: M — f(M) és un difeomorfisme.

Proveu de dues maneres que aplicacié antipodal h(x) = —x és un difeomorfisme de S,, en S,,.
Sigui T = {(z,y,2,t) e R* [ 2® + ¢y* = 2° +1* = 1}.

(a) Proveu que T és una subvarietat de R* i doncs té una estructura de varietat diferenciable.

(b) Compareu aquesta estructura diferenciable amb la que resulta de considerar T' com a la varietat
producte S; x Sj.

(c) Donats 7, R € R amb R > r > 0, considerem la funcié F: R®> — R definida per

F(.’)L‘7y72): <V$2+y2_R)2+22_7’2-

Comproveu que M = F~1(0) és una subvarietat.

(d) Proveu que M i T sén varietats difeomorfes.
Siguin M = {(z,y,2) € R® | 22 + y?> = 1,|2| < 1}, i F l'aplicacié:
F: R3 — R3
(x,y,2) +— (22 —y? 22y, 2)
(a) Proveu que M és una varietat diferenciable.

(b) Proveu que F indueix una aplicacié F|y; de M en M. Es un difeomorfisme, F|y?
Proveu que és un difeomorfisme de Sy en Sy la restriccio a l’esfera de ’aplicacio

F: R? — R3
(z,y,2) > (xcosz—ysinz,zsinz+ ycosz,z)

Un grup de Lie és un conjunt G dotat amb les estructures de grup i de varietat diferenciable, i tal

que el producte i la inversio
w GxG@ — G v G — G

(g:h) +— gh g — g*

sén aplicacions diferenciables.

(a) Proveu que el producte i la inversi6 sén diferenciables si i només si ho és 'aplicacié x,

x: GxG@G — G
(g:h) +— gh™!

(b) Si G és un grup de Lie i g un element de G, proveu que és un difeomorfisme la translacié per

Uesquerra, Lgy: I G G
g —

h — gh

17. Proveu que els grups segiients sén grups de Lie. Digueu també si sén connexos i si sén compactes.

(a) El grup lineal GL(n,R).
(b) El grup ortogonal O(2,R).
(c) El grup especial lineal SL(2,R).



Problemes del tema 1 3
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Problemes addicionals

Sigui M = {(z,y) € R? | z,y € ]0,1[}. Per a cada s € ]0,1[ definim U = {(s,y) € M}, i s com
a Paplicacié de Us — ]0,1[ que envia (s,y) a y. Digueu en queé és incorrecte el raonament segiient:
“A M es considera Uatles {(Us, ps)}secjo,1)- Evidentment, les aplicacions s son homeomorfismes.
A més, els diferents Us son disjunts, per tant no cal preocupar-se del canvi de coordenades. Aizxi
doncs, hem dotat M d’estructura de varietat diferenciable de dimensié 1.”

Siguin U € R™ obert, i f:U — RP una funcié de classe C*°. Proveu que U i el graf de f sén
varietats difeomorfes.

Digueu si son difeomorfes entre elles les superficies seglients: paraboloide elliptic, esfera, paraboloide
hiperbolic, cilindre, pla, hiperboloide d’un full, pla sense un punt, mig con sense vertex, tor.

Considereu el grup especial lineal SL(2,R) := {M € Max2(R) | det(M) =1}

(a) Proveu que admet una estructura de varietat diferenciable de dimensié 3.

(b) Proveu que l’aplicacié F:. SL2,R) — C

a b b+ai
(C d) Y dFei

és C™ 1 té per imatge el semipla {z € C | Im z > 0}. (A C es considera l'estructura de varietat
diferenciable real que s’obté identificant-lo amb R?).

El grup de Lie Sg

Recordem primer que el cos dels quaternions de Hamilton es construeix prenent H = R x R? = R*
amb la suma ordinaria i el producte

&x)ny)=En—x-y, 8y +nx +x xy),

on x-yix Xy sén els productes escalar i vectorial de R3.
Es comprova que aix{ es defineix un cos no commutatiu amb unitat 1 = (1,0), i que l'invers de z
1

p — x .
bs ™ = W, on, si z = (§,x),

z = (£ —x) lz| = (22)Y? = /€2 + x-x = ||lz|| (norma euclidiana de R*)

designen el conjugat i el modul de x. Els quaternions de modul 1 sén els punts de 'esfera Ss.

(a) Proveu que S3 és un subgrup del grup multiplicatiu H*, i que és un grup de Lie.
(b) Es consideren HT = {(£,x) € S3 | £ > 0} i l'aplicacié v: HT — v(H') C R? definida per
v(€,x) = x.

Proveu que (HT,v) és una carta de Sj.

(c) Designem per u la multiplicacié de S3. Proveu que existeix un obert U C H™T contenint el
neutre i tal que u(U x U) C HT.

(d) Calculeu l'expressi6 local de p sobre U x U en la carta (H™,v).

(e) Designem per ¢ la inversié de S3. Proveu que ¢ deixa HT invariant i calculeu 'expressié local
de ¢ en la carta (H1,v).

Indicacions i respostes

1.

SiUr =S, —{(0,...,0,1)}, aleshores:

o (2y1,»~,2yn,yf+<--+yfl—1)

801 ($17"~7~T7L+1): %7 (()01)71 (y17“'7y")_ y%-{»m-ﬁ—y%-l»l
" _ 2Y1,-.,2yn, 1—yf —...—y2
¥2 (1’17~~~,$n+1) = (?izrj?)’ (902) ! (ylv"'7yn) = ( : 1+ynf+..<—iy% 7’)

4. Considereu, per exemple, U = {(z,y,2) | % + 4> < 0,2 > 0}, i ¢: U — V = ¢(U) definida per ¢ (z,y,2) =

(z,y,2z — /1 — 22 — y2); és un difeomorfisme tal que Y(U NS2) = V N (R? x {0}). Posant H = U N Ss
i definint ¢: H — ¥(H) C R? x {0} = R? obtenim una carta de S» com a subvarietat de R3. D’aquesta
manera s’obté un atles format per sis cartes.
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5. b) No, M no és subvarietat diferenciable. (Dibuixeu-lal)

10.
14.
17.
18.

b) Si com a subconjunts, perd no com a espais topologics. ¢) Restringiu 'aplicacié F(z,y) = (z, —y).

Mitjancant un difeomorfisme v convertiu localment M en un obert d’un subespai m-dimensional; una funcié
sobre aquest s’estén trivialment a una funcié de n variables.

Procediu com al problema 8.
b) No, no és injectiva.
a) Ni connex ni compacte. b) No connex, si{ compacte. ¢) Connex, no compacte.

Falla una condicié topologica a Us.



2 Vectors tangents i cotangents

Problemes basics

1. Els tres camins segiients compleixen que 7;(0) = (0,1,0) =: p.

R3

7: R — R3 ¥2: R — R3 73: R —
t +~—— (sinht,cosht,t)

t — (L, 1+1%1) t +—— (sint,cost,t)
(a) Comproveu que tots tres defineixen el mateix vector tangent en p.

(b) Deriveu, en p, la funcié f(z,y, z) = 2% — y? + 22, respecte de cadascun dels camins.
2. Siguin F Paplicacié antipodal de S, p; = (0,0,1), po = (0,0,-1), p3 = (1,0,0) i ps = (—1,0,0):
(a) Calculeu la matriu de T), (F), considerant en p3 la carta donada per la projecci6 estereografica
des del pol nord i en p4 la que correspon a la projeccié des del pol sud.

(b) El mateix, pero ara considerant en tots dos punts la primera de les cartes esmentades.

¢) El mateix per a T, (F'), utilitzant les cartes definides per les projeccions estereografiques
p1
apropiades.
(d) Interpreteu geometricament (dibuixant el pla tangent de l'esfera dins de R?) les aplicacions

dels apartats precedents.

3. Sigui M C R™ una subvarietat. Justifiqueu que T),(M) s’identifica a un subespai de T,(R") =
{p} x R™ mitjangant l'aplicaci6 j: T,M — {p} x R" segiient: si v:I — M és un cami C! tal que
~(0) = p, i el considerem com a aplicacié amb valors en R, llavors j([v]) = (7(0), Dv(0)).

4. (a) Sigui f:GL(n,R) — R donada per f(A) = det A. Proveu que d,,f # 0 per a tot p € GL(n,R).

(b) Proveu que la mateixa funcid, ara definida de SL(n,R) en R, té diferencial nulla arreu.
(c) Sigui g:SL(2,R) — R donada per g(A) = tr(A). Proveu que d,g = 0 si p = Id. Significa aixo

que g té un extrem en p?

5. Considerem el grup de Lie G = SL(2,R). Sigui s[(2,R) l'espai vectorial de les matrius 2 x 2 amb
coeficients reals que tenen traca 0.

(a) Sie=1Id, proveu que T.(G) és un espai vectorial isomorf a s[(2, R).

(b) Doneu una base de T4(G), on g = ( ? 1 )

(c) Descriviu I’aplicacié Te(Lg) (e, g com abans, L, la translacié per 'esquerra) i proveu que és
un isomorfisme.

6. Considerem M;, My varietats, la varietat producte M; x Ms i un punt p = (p1,p2) € My X My
d’aquesta varietat.

(a) Raoneu que podem identificar Tp,(M; x My) amb Tp,, My x Tp, No mitjancant [v] = [(y1,72)] —
(], a))-

(b) Sigui N una varietat. Una aplicacié F: N — Mj x M es pot expressar com F'(q) = (F1(q), F2(q)).
Proveu que I'aplicacié F és diferenciable si i només si ho sén F} i Fy. Proveu també que, per
a cada punt ¢ € N, podem identificar T¢F amb (T,Fi, T¢F»).

(c) Siguin G: My x My — N una aplicacié diferenciable i v = (v1, v2) = ([11], [12]) € Tp(M1 x M)
un vector tangent. Proveu T,G - v = Tp, G(-,p2) - v1 + Tp,G(p1,-) - va.

(d) Considerem una funcié diferenciable f:M; x Ms — R una funcié diferenciable. Proveu

<d17f7v> = <dp1f('>p2)7vl> + <dp2f(p17 ')71)2>'



6 UPC/FME — Varietats Diferenciables. Problemes — tardor 2016

Problemes addicionals

7. Sigui M una varietat diferenciable, C*°(M) la seva algebra de funcions diferenciables, p € M. Sigui
F, el conjunt de les funcions diferenciables definides en algun veinat obert de p,

F,={f:U—=R|UC M obert, p e U, f diferenciable}.

Donades f, f’ € F,, posarem f ~ f’ quan existeix un veinat obert W > p tal que f i f’ coincideixen
en W. Aquesta és clarament una relacié d’equivaléncia. Les classes d’equivaléncia s’anomenen
gérmens de funcions diferenciables en p. Representem per [f] el germen d’'una funcié f. I represen-
tem per F,, el conjunt dels germens en p (el conjunt quocient de Fj,).

(a) Raoneu que la suma i el producte de funcions ordinaries permeten definir aquestes operacions
amb gérmens de funcions, amb les quals F, és una R-algebra.

(b) Considerem ara 'aplicacié v: C*°(M) — F, que, a cada fgncio’ f definida en tot M, li assigna
el seu germen, f — [f]. Justifiqueu que és suprajectiva. Es injectiva?

(c) Iconsiderem ara l'aplicacié 6: F, — T, M tal que 0[f] = d, f (diferencial de f en p). Justifiqueu
que esta ben definida.

(d) Proveu que § és suprajectiva.

(e) L’aplicacié a: F, — R tal que [f] — f(p) (avaluacié d’un germen en p) esta clarament ben
definida, i de fet és un morfisme de R-algebres. Per tant el seu nucli m, = Kera (el conjunt
dels gérmens que s’anullen en p) és un ideal de F,. A partir d’ara restringim l’aplicacié ¢
anterior a aquest ideal, 4: m, — T;M . Justifiqueu que aquesta encara és suprajectiva.

(f) Proveu que m? = Kerd, d’on es dedueix que m,/m? = T; M.

Indicacions i respostes
1. b) 0.

2.a)ic);<*01 _01); b):((l) _01)

4. ¢) No, p és un punt de sella.

5. b) Matrius de la forma ( vz w3 —2vs 02 ) c¢) En les bases: {( 01 ),( 00 )
U3 V4 0 0 1 0

0

1

0

deTe(G)i{((l) é)(i 8)7(—02 (1))}deTg(G),Te(Lg)tématriu<§



3

Subvarietats i aplicacions

Problemes basics

1.

Sigui F: M — N una aplicacié C*° de rang constant, ¢ € N un punt. Proveu que M’ = F~1(q) és
una subvarietat de M i que T, (M’) = Ker T\,(F) per a tot p € M.

Proveu que I'aplicacié ¢: R — C definida per ¢(f) = ¢? és una immersi6. Raoneu que indueix un
difeomorfisme local ¢: R — S;. Proveu que, per a cada interval obert I C R tal que ¢|; és injectiva,
'aplicacié (c|;)~t:¢(I) C S; — I és una carta de S;.

Proveu que les coordenades polars ens donen cartes de R? adaptades a la subvarietat S; C R2.

Considereu l'aplicacié F: C — C definida per F(z) = 2°.

(a) Proveu que F' indueix un difeomorfisme local f:S; — Sy tal que f(p) = f(g) si i només si
p = *%q.
(b) Proveu que S; és difeomorfa a la recta projectiva P1(R). Per fer-ho seguiu els passos segiients.

i. Proveu que la projeccié natural m:R? — {0} — P;(R) és una submersié suprajectiva.
Proveu que el mateix passa amb la restriccié 7:S; — P1(R) i que, per tant, aquesta és
un difeomorfisme local.

ii. Raoneu que existeix una dnica aplicacié fo: P1(R) — S tal que f = fy o m. Proveu que
fo és bijectiva i difeomorfisme local i, doncs, un difeomorfisme.

De les aplicacions que s’esmenten, digueu quines de les caracteristiques segiients posseeixen: sub-
mersio, immersid, embedding, injeccié i suprajeccio.
(a) L’aplicacié F|ps, definida al cilindre, del problema 14 del tema 1.
(b) L’aplicacié det: GL(n,R) — R.
(¢) L’aplicacié traga en SL(2,R).
(d) L’aplicacié f:R — S; donada per f(t) = (cost,sint).
(e) La injeccié canonica i: Sy — RP.
El meétode dels multiplicadors de Lagrange
Siguin V € R™ un obert, i f:V — R una funcié C'. Sigui M C V una subvarietat definida com a

M = F~1(0), on F:V — RP és una submersié. Sigui fo: M — R la restriccié de f. Proveu que un
punt zo € M és critic per a fj si i només si dg, f és combinacié lineal de les dzOFk.

Subgrups de Lie
Un subgrup de Lie d’un grup de Lie G és un subconjunt H que és subgrup i subvarietat.
(a) Proveu que H és també un grup de Lie.
(b) Doneu exemples de subgrups de Lie.
(¢) Proveu que si H C G és un subgrup, per a comprovar que és una subvarietat basta veure-ho
al voltant d’un punt (per exemple, el neutre).

Morfismes de grups de Lie
Un morfisme de grups de Lie és una aplicacié f: G — G’ entre grups de Lie que és morfisme de
grups i de varietats.

(a) Proveu que f té rang constant.

(b) Proveu que Ker f C G és un subgrup de Lie.

(¢) Considereu f:ZxZ — R, f(m,n) = m+nb, on  és irracional. Comproveu que és un morfisme
de grups de Lie, pero que la imatge no és una subvarietat regular de R.

El grup de Lie SL(n,R)

(a) Proveu que SL(n,R) C GL(n,R) és un subgrup de Lie a partir de la funcié determinant.
Proveu també que té dimensié n? — 1.

(b) Proveu que det(I +A) =1+ tr A+ o(||4]).

(¢) Proveu que Ddet(I)- A = tr A.

(d) Proveu que T;(SL(n,R)) s’identifica amb les matrius de traca nulla.
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Problemes addicionals

10. Sigui f:]0,4+00[ — R?, donada per f(t) = (tcos(1/t),¢sin(1/t)). Proveu que f és un embedding,
pero no és una aplicacié tancada.

11. Proveu que el tor S; x S; es pot identificar, per un embedding, amb una subvarietat de R3, i també
amb una subvarietat de R* que no esta continguda en cap R*> ¢ R%.

Indicacions i respostes
5. a) immersid, submersié i suprajectiva; b) submersid; ¢) suprajectiva; d) immersid, submersié i suprajectiva,;
e) immersid, embedding i injectiva.
7. ¢) Si xz € H, considereu la translacié L, que és un difeomorfisme de G que aplica e en x.
8. a) Sigui € G. Observeu que f = Ly(z 0 fo L;' i apliqueu la regla de la cadena per a obtenir una relacié
entre Tx(f) i Te(f). b) Apliqueu el problema 1. c¢) La imatge és densa en R.

11. Considereu constants R > 1 > 01 f(¢,0) = ((R+ rcos¢)cos, (R + rcos¢$)sinb, rsin ¢).



4 Els fibrats tangent i cotangent

Problemes basics

1. Siguin M una varietat i N C M una subvarietat.

(a) Proveu que TN C TM és una subvarietat.
(b) Sigui X € X(M) un camp vectorial tal que X, € T,(N) per a tot p € N. Proveu que la
restriccié de X a N defineix un camp vectorial en N.

2. Siguin M una varietat i N C M una subvarietat definida per I'anullacié d’un sistema de lligams
fY.. ., f*M — R, linealment independents en tot punt de N. Proveu que un camp vectorial
X € X(M) és tangent a N siinomés si Lx f? s’anulla en N per atot j=1,...,r.

3. A Desfera Sy, hi considerem ’atles definit per les projeccions esterografiques, (U;,¢;), j = 1,2, on
Ui =Sy —{(0,0,1)}, Uy = So — {(0,0,—-1)}, 1 = (u1,us2), p2 = (v1,v2). Un camp X € X(So2)
s’expressa sobre Uy com a (Au; — Bug) 9/0u; + (Buy + Aug) 9/Jus, on A i B sén constants.

(a) Trobeu lexpressié de X en la carta (Us, ¢2).
(b) Proveu que X s’anulla en algun punt.
(c) Calculeu la derivada segons X, en el punt (0, —1,0), de la restriccié a Sy de la funcié de R3

definida per f(z,y,z) = .

4. Siguin M = {(z,y,2) € R® | 22 + 9% =1, |2| < 1} i F la restricci6 a M de la funcié de R? definida
per F(x,y,z) - (1’2 - y2,2xy,z).

(a) Proveu que els camps vectorials de R*: X = 9/02 i Y = —yd/0x + 2 0/0y restringeixen a
camps tangents a M.
(b) Estan X i Y F-relacionats amb ells mateixos?
5. Un camp vectorial en R™ es diu lineal si és de la forma x — (x, Az), per a certa matriu A. Denotem
aquest camp per As. Proveu que [Aa, Ag] = A[p, 4], on [A, B] = AB — BA designa el commutador

de les matrius A i B. (En altres paraules, ’aplicacié A — A4 és un antihomomorfisme d’algebres
de Lie).

6. Sigui f el difeomorfisme de R? definit per f(z,y) = (—y,x). Sigui X = ud/0x + v 3 /dy un camp
vectorial en R2. Se suposa que X és invariant per f, és a dir, que f.(X) = X.

(a) Proveu que la condicié de ser X f-invariant equival a u(—z,—y) = —u(z,y) i v(z,y) =
—u(—y,x).

(b) Que es pot dir dels punts critics de X?

(¢) Determineu X suposant que és lineal.

(d) Doneu un exemple de X que no sigui lineal.
7. Considereu els camps de R?: X1 = (z +y) 9/0x — 8/0y, X2 = (y*> +1)0/0x + 29/ dy.
(a) Proveu que generen el C*(R?)-modul X(R?).
(b) Expresseu el camp Z = (22 + y?) 9/0z + (2? — y*) 8/dy com a combinacié lineal de X7 i Xo.
(¢) Calculeu [X1, Xa].
8. Considereu el camp vectorial X = —yd/0z + 2 0/0y € X(R?).

(a) Proveu que X restringeix a un camp vectorial X € X(S1). Proveu que Xy no s’anulla enlloc
i que, per tant, S; és una varietat parallelitzable.

(b) Trobeu la relacié entre el camp vectorial Xy i el camp vectorial 9/98 corresponent a les cartes
locals de Sy introduides al Problema 2 del Tema 3.

9. Siguin w = xdy — ydz € Q'(R?), i wp el seu pull-back a S;.

(a) Proveu que wg no s’anulla enlloc i és invariant per qualsevol gir.
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10.

11.

12.

13.

14.

UPC/FME — Varietats Diferenciables. Problemes — tardor 2016

(b) Existeix algun camp X € X(R?) tal que (w, X) = 1?
(c) Existeix algun camp Xy € X(S;) tal que (wp, X) =17
(d) Sigui f:R — S; donada per f(t) = (cost,sint). Calculeu f*(wp).

Camps invariants en un grup de Lie

Sigui G un grup de Lie. Un camp Y en G es diu invariant per l’esquerra quan, per a tot g € G,
Y és invariant per la translacié per l'esquerra Ly, és a dir, Y estd Lg-relacionat amb ell mateix,
T(Ly)oY =Y oL,

(a) Fixem un vector tangent en el neutre, u € To(G). Proveu que l'aplicacié
X G — T(G)
g +—> To(Ly)-u
defineix un camp vectorial C*°.
(b) Proveu que el camp vectorial X, és invariant per ’esquerra.

(¢) Deduiu-ne que tot grup de Lie és parallelitzable.

L’algebra de Lie d’un grup de Lie
Siguin G un grup de Lie, T.(G) l'espai tangent al neutre i X1, (G) el conjunt de camps vectorials
invariants per I’esquerra.

(a) Proveu que l'aplicacié X1(G) — T.(G) definida per X — X(e) és un isomorfisme d’espais

vectorials.

(b) Proveu que els camps invariants per I'esquerra constitueixen una subalgebra de Lie de X(G).
L’isomorfisme donat per I'apartat (a) permet transportar I'estructura d’algebra de Lie dels camps
invariants als vectors tangents en el neutre. Es diu que X1(G), o T.(G), és 'dlgebra de Lie de G, i
es denota sovint per g.

L’algebra de Lie del grup lineal

El grup lineal GL(m,R) és un obert de I’espai vectorial M,,(R). Per tant la seva algebra de Lie
gl(m, R) s’identifica amb 'espai vectorial T;(GL(m,R)) = M,,,(R).

Donat u € M,,,(R), sigui X, el camp invariant per l'esquerra definit per u (problema 16).

() Proven que X,(g) = (g. gu).
(b) Proveu que [Xy, X,] = X[y,). (En altres termes, es pot identificar gl(m,R) amb l'algebra de
Lie M,,(R).)

Sigui F: M — N una aplicacié de classe C?.

(a) Donades cartes de M i N, calculeu la matriu de Iaplicacié tangent T, (TF), on u, € TM,
en les bases de vectors tangents coordenats associades a les cartes naturals corresponents de
TM iTN.

(b) Proveu que si F' és una immersié (o submersié, o difeomorfisme local), aleshores TF' també ho
és
Sigui M una varietat diferenciable.
(a) Si a € QY(M), sigui a: TM — R la funcié definida per &(u,) = a,(u,). Trobeu l'expressié

local de & en una carta natural de TM a partir de 'expressié local de a. Proveu que a és de
classe C™°.

(b) Si h € C*(M), es defineix nT e C>(TM) per hT = dh. Trobeu l'expressi6 local de h'T.

(c) Doneu un exemple de funcié f: TR? — R, de classe C™, que sigui lineal en les velocitats pero
que no sigui del tipus nT.

(d) Sigui Y € X(TM) tal que, per a tota funcié h € C*° (M), LyhT = 0. Proveu que Y = 0.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

Problemes addicionals

Sigui M una varietat, amb fibrat tangent TM. Proveu que m: TM — M és una submersio i que
cada espai tangent T, (M) és una subvarietat de TM.

Proveu que el fragment de con C' = {(z,y,2) € R | 2%2+y? = 22, 2z > 0} és una varietat diferenciable
parallelitzable, i doneu-ne una base global de camps vectorials.

Siguin M una varietat i X,Y € X(M). Proveu que, com a operador diferencial, en general
XY ¢ X(M).

Donats una varietat M i X € X(M), justifiqueu si és cert o fals que:
(a) SiU ésunobert de M i X, =0entot p € U, aleshores [X,Y], = 0, per a qualssevol Y € X (1)
ipel.

(b) Siy:I — M ésun camii X, = 0 per atott € I, aleshores [X,Y],) = 0 per atot Y € X(M)
itel

(c) SiY e X(M),pe MiX,=Y,=0, aleshores [X,Y], =0.

Sigui M = R? — {(0,0)}. Proveu que una forma diferencial o € Q' (M) és el pull-back d’una forma
de Q(S;) respecte de la projeccié

T M — S
p — p/lpll

si i només si és del tipus o = f(x,y) (a? dy — yda:) on f és una funcié homogenia de grau —2.

Proveu que una forma diferencial w € Q'(S,) que sigui invariant per tota rotacié de I’espai R?® ha
de ser nulla.
L’algebra de Lie de Ss

Considereu el grup de Lie dels quaternions # 0, H* = H — {0}. Identifiquem T(H*) = H* x H, de
manera que donar un vector tangent en el neutre és donar un element de H.

Siguin Xy, ..., X3 els camps invariants de H* obtinguts a partir dels vectors tangents u = (1,0, 0, 0),
..., (0,0,0,1) e H= T(1,O)(H*)-

(a) Calculeu Xo, ..., Xs.

(b) Calculeu els paréntesis de Lie d’aquests camps.

(¢) Esrecorda que S3 C H* és un grup de Lie. Proveu que els camps X; (i = 1,2, 3) defineixen una
base de camps invariants X! per al grup de Lie S3. Quins sén els paréntesis de Lie d’aquests
camps?

Proveu que tota esfera de dimensié imparella té un camp vectorial C> que no s’anulla enlloc.

La hessiana d’una funcio en un punt critic.
Sigui M una varietat diferenciable de dimensié m, f: M — R una funcié de classe C2. Es diu que
un punt p € M és critic de f si df(p) = 0.

(a) Sigui p € M un punt critic de f. Considereu aplicaci6

H,f: X(M)xX(M) — R
(X,Y) = (X (Y- ) ().

Proveu que H, f(¢X,Y) = g(p) H, f(X,Y) per a tota funcié g, i que és simetrica.
Deduiu-ne que
Hyf: T,(M)x Tp,(M) — R
(up,vp) — H,f(X,Y),

on X(p) = up, Y(p) = v, estd ben definida i és una forma bilineal simétrica. S’anomena
hessiana de f en el punt critic p.
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(b)
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Donada una carta (U, ) de M al voltant de p, proveu que la matriu de H, f en la base de
T, M definida per la carta coincideix amb la matriu hessiana de I'expressi6 local de f respecte
a la carta en el punt ¢(p).

Un punt critic p de f es diu no-degenerat si H, f és no-degenerada. Proveu que els punts critics
no-degenerats sén aillats (dins el conjunt de punts critics).

Una funcio de Morse és una funcié tal que tots els seus punts critics sén no-degenerats. Proveu
que si M és compacta i f és una funcié de Morse llavors f té un nombre finit de punts critics.

Considerant S; C R3, proveu que la “funcié alcada” z és una funcié de Morse.

S’anomena index de Morse d’una funcié f en un punt critic p la maxima dimensié d’un subespai
de T, M sobre el qual la hessiana és definida negativa (o sigui, el nombre de coeficients < 0 en
tota reducci6 de la hessiana a la forma diagonal).

Suposem M compacta, i f una funcié de Morse. Sigui ¢ el nombre de punts critics de f amb

index de Morse k,ix =c¢o—c1+c2 — ...+ (—=1)™¢y,. Calculeu x per a la funcié de 'apartat
anterior.

Indicacions i respostes

1.

3. a) (-

10.
12.
14.

18.
19.

20.
21.

22.

(a) Podeu suposar que N ve definida localment per F~'(0), on F és una submersié. Llavors TF és també
una submersié i TN n’és una fibra apropiada.

Avy — Bvg) 0/0v1 + (Bvr — Avz) 0/0va. b) Als pols, X s’anulla. ¢) A.

b) X si, Y no.

b) Z =
c)

ylradry?—a?—ay?ray? | 2PoylielryPraly—ay?
2 +y?+ay+1 1 22 +y2tay+1 2

(X1, X2] = —(z+y° + 2y +1)0/0z + (x + y)0/y.

(b) N

o. (c) Si. (d) f*(wo) = dt.

a) Primer veieu que és un camp sobre un obert coordenat i després feu servir que les translacions sén
difeomorfismes.

¢) Considereu una base (u;) de T¢(G) i construiu amb ella una base de camps invariants.

b) Observeu que X, és un camp lineal.

¢) Proveu que D'expressié local de Y en qualsevol carta natural té coordenades nulles si satisfa aquesta
condicié.

b) Es fals, a) i ¢) sén certs.

Feu servir els resultats del problema 8 i treballeu amb la composicié de m amb la injeccié canonica de Si
dins M.

Donat p, sigui g el seu antipodal. Trobeu dos girs que enviin p a g; perd X, a dos vectors diferents.

a)

Xo 2°0/02° + 219 /0x + 220 /0x* + 2°0 /02>
X1 —210/02° + 2°0 /02" + 220 /0x* — 220 /0x®
Xy = —2%0/02° —2%0/0x' +2°0/02* + 10 /03
X; = —2%9/9x° +2%0/02" — 210 /0x* 4 2°0/02*

b) [Xo, Xi] =0, [X:, X;] = 2X, on (4, j, k) és una permutacié ciclica de (1,2, 3).

Mireu els camps invariants de 'esfera S3 (problema 21).
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Equacions diferencials i fluxos

Problemes basics

1.

Siguin el camp vectorial X = (z — 2yz) 9/0x + (y + 2x2) 80y + 22 0/0z € X(R3), el paraboloide S
d’equacié x? + y? = z i la parametritzacié local u de S donada per laplicacié p: U = ]0, +oo[ x
10,27[ — S definida per p(u,v) = (ucosv,usinv, u?). Proveu que X és tangent a S i trobeu el flux
de X € X(S), primer sobre l'obert u(U) C S i després als altres punts de S.

Donats p € M, X € X(M) i w € QY (M), sigui o: I — M la corba integral de X per p. Proveu que
0*(w) = ((w-X)oo)dt.

Siguin M =SL(2,R) i
® :RxM —

(tA) ( ;

S

)4

(a) Proveu que ® esta ben definida i és un grup uniparametric.
(b) Trobeu 'orbita que passa per la identitat, i el seu vector tangent en aquest punt.
(c) Determineu el generador infinitesimal de ®.

Siguin X = y0/0x, Y = (2%/2) 9/0y camps de R2. Proveu que sén complets, perd que [X,Y] i
X +Y no ho sén pas.

Sigui X un camp vectorial de classe C' en M. Per a cada p € M, posem I, = Ja(p),b(p)[ per a
I'interval maximal de definicié de la corba integral o, de X per p. Proveu les afirmacions segiients.
(a) Si X té suport compacte, aleshores és complet.
(b) Si I, és un interval fitat, aleshores la imatge 0, (I,) és un subconjunt tancat de M.
(c) Si existeix un interval |—e, e[ contingut en tots els intervals I,,, llavors X és complet.
Trobeu una carta local de R? que redreci el camp vectorial X = —y8/0z + x9/0y € X(R?) al
voltant del punt (1,0).
Subgrups uniparametrics d’un grup de Lie.
Siguin G un grup de Lie i X un camp vectorial invariant per ’esquerra. Sigui  la corba integral
maximal de X tal que v(0) = e.
(a) Proveu que £(t) = xy(t) és una corba integral de X per a qualsevol x € G.

(b) Proveu que + esta definida en tot R. (Basta veure que si 7 esta definida en ¢; i to, també esta
definida en t; + to; a tal fi considereu el cami F(t) = y(t1)y(t — t1).)

Conclogueu que X és complet.

(¢) Proveu que v: R — G és un morfisme de grups de Lie.

Es diu que 7 és un subgrup uniparamétric, i que X (e) € T.(G) = g és el seu generador infinitesimal.
Cal observar que la imatge v(R) C G pot no ser una subvarietat regular.

Siguin U = Sy — {(0,0,1)} i »: U — R? la projeccié estereografica.

(a) Sify € |—7/2,7/2[, comproveu que una parametritzacié per arc del parallel de latitud 6y és

(t) 1 1+ sin 00 o t+ t() 1+ sin 90 . t+ to
at) = \/ S \/ sin
¢ 1 —sin 6y cosfy /) V1 —sinb cos g ’

on ty és una constant i ¢ € R.

(b) Sigui X el camp que en cada punt de U —{(0,0,—1)} és tangent al parallel, parametritzat per
larc, que passa per aquell punt. Sip = (1,0,0), doneu un nou atles de Sy en un veinat de p
que rectifiqui X a un camp coordenat.
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Problemes addicionals

9. Trobeu un grup uniparametric que actui sobre Se de manera que tingui, exactament, dues orbites
que es redueixen a un punt i una altra que és una circumferencia.

10. Tot camp de Sy té un punt critic.

(a) Justifiqueu que n’hi ha prou amb demostrar que no existeix cap camp de norma 1 (norma
euclidiana de R3) sobre Ss.

(b) Suposeu que existis un X € X(Sz) unitari. Proveu que l'aplicacié definida per Gi(p) =
p + tX(p) dbéna, per a t prou petita, una bijeccié entre So i 'esfera de centre l'origen i radi
V142

(¢) Sigui S, lesfera de centre lorigen i radi r, on r € ]1 —¢,1 + €[, per a algun & prou petit.
Definim un camp X € X(S,) fent que, per a ¢ € S, X(q) = |lq/| X (¢/|gl])-

Empreu X per a estendre Iaplicacié Gy a tot Panell esferic A = {g € R3 | ||¢|| € ]1 —¢,1+¢[}
i doneu una férmula que relacioni el volum de A amb el de la seva imatge G¢(A).
(d) Proveu que el jacobia de Gy en un punt ¢ € A és un polinomi en ¢ de grau 3. Deduiu que

el volum de G{(A) s’expressa també com a polinomi en ¢ de grau 3 i comproveu que aixo
contradiu el resultat de ’apartat c), cosa que conclou, per reducci6 a 'absurd, la demostracio.

11. Una orbita densa en el tor.

Considereu el tor com a la varietat quocient R?/Z?, és a dir, el quocient per la relacié (z1,y1) ~
(2,92) &= w1 — 13 € Z iy —ys € Z. Sigui el camp constant X = (1,m) € X(R?), on m € R.

(a) Proveu que X es projecta a un camp X del tor i que aquest camp és complet.

(b) Sim =a/b, on a,b € Z s6én primers entre s{ i a > b, proveu que la corba integral de X és un
lla¢ tancat que déna a voltes al tor en el sentit dels meridians i b voltes en el dels parallels.

(¢c) Si m ¢ Q, proveu que la corba integral de X no és tancada. Proveu també que és una
subvarietat immersa del tor.

(d) Proveu que la corba de Papartat c¢) és densa al tor.
(Primer comproveu que és suficient veure que les rectes antiimatge de la corba dins R? tallen
leix {y = 0} en un subconjunt dens. Després proveu que aixd equival a veure que (Ve >
0)(Fe,d € Z)|c—md| < e. Justifiqueu que aixo es pot deduir del segiient resultat d’aproximacié
d’irracionals per racionals: donat m irracional, existeixen successions (c;)jen, (d;)jen de
nombres enters tals que d; > j — 21 |m — (¢;)/(d;)| > 1/(d;)?, per a tota j > 2.)

12. Interpretacio geométrica del paréntesi de Lie.

Siguin X,Y € X(M). Anomenarem F', G els fluxos respectius. Fixat un punt p € M, per a € prou
petita definim Paplicacié c:]|—e,e[ — M per c(t) = GTHF~Y(G'(F*(p)))). Proveu que ¢(0) = p,
d(0)=01c"(0) =2[X,Y],.

Observacid: es pot reparametritzar el cami ¢ posant y(t) = c(v/t). Aleshores v'(0) = [X,Y],.

13. Equacions diferencials de segon ordre en una varietat.

Sigui M una varietat diferenciable, i Y un camp vectorial de classe C! en la varietat TM. Si ()
sén coordenades de M sobre un obert, i denotem per (z',u") les coordenades naturals induides

e +gi?, on f!, g* sén funcions
Tt u*
definides en un obert de T(M). Proveu que les condicions segilients sén equivalents:

(a) fi(z,u) =u".

(b) T(rp) oY = IdT(M)'

sobre la varietat TM, llavors Y s’expressa localment com a f*

(¢) Sin:I — T(M) és qualsevol corba integral de Y, llavors = 4, on v = 7a7 o n és la seva
projeccid a la base M.

Es diu que Y satisfa la condicid de segon ordre si satisfa qualsevol d’aquestes condicions equivalents.
Justifiqueu aquesta denominacié.
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Indicacions i respostes
1. El flux és T(t, (x0, Yo, 23 + yg)) = (ket cos (erzt + h) , ke'sin (kzem + h) ,k262t),
k= +/x2 +yZ, h = arctan(yo/x0) — x5 — ya.

1 ¢

3. b) L'orbita és o(t) = ( 0 1 ), amb vector tangent o’ (0) = ( g (1) )

c)X(A):(S é)A.

4. [X,Y] = (—2?/2) 8/0z + (zy) 0/y, i la corba integral per (z¢,yo) només esta definida dins |—oo, —2/zo[ si
o < 01 dins |—2/x0,+0o0[ si o > 0. Per provar que X + Y no és complet, només cal mostrar una solucié
que no estigui definida en tot R. Per fer-ho, cerqueu una solucié de I’equacié de segon ordre 2’ = x2/2 de
la forma z(t) = at*.

12. Per la resposta dels problemes 10, 11, 12, consulteu la bibliografia.



6 Camps tensorials

Problemes basics
1. Siguin M una varietat diferenciable.

(a) Proveu que es pot establir una correspondeéncia bijectiva entre T(M) i el conjunt de les
aplicacions C*°(M)-lineals de X(M) en X(M).

(b) Proveu que, analogament, per a tot r podem identificar T:(M) amb el conjunt de les aplicacions
C>(M)-r-lineals X(M) x --- x X(M) — X(M).

(¢) Es un camp tensorial (1,2) Poperador L: X(M) x X(M) — X(M) que envia (X,Y) a [X,Y]?

[\

. Sigui M un tor a R?, amb la carta ¢! (u,v) = ((R + rcosu) cosv, (R + rcosu) sinv,rsinu), on
u,v € ]0,27[, i R > r > 0 son constants. Calculeu el pull-back de la métrica euclidiana de R® a M
en aquesta carta.

3. (a) Donades les 1-formes de R® a = xdzx — ydy, 8 = zdz + xdz i v = zdy, calculeu a A §,
aA BNy, da, dS 1 dy.
(b) Donades ay,...,as, 1-formes d’una varietat, definim ag = 21 A g + aa A g —3az Aay i
ar = —a1 ANag Aag + 201 Aas A ay. Caleuleu ag A ar.
4. (a) Doneu un exemple d’una forma w tal que w A w # 0.
(b) Si w és una forma de grau parell, proveu que la forma w A dw és exacta. Doneu un exemple en
que w A dw # 0.
5. Siw=drAdy € Q2(R?) i F:R? — R? ve donada per F(x,y) = (x cosy, z siny), calculeu F*(w).
6. Dins M = R3 — {(0,0,0)} sigui w = (22 + 9% + 22)73/2 (xdy Adz + ydz Adx + zda A dy).

(a) Proveu que w és tancada.

(b) Donats p € M, u,v € Tp(M), proveu que w(p; u,v) = (@ x T | p)/||p]|®>. (El simbol ~ indica
que ho considerem com a vector de R3.)

(c) Siguin S, l'esfera de centre I'origen i radir, p € S,, u,v € T,(S,) tals que {@, ¥, p} és una base
ortogonal i positivament orientada de R? i ||if]| = ||#/]| = 1. Proveu que w(p; u,v) = 1/r2.

(d) Siguin C un con de R?® amb vertex a lorigen, p € C, p # (0,0,0), u,v € T,(C). Proveu que
w(p; u,v) = 0.
7. AM =R?-{(0,0)}, proveu que la 1-forma w = (zdy —y dz)/(z? +y?) és tancada, perd no exacta.

8. Siguin M una varietat diferenciable de dimensié n i Xi,...,X,, € X(M) linealment independents
en cada punt de M.
(a) Proveu que existeixen unes tniques 1-formes 0% tals que 0%(X;) = 6.
(b) Posem [X;, X;] = cijk. Proveu que les 1-formes #',...,0" definides a l’apartat anterior

verifiquen: df* = —(1/2) c}; 0% A 69.

9. Calculeu iy dw,on X =y 08/0x—20/0y+0/0ziw = ydz—(1/2) (x2+y*)dz sén un camp vectorial
i una 1-forma de R3.

10. (a) Siguin M una varietat, X € X(M)iw € QF(M) una forma tancada. Proveu que w és invariant
per X siinomés siixw és tancada.
(b) Siara M = R?iw = dx Ady A dz, doneu una condicié sobre la divergencia de Y € X(R3?) per
tal que w sigui invariant per Y.
11. Les formes canoniques del fibrat cotangent
Sigui N una varietat diferenciable, M = T*(N) el seu fibrat cotangent.
Es defineix una 1-forma 6 sobre la varietat M de la manera segiient: donat p € M i w, € T, (M),
<0(p)7 wp> = <pa Tp(ﬂ-N) ! wp>a
on mn:T*(N) — N és la projeccié canonica.
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(a) Comproveu que la definicié té sentit, calculeu I'expressié de € en coordenades naturals (z¢, p;)
i conclogueu que és de classe C™.

(b) Es defineix tot seguit en M una 2-forma exacta w := —d#; calculeu-ne la seva expressié local.

12. Varietats pseudo-riemannianes i camps de Killing.

Una métrica en una varietat M és un camp tensorial g € To(M) que indueix en cada Tp(M) una
forma bilineal simetrica no-degenerada. Una varietat equipada d’una metrica s’anomena pseudo-
riemannianag; si la metrica és definida positiva es diu riemanniana. Un difeomorfisme f entre
varietats pseudo-riemannianes (M, g), (N, h) es diu isometria si f*(h) = g.

Si (M, g) és una varietat pseudo-riemanniana, un camp X € X(M) es diu isometria infinitesimal o
camp de Killing quan Lxg = 0. Denotarem per i(M) el conjunt dels camps de Killing de M.

(a) Proveu que X,Y € i(M) = [X,Y] € i(M) (o sigui, i(M) és una algebra de Lie).

(b) Proveu que X és un camp de Killing sii el seu flux és format per isometries.

(c) En R?, amb la metrica euclidiana, proveu que i(R?) té dimensié 3 i admet com a generadors:

0/0x, 0/0y 1 —yd/dx + xd/dy.
(d) Calculeu el flux d’'un X € i(R?) arbitrari i interpreteu-lo en termes de moviments de R2.

(e) En R? es considera la metrica (pseudo-riemanniana) de Lorentz, g;, = dz ® dz — ¢? dt @ dt.
Trobeu i(R2, gr) i comproveu que els seus fluxos es corresponen amb el grup de Lorentz.

Problemes addicionals

13. A R” definim 'operador C*(R")-lineal *: Q¥ (R") — Q" *F(R") d’aquesta manera: sii; < ... < i,
# (dat AL AdE) =g (in, iy kg i) dBEPIALADE, oDy < L <ldpsic (i1, ..., in)
és el signe d’aquesta permutacié de {1,...,n}.
(a) Proveu que, per a tota k-forma w, *(x(w)) = (=1)¥("=F)
(b) Preneu n = 3: proveu que x(dz) = dy A dz, *(dy) = dz Adz 1 x(dz) = da A dy.

(c) Si f € C™(R3), proveu que els components de df (en la base {dz, dy,dz}) coincideixen amb
els del camp grad f (en la base dual).

(d) Siw = fidz+ fody+ f3dz € QY(R?), proveu que els components de *(dw) coincideixen amb
els de rot F, on F és el camp vectorial R® — R? tal que F' = (f1, fa, f3)-

(e) Siw i F sén com a l'apartat anterior, proveu que ((x)™*odox) (w) =div F.
14. Sigui F:R? — R? donada per F(z,y) = (ve¥ +y,ze¥ —y).

(a) Proveu que F és un difeomorfisme.
(b) Calculeu F* i F, de w = dz Ady, de 8/0x i de 9/0y.
(¢) Sip=(0,1),q = F(p), calculeu (Fiw) (F0/0z, F.0/0y) (q) i (F*w) (F*0/0x, F*d/dy) (p).
15. Sigui S, l'esfera de R* centrada a l'origen i de radi r > 0.
(a) Proveu que X = —y9/0z +20/0y —t0/0z + 20/0t € X(R?) restringeix a un camp de S,
sigui quina sigui r.

(b) Siguin i: S, — R* la injeccié canonica i w = i*(—ydx + xdy — tdz + zdt) € Q1(S,). Proveu
que wy, # 0 en tot p € S,.

(c) Sigui F:R* — R* I'aplicaci6 lineal que, en la base canonica, té matriu

cosa —sina 0 0

sina  cosa 0 0
0 0 cosB —sing |’
0 0 sinfg  cosf

on « i 8 sén dues constants. Si G és la restriccié de F' a S,., proveu que la imatge de G esta
dins S, i que G és un difeomorfisme.

(d) Siguin X,w i G com als apartats anteriors. Proveu que X, w i dw sén invariants per G.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
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(e) Definim G, (z,y, z,t) = (ra,ry,rz,rt). La seva restriccié a Sy és un difeomorfisme de S; sobre
Sy (no cal provar-ho). Qui és (G,). (X)?

Sigui F: M — N un difeomorfisme entre varietats. Donat Y € X(NV), definim l'operador Dy de
T(N) en T(N) a partir de la formula: Dy (T) = F, (Lp+yy F*(T)).

(a) Proveu que Dy és una derivacié en N.

(b) Proveu que coincideix amb la derivada de Lie Ly

Subvarietats de varietats riemannianes.

Sigui (V,h) una varietat riemanniana. Si M C N és una subvarietat i denotem per j la inclusio,
proveu que g = j*(h) és una metrica riemanniana en M. Que succeeix si la metrica h és pseudo-
riemanniana?

Camps de Killing de Ss.

Es considera Sp amb la meétrica riemanniana induida per R3. Trobeu i(Sz) de dues maneres
diferents: parametritzant S, amb coordenades esferiques o bé cercant primer i(R?) i emprant el
fet segiient: si M és una varietat pseudo-riemanniana de dimensié m, llavors i(M) té dimensié <
m(m+1)/2 (podeu veure’n la demostracié dins Kobayashi & Nomizu, Foundations of Differential
Geometry, Vol 1).

Formes simpléctiques, 1.

Sigui w una 2-forma en una varietat M. Es diu que w és no-degenerada si la forma bilineal alternada
w(p) de Tp(M) és no-degenerada en cada punt (per tant M és de dimensié m parella). Denotem
per &: T(M) — T*(M) T'aplicacié @(up) = iy,w.

(a) Proveu que w és no-degenerada sii @ és un difeomorfisme.

(b) Si w és no-degenerada, proveu que localment es pot escriure w|y = 01 A 02 + ...+ 0"~ A O™,
on les 6 sén 1-formes linealment independents en cada punt d’un obert U.

(¢) Deduiu-ne que si existeix una 2-forma no-degenerada en M llavors existeix una m-forma 2
enlloc nulla (és a dir, M és orientable).

Formes simpléctiques, 11.

Una 2-forma diferencial w en una varietat es diu simpléectica si és tancada i no-degenerada. Sigui
(M,w) una varietat simpléctica de dimensié 2n. Un sistema de coordenades (x%,y;) (1 < i < n)
es diu canonic si localment w s’escriu w|y = da® A dy;. El teorema de Darbouz afirma que tals
coordenades existeixen sempre (vegeu, per exemple, Libermann & Marle, Symplectic Geometry
and Analytical Mechanics, o Abraham & Marsden, Foundations of Mechanics).

(a) Construiu una forma simpléctica w en R* tal que les coordenades naturals siguin canoniques,
i calculeu 'expressi6 de @.

b) Proveu que, si N és una varietat, el seu fibrat cotangent M = T*(N) esta canonicament dotat
g
d’una estructura simplectica, per a la qual les coordenades naturals sén canoniques.

Camps hamiltonians.

En una varietat simpléctica (M,w), un camp vectorial X es diu hamiltonia si ixw = dh per a
alguna funcié h € C*°(M), i es diu localment hamiltonia si tot punt té un veinat obert sobre el qual
X és hamiltonia. Obviament, tot camp hamiltonia és localment hamiltonia.

(a) Vegeu que X és localment hamiltonia sii ixw és una forma tancada.
(b
(¢
(d) En R* amb la forma simplectica dz A dy + dz A dt, digueu si sén hamiltonians, localment
hamiltonians o no res els camps segiients: X = 0/0x+9/0y+0/0z+0/0t, Y = e* Y (9/0x +
9/0y) +e* 7t (0/0z+ 0/0t), i Z = xd/dx + yd/dy + 20/Dz + td/t.

Proveu que X és localment hamiltonia sii w és invariant per X (Lxw = 0).

Proveu que si X, Y sén localment hamiltonians, llavors [X, Y] és hamiltonia.

)
)
)
)
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22.

23.

Paréntesi de Poisson.

Sigui (M,w) una varietat simpléctica. Com que w és no-degenerada, donada una funcié f hi ha un
tinic camp Xy tal que ix,w = df. Aquest camp és X; = W=l odf. Donades f,g € C(M), llur
paréntesi de Poisson és la funcié {f, g} := w(Xy, X,).

a) Comproveu que {f,g} =X, - f=—-X;-g.

) Proveu que {fg,h} ={f,h}g+ f{g,h} i {f,gh} = {f, g}h+ g{f, h}.
(c) Proveu que Xyf g = —[Xy, Xg].
(d)

)

Proveu que {f,{g,h}} + {g,{h, f}} + {h.{f. g} } = 0 (identitat de Jacobi).

Dels dos apartats anteriors es conclou que C*°(M), amb el producte donat pel paréntesi de
Poisson, és una algebra de Lie, i que l'aplicacié C*(M) — X(M) donada per f +— Xy és un
antihomomorfisme d’algebres de Lie. Trobeu el nucli i la imatge d’aquesta aplicacio.

(f) En (R*, dz A dy + dz A dt), si f(x,y,2,t) = zcosf — zsinb i g(x,y, 2,t) = ycosf — tsinb,
calculeu {f, g}.

(g) Calculeu I'expressié del paréntesi de Poisson en coordenades canoniques (x?,y;).

Sistemes dinamics hamiltonians.

Un sistema dinamic hamiltonia és una terna (M, w, H) donada per una varietat simpléctica i una
funci6 H € C°°(M), anomenada hamiltoniana del sistema. Sigui Xy el camp hamiltonia definit
per H. L’equacié diferencial en M associada al camp Xy s’anomena equacid de Hamilton.

(a) Si~y és una solucié de 'equacié de Hamilton i f és una funcié qualsevol, proveu que d(fov)/dt =
{f, H}on.

(b) Expresseu ’equacié de Hamilton en coordenades canoniques.

(¢) S’anomena constant del moviment una funcié que és constant al llarg de les solucions de
lequacié de Hamilton. Proveu que f és una constant del moviment sii {f, H} = 0, i que en

particular H és una constant del moviment. Proveu també que les constants del moviment
formen una subalgebra de Lie de 'algebra de Lie C*°(M).

(d) En la varietat T*(R?) amb la forma simpléctica canonica, escriviu I'equacié de Hamilton de
la funcié hamiltoniana H(q, p) = ||p||*/2m + V(q).

Indicacions i respostes

2.

© % o e

10.
11.
12.

14.

15.
18.

g=r*du®du+ (R+rcosu)?dv® dv.

a) aAf =yzdrAdy+2®deAdz —zydyAdz; aABAY = —2?2dzAdyAdz da=dB =0, dy = —dyAdz.
b) ag Nar =3 a1 Aas Aas A ag A\ as.

Per a a), podeu trobar exemples simples dins Q*(R?); per a b), dins Q?(R?).

F*(w) = xdx Ady.

b) Apliqueu dwy a la base {X1,..., Xn}.

ix dw = 0.

b) La divergencia ha de ser 0.

0 = pidz?, w = dz’ A dp;.

b) S’obtenen els girs, les translacions i llurs composicions.

¢) i(R? g1) = {\y+p)0/0x+ (()\/62) m—i—u) 0/0y | A, v € R}. Elflux és 0(4,,y)(s) = ((mo—a) cosh(ys)+
¢ (yo—pB) sinh(ys)+a, (1/X)(zo — ) sinh(ys) + (yo — 5) cosh(’ys)—i—ﬁ), ona=—-vel/\ B=—pu/Xiy=Nec.
b) Si (x,y) i (Z,7) sén coordenades p i ¢, respectivament:

Fo(w) = —(1/2) e @=9/24z A dy; F*(w) = —2¢¥ dz A dy;

F(8/0x) = 9/ (003 + 0/07); Fo(0/9y) = (1+ (3 +5)/2) 0/07 + (~1+ (3 +15)/2) 0/05;
F*(8/9z) = (1/2) ((e*y —2)0/0x + 8/6y); F*(8/87) = (1/2) ((e*y +1)8/0z — a/ay).

c¢) Totes dues donen 1.

e) El propi X, considerat com a camp de S,.

Llurs fluxos sén la restriccié a So dels girs de R* d’eix una recta que passa per ’origen. En esferiques, i(Sz)
esta generada per {z,,sinvz, — cosv tanu x,, cos vz, + sinv tanux, }.
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. b) Procediu per induccié: preneu coordenades i cerqueu una forma wi = w —a A 3, on «, 8 s’obtenen de w
per substitucié respecte de camps adequats, tal que a w; hi intervenen només termes da* Adx’ amb i, j > 2.
c) Preneu wA /2 Aw.

. a) Preneu w = dz A dy + dz A dt; aleshores, en les bases canoniques, @ té matriu

0O -1 0 O
1 0 0 O
0o 0 0 -1
o 0 1 0



Connexions

1. Siguin V' connexions en una varietat M, i )\; funcions reals C™ en M. En quines condicions és
>, AV una connexié?

ij
els respectius simbols de Christoffel. Calculeu la transformacié dels simbols de Christoffel a partir
de la transformacié de les coordenades.

2. Siguin (z%), (%) dos sistemes de coordenades en una varietat M amb connexié V. Siguin T'¥;, T 8

3. Sigui T el camp tensorial (1,1) en una varietat M definit per la identitat, T'(X) = X (X € X(M)).
Proveu que, per a tota connexié V i tot camp vectorial X, es té VxT = 0.
4. La diferencial covariant

Sigui M una varietat amb connexié V. Donat un camp tensorial T' € 7 (M), es defineix un camp
tensorial VT € T, (M) per:

(VT) (X0, X1,..., Xs,wh, ..o, w") = (Vx, T)( X1, ..., Xs, w0y w7).
Proveu que efectivament VT és un camp tensorial. S’anomena diferencial covariant de T.

5. Sigui M una varietat amb connexié V i torsié T. Si X, Y sén camps vectorials i w una 1-forma
diferencial, proveu que w(T(X,Y)) = dw(X,Y) + (Vyw)(X) — (Vxw)(Y).

6. Sigui M una varietat amb una connexié V. Sigui X un camp vectorial en M, i o la seva corba
integral tal que o(0) = p. Denotem per 74: T,(M) — Ty ;) (M) el transport parallel al llarg de o.
Proveu que, si Y és un altre camp vectorial,

! (Y(e(®) =Y (p)
t

(Aixo0 significa que el transport parallel determina la derivada covariant.)
(Utilitzeu una base de camps parallels al llarg de o.)

(VxY)(p) = lim

7. En M = R? — {0}, siguin els camps vectorials X, Y definits per X (p) = p/||p|| i Y (p) = R- X (p), on
R és el gir d’angle 7/2 en sentit positiu. Trobeu la torsi6 de la connexié en qué X i Y sén parallels
(respecte a qualsevol direccid). Justifiqueu que aquesta connexié existeix i és unica.

(Empreu coordenades polars.)

8. Sigui M = GL(2,R). Proveu que hi ha una tnica connexié en M per a la qual els camps invariants
per 'esquerra sén parallels. Trobeu-ne la torsié.

9. Curvatura d’una connexid

Sigui V una conexid en una varietat M. Donats tres camps vectorials, se’'n defineix un altre per
R(X,Y)Z :=VxVyZ —-VyVxZ —Vxy|Z.

(a) Proveu que R(X,Y)Z és antisimetric en (X,Y’), i que R és un camp tensorial 1 cop contravari-
ant 1 3 cops covariant. S’anomena tensor de curvatura de V.

(b) Suposant que la torsié és nulla, proveu que R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0.
(Partint de T'(X, [Y, Z]), obteniu una expressié per a T(X, [Y, Z]) + Vx (T(Y, Z)); sumeu les permuta-
cions cicliques de les seves variables i useu la identitat de Jacobi.)

(¢) Obteniu Pexpressié local de R a partir de la de V.

10. Reparametritzacio de geodesiques.

Sigui M una varietat, V una connexié en M, i ~:I — M un cami. Sigui ¢:J — I, s = ¢(t), un
difeomorfisme.

(a) Si w:I — TM és un camp vectorial al llarg de ~y, proveu que Vi(w o @) = ((Vsw) o ) ¢'.
0
|

v(s)
(b) Escriviu la igualtat anterior per a w = 4.

(Expresseu w(s) = u'(s)

(¢) Sigui & =70 ¢ el cami ~ reparametritzat. Proveu que V, & = (Vo5 0 ¢) (¢')2 4 (Y0 @) ¢".
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(d) Conclogueu que si v és una geodesica llavors el cami reparametritzat £ satisfa una equacié del
tipus Vi€ = @&, on ¢: J — R és una funcié.

(e) En quines condicions és £ una geodesica?
(f) Reciprocament, si &:J — M és un cami tal que th = <I>f per a certa funcié @, proveu que

existeix un difeomorfisme ¢:.J — I tal que v = £ o ¢! és una geodesica.

11. En R?, amb la base canonica, considereu una connexié V amb els simbols de Christoffel segiients:
'ty =T3, =1,1iels altres Ffj =0.

(a) Trobeu la geodesica que passa per p = (2, 1) i hi té vector tangent (8/895 + 8/8y)p.
(b) Donats dos punts arbitraris, hi ha alguna geodesica C! a trossos que passi per tots dos?

(c) Pot ser V la connexié de Levi-Civita d’alguna metrica?

12. Connezions invariants en un grup de Lie.
Sigui G un grup de Lie amb algebra de Lie g. Una connexié V en G es diu invariant (per 'esquerra)
si, donats camps invariants X, Y en G, VxY és també invariant (per I'esquerra).
(a) Proveu que donar V invariant equival a donar una aplicacié bilineal 8: g x g — g.
(b) Que significa que S sigui alternada?

(¢) Proveu que existeix en G una tnica connexié invariant, amb torsi6é nulla, i tal que les corbes
integrals dels camps invariants siguin geodesiques.
(Calculeu I'expressié de VxY per a camps invariants.)

(d) Per a aquesta connexid, calculeu la curvatura R(X,Y)Z, on XY, Z sén camps invariants.

13. Tensor diferéncia de dues connexions.
Donades una varietat M i dues connexions V, V, es defineix D: X(M) x X(M) — X(M) per:
D(X,Y)=VxY - VxY.
(a) Proveu que D és un camp tensorial. S’anomena tensor diferéncia de Vi V. Per al que segueix,
sera 1til tenir present la descomposicié D = S 4+ A en part simetrica i part antisimetrica.
(b) Proveu que V i V tenen les mateixes geodesiques sii D és alternat (D(X, X) = 0).
(c) Proveu que V = V sii ambdues connexions tenen les mateixes geodeésiques i la mateixa torsié.

(d) Donada una connexié V i un camp tensorial 1-contravariant 2-covariant D, comproveu que

VxY =VxY + D(X,Y) defineix una connexié.

(e) Donada una connexié V qualsevol, proveu que hi ha una tnica connexié que té les mateixes
geodesiques que V, perd torsié nulla. (Preneu V=V — (1/2) T, on T és la torsié de V.)

Indicacions i respostes
7. T(X,Y)=Y/|pl

8. Si s’identifica GL(2,R) amb un obert de R* i es considera la base de camps {X1, ..., X4} on (Xj), =

(T[d Lg)(a/a$j)[d, S’Obté: T(X1, XQ) = —XQ, T(X1, Xg) = Xg, 71()(17 X4) = 0, ,T()(g7 X3) = X4 — X1,
T(Xa2, X4) = —Xa, T(X3, X4) = Xs.

) 20 = (65— e)/2, 6+1).

11. (a
(b) Si, tot punt es pot unir amb (0, 0) per una geodésica.

(c) No, el sistema que definiria els simbols de Christoffel a partir de la métrica no té solucié.



Varietats riemannianes

. Expresseu la metrica riemanniana de R2, i els corresponents simbols de Christoffel, en termes de
les coordenades:

(a) Polars: © = rcos¢, y = rsin¢.

(b) Paraboliques: = = (u? —v?)/2, y = uv.

. Expresseu la metrica riemanniana de R?, i els corresponents simbols de Christoffel, en termes de
les coordenades:

(a) Cilindriques: = = pcos¢, y = psing, z = z.

(b) Esferiques: x = rcos¢siné, y = rsin¢sinf, z = r cos 6.

) o ) . 5 .. dz? + dy?
. Considereu el semipla de Poincaré M = {(z,y) € R* [ y > 0}, amb la métrica g = —————.
Yy
b
Proveu que g és invariant per les transformacions = + iy = z — ZTer, amb ad — bc > 0. Calculeu
cz

els simbols de Christoffel de g.
. Sigui S C R3 D'esfera centrada a l'origen de radi R.

(a) A partir dels sfimbols de Christoffel de R? en coordenades esferiques (z = 7cos¢sinf, y =
rsingsind, z = rcos#), calculeu els simbols de Christoffel de I'esfera S descrita amb les
coordenades (0, ¢).

(b) Feu el mateix calcul a partir de la metrica riemanniana de S induida per la de R3.

(¢) Considereu el cami v(t) = (6p,t) en S que recorre un parallel. Calculeu I'expressié w(t) =

8 )
f(t)£ + h(t)% d’un camp parallel al llarg de ~.

. Considereu la metrica pseudoriemanniana definida per
g=A(r)dt®dt — B(r)dr @ dr — r*(df ® df + sin? 0 d¢ @ d¢),

1
i el cas particular de A(r) = k(r) =1— T—O, B(r) = ) (meétrica de Schwarzschild).
r k(T
(a) Calculeu-ne els simbols de Christoffel.
(b) Escriviu-ne 'equacié de les geodesiques.
. Siguin (M, g) i (M, g) dues varietats riemannianes. Un difeomorfisme F: M - M es diu conforme
quan F*(g) = fg, per a certa funcié f: M — RT. D’altra banda, si V, V sén les respectives

connexions de Levi-Civita, es diu que F' respecta les connexions si Fi, (VxY) = Ve xF.Y, per a
X,Y € X(M) qualssevol.

Proveu que, si F' és conforme, aleshores respecta les connexions sii f és localment constant.
(Empreu la férmula que defineix g(VxY, Z) a partir de la métrica g.)

. Sigui M una varietat amb una metrica riemanniana g. Donada una funcié o: M — R de classe C*,
es defineix la nova metrica § = e2?g. Denotem per V i V les respectives connexions de Levi-Civita.
Proveu que, si X i Y sén camps vectorials en M,

VxY —=VxY =X -0)Y +(Y 0)X —g(X,Y) grado.
(Empreu la férmula que defineix g(VxY, Z) a partir de la metrica g.)

. Estudieu si es pot aplicar el metode de Gram-Schmidt en una varietat riemanniana. I en una
varietat pseudoriemanniana?

. Siguin (M, ¢g) una varietat riemanniana connexa i V la seva connexié de Levi-Civita. Donat X €
X(M), definim Ax = Lx — V.

(a) Proveu que Ax és una derivacié de I'algebra dels camps tensorials.
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(b) Proveu que X és parallel sii Ax = 0.

(c) Denotem per i(M) el conjunt d’isometries infinitesimals (camps de Killing) de M (sén els
camps vectorials X tals que Lxg = 0). Proveu que X € i(M) sii g(AxY, Z)+g(Y, AxZ) =0,
per a qualssevol Y, Z € X(M).

(d) Si X €i(M), proveu que AxX = 0 sii || X és constant.

(e) Si X €i(M), proveu que X és un camp geodesic sii || X|| és constant.

Indicacions i respostes

8. El metode pot fallar en una varietat pseudoriemanniana, ja que amb una metrica indefinida no és cert que
un subespai i el seu ortogonal estiguin en suma directa.



