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Aquesta llista inclou alguns exercicis de càlcul amb tensors, amb els quals
podeu comprovar la vostra comprensió de la matèria. Al final s’hi adjunta
bibliografia.

Considerarem espais vectorials de dimensió finita sobre un cos commutatiu
K de caracteŕıstica zero.
Si no ho especifiquem d’altra manera, denotarem per (ui) una base d’un
cert K-espai vectorial E de dimensió finita, i per (αi) la base de E∗ dual
de l’anterior.
Les notacions usades són bastant similars a les dels apunts Geometria Di-
ferencial 2. Suplement d’àlgebra.



X. Gràcia — Geometria Diferencial 2. Exercicis d’àlgebra tensorial — 15 des 2013 2

Enunciats

1. Sigui E amb base (u1, u2, u3) i F amb base (v1, v2). Considerem en
E ⊗ F la base corresponent

(u1 ⊗ v1, u1 ⊗ v2, u2 ⊗ v1, u2 ⊗ v2, u3 ⊗ v1, u3 ⊗ v2)
(amb l’ordre lexicogràfic).

(a) Expresseu-hi l’element t = (−u1 + 2u2 + u3)⊗ (v1 − v2).

(b) Els canvis de base
ū1 = u1 − u2, ū2 = u2 − u3, ū3 = u1 + u2 + u3 en E,
v̄1 = v1 − v2, v̄2 = v1 + v2 en F ,

donen una nova base (ūi ⊗ v̄j) en E ⊗ F . Calculeu la matriu del
canvi de base de (ui ⊗ vj) a (ūi ⊗ v̄j).

(c) Expresseu t en la nova base.

2. Proveu que el tensor t = u1⊗u2 +u2⊗u1 ∈ T2(E) és indescomponible,
és a dir, no es pot escriure com x⊗ y amb x, y ∈ E.

3. Calculeu totes les contraccions interiors ci
j(T ) per als tensors següents:

(a) T = θ ⊗ x ∈ T1
1(E), amb x = u1 + 5u2 i θ = 3α1 + 7α2.

(b) T = 4u1⊗u1⊗α1⊗α1 +5u1⊗u2⊗α1⊗α1 +7u1⊗u2⊗α2⊗α2 ∈
T2

2(E).

4. Sigui I = δi
j ui⊗αj ∈ E⊗E∗ el tensor de Kronecker de E. Considereu

el tensor S = I ⊗ I ∈ T2
2(E). Calculeu les dues contraccions dobles

c12
12(S) i c12

21(S).

5. Sigui T = α1⊗α2− 3α2⊗α1 +α2⊗α2. Considerem el canvi de base
v1 = u1 + u2, v2 = 2u1 + 3u2 .

Sigui (β1, β2) la base dual de (v1, v2). Expresseu T en aquesta base.

6. Siguin x = 2u1−u2, T = α1⊗α2⊗α2−3α2⊗α1⊗α2 +2α2⊗α2⊗α2.
Calculeu ixT .

7. Calculeu el simetritzat i l’antisimetritzat dels tensors següents:

(a) T = x⊗ y, amb x = 2u1 + 10u2, y = 3u1 + 7u2.

(b) R = 6α1 ⊗ α2 ⊗ α3 + 5α1 ⊗ α2 ⊗ α2.
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8. Siguin E i F espais vectorials de dimensió 3 i 2, amb bases (ui) i (vj);
denotem per (αi) i (βj) les bases duals respectives.

Sigui f :E → F una aplicació lineal amb matriu
(

1 2 1
−2 3 0

)
en

aquestes bases.

(a) Calculeu T3f(u1 ⊗ u2 ⊗ u3) i Λ3f(u1 ∧ u2 ∧ u3).

(b) Donat w = 5u2 ∧ u3 + 4u3 ∧ u1 + 3u1 ∧ u2 ∈ Λ2E, calculeu
Λ2f(w) ∈ Λ2F .

(c) Donat ω = β1 ⊗ β2 − 3β2 ⊗ β1 + β2 ⊗ β2 ∈ T2F ∗, calculeu
T2 tf(ω) ∈ T2E∗.

(d) Calculeu Λ2 tf(β1 ∧ β2).

9. Siguin θ = 3α1 ∧ α2 + 2α2 ∧ α3, x = u1 + u2 + u3 i y = u1 − u3.
Calculeu ixθ i θ(x, y).

10. Calculeu els productes exteriors

(a) (α1 ∧ α2 − 2α3 ∧ α4) ∧ (α1 ∧ α2 − 2α3 ∧ α4 + α2 ∧ α4),

(b) (α1 ∧ α2 ∧ α4 + 3α3 ∧ α5 ∧ α6) ∧ (α1 ∧ α2 ∧ α4 + 2α3 ∧ α5 ∧ α6).

11. Doneu exemples de bivectors no nuls s, t ∈ Λ2E tals que s ∧ s = 0 i
t ∧ t 6= 0.

12. Siguin x = u1 +u2 +u4, θ = 2α2∧α4 +α1∧α3, η = α1∧α4−α1∧α3.
Calculeu ix(θ ∧ η) de dues maneres.

13. Sigui E = K3. Donada la base canònica (e1, e2, e3) de E, considerem
la base (1, e1, e2, e3, e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2, e1 ∧ e2 ∧ e3) de Λ•E.
Amb aquesta tenim un isomorfisme de Λ•E amb K ⊕K3 ⊕K3 ⊕K,
de manera que podem representar els elements de Λ•E amb les seves
coordenades:
α+ a1e1 + a2e2 + a3e3 +A1e2∧e3 +A2e3∧e1 +A3e1∧e2 +A e1∧e2∧e3

←→ (α,a,A,A) .

(a) Calculeu el producte exterior de (α,a,A,A) amb (β,b,B,B), tot
expressant el resultat en termes del «producte escalar» i el «pro-
ducte vectorial» de E.

(b) En particular, calculeu a ∧ b i a ∧ b ∧ c, essent a, b, c ∈ E.
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(c) Sigui ēj = eiP
i
j un canvi de base. Calculeu la matriu del corres-

ponent canvi de base a Λ•E.

(d) Particularitzeu l’apartat anterior al cas P =
(

1 1 2
0 1 0

−1 1 2

)
.

14. Sigui x ∈ E. Calculeu l’invers de 1− x dins l’àlgebra Λ•E.
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Respostes

1. (a) t = −u1 ⊗ v1 + u1 ⊗ v2 + 2u2 ⊗ v1 − 2u2 ⊗ v2 + u3 ⊗ v1 − u3 ⊗ v2.

(b) Cal expressar els ūi ⊗ v̄j en termes de la base original, i posar-ne
els components en columnes:

1 1 0 0 1 1
−1 1 0 0 −1 1
−1 −1 1 1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1
0 0 −1 −1 1 1
0 0 1 −1 −1 1

 .

(c) Es poden calcular les matrius inverses dels canvis de base donats
a fi d’expressar els ui i vj en termes dels ūi i v̄j , i aix́ı

t = (−u1 + 2u2 + u3)⊗ (v1 − v2) = 1
3(−5ū1 − ū2 + 2ū3)⊗ v̄1 .

En resulta

t = 1
3(−5 ū1 ⊗ v̄1 − ū2 ⊗ v̄1 + 2 ū3 ⊗ v̄1) .

També podŕıem expressar tots els ui ⊗ vj en termes dels ūi ⊗ v̄j ,
o sigui, calcular la matriu del canvi de base invers de E ⊗ F , la
qual s’ha d’aplicar als components de t:

1
6


2 −2 −1 1 −1 1
2 2 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −2 2
1 1 1 1 −2 −2
1 −1 1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1




−1

1
2

−2
1

−1

 = 1
3


−5

0
−1

0
2
0

 .

2. Escrivint x = au1 + bu2, y = cu1 + du2 i fent-ne el producte tensorial
s’obté un sistema d’equacions per a a, b, c, d que és incompatible.

3. (a) c1
1(T ) = 38.

(b) c1
1(T ) = 4u1 ⊗ α1 + 5u2 ⊗ α1, c1

2(T ) = 4u1 ⊗ α1 + 5u2 ⊗ α1,
c2

1(T ) = 4u1 ⊗ α1 + 7u1 ⊗ α2, c2
2(T ) = 4u1 ⊗ α1 + 7u1 ⊗ α2.

4. Sigui n la dimensió de E. Llavors c12
12(S) = δi

iδ
k
k = n2 i c12

21(S) =
δi

jδ
j
i = n.

5. T = −β1 ⊗ β1 − 4β2 ⊗ β1 − 3β2 ⊗ β2.
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6. ixT = 3α1 ⊗ α2.

7. (a) S(T ) = 6u1 ⊗ u1 + 22 (u1 ⊗ u2 + u2 ⊗ u1) + 70u2 ⊗ u2,
A(T ) = −8 (u1 ⊗ u2 − u2 ⊗ u1).

(b) S(R) = (α1 ⊗ α2 ⊗ α3 + α1 ⊗ α3 ⊗ α2 + α2 ⊗ α1 ⊗ α3

+ α2 ⊗ α3 ⊗ α1 + α3 ⊗ α1 ⊗ α2 + α3 ⊗ α2 ⊗ α1)
+ 5

3(α1 ⊗ α2 ⊗ α2 + α2 ⊗ α1 ⊗ α2 + α2 ⊗ α2 ⊗ α1),
A(R) = α1 ⊗ α2 ⊗ α3 − α1 ⊗ α3 ⊗ α2 − α2 ⊗ α1 ⊗ α3

+ α2 ⊗ α3 ⊗ α1 + α3 ⊗ α1 ⊗ α2 − α3 ⊗ α2 ⊗ α1.

8. (a) T3f(u1 ⊗ u2 ⊗ u3) =
2 v1⊗v1⊗v1 +3 v1⊗v2⊗v1−4 v2⊗v1⊗v1−6 v2⊗v2⊗v1,

Λ3f(u1 ∧ u2 ∧ u3) = 0.

(b) Λ2f(w) = −2 v1 ∧ v2.

(c) T2 tf(ω) = 8α1 ⊗ α1 + 9α1 ⊗ α2 + 6α1 ⊗ α3 − 19α2 ⊗ α1

− 3α2 ⊗ α2 − 9α2 ⊗ α3 − 2α3 ⊗ α1 + 3α3 ⊗ α2.

(d) Λ2 tf(β1 ∧ β2) = 7α1 ∧ α2 + 2α1 ∧ α3 − 3α2 ∧ α3.

9. ixθ = −3α1 + α2 + 2α3; θ(x, y) = iyixθ = −5.

10. −4α1 ∧ α2 ∧ α3 ∧ α4 ; α1 ∧ α2 ∧ α3 ∧ α4 ∧ α5 ∧ α6.

11. s = e1 ∧ e2, on e1, e2 són linealment independents;
t = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, on e1, . . . , e4 són linealment independents.

12. ix(θ ∧ η) = 2 (−α1 ∧ α2 ∧ α3 − α1 ∧ α3 ∧ α4 + α2 ∧ α3 ∧ α4).
Es pot calcular primer el producte exterior i després la contracció, o
bé usar que ix és una antiderivació.

13. (a) (α,a,A,A) ∧ (β,b,B,B) =
(αβ, αb + βa, αB + βA + a × b, αB + βA+ a ·B + b ·A).

(b) (0,a, 0, 0) ∧ (0,b, 0, 0) = (0, 0,a × b, 0);
(0,a, 0, 0) ∧ (0,b, 0, 0) ∧ (0, c, 0, 0) = (0, 0, 0, (a,b, c)),
on (a,b, c) = a · (b× c) és el «producte triple».

(c) La matriu Q del canvi de base és diagonal per blocs: Q =
diag(P0, P1, P2, P3), essent P0 = 1, P1 = P , P3 = detP , i P2

és la matriu dels menors (amb signe) d’ordre 2 de P .
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(d) Q =



1
1 1 2
0 1 0

−1 1 2
2 0 1
0 4 −2

−2 0 1
4


.

14. Sigui t el presumpte invers de 1 − x. Escrivint-lo com a suma de
components homogenis t = t0 + t1 + t2 + . . . i escrivint l’equació 1 =
(1−x)∧ t s’obté successivament t0 = 1, t1 = x, t2 = 0, . . . : t = 1 +x.
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