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En aquest suplement revisem algunes qiiestions de topologia rellevants per
a l'estudi de les varietats diferenciables: les propietats locals de les varie-
tats topologiques, el concepte de paracompacitat i el lema de la ceba, i la
caracteritzacié de la paracompacitat d’una varietat topologica.

Varietats topologiques

Una wvarietat topoldgica n-dimensional és un espai topologic separat (Haus-
dorff) tal que tot punt té un veinat obert homeomorf a un obert de R™ (és
a dir, és «localment euclidia» de dimensi6 n).

Sovint s’hi exigeixen requisits addicionals, com ara tenir base numerable
d’oberts o, més generalment, ser paracompacte.

Observacio  En la definicié de varietat topologica es pot substituir «un
obert de R™» per «R™».

La dimensi6 d’una varietat topologica ve determinada per la seva topologia,
ja que, per a m # n, dos oberts no-buits de R™ i R™ no poden ser mai
homeomorfs. (Aix0 és una conseqiiéncia del teorema de la invariancia del
domini de Brouwer: tota aplicacié continua injectiva f:U — R'™, amb
U C R™ obert, és oberta, i doncs un homeomorfisme amb la seva imatge.)

Com és obvi, les propietats locals de les varietats topologiques sén les ma-
teixes que les dels espais euclidians.

Un varietat topologica és un espai localment compacte (o sigui, separat i
tal que tot punt té un veinat compacte). Per tant la topologia té una base
formada per oberts relativament compactes (és a dir, oberts amb adheréncia
compacta). Igualment, tot punt té una base de veinats compactes; es pot
suposar que aquesta base és numerable, ja que una varietat topologica
satisfa el primer axioma de numerabilitat.

Un varietat topologica M és un espai localment arc-connex. Per tant és
localment connex, de manera que els components connexos sén oberts: aixi,
tota varietat topologica és suma (unié disjunta) de varietats topologiques

connexes (els seus components). D’altra banda, els components connexos i
arc-connexos coincideixen; en particular, M és connexa sii és arc-connexa.

En el cas que M tingui base numerable d’oberts, aleshores tot recobri-
ment obert de M té un subrecobriment numerable, i M té una quantitat
numerable de components connexos.

Espais paracompactes

Un espai topologic és paracompacte si és separat i tot recobriment obert
(Uy) de M té un refinament obert localment finit; és a dir, hi ha un reco-
briment obert (V) tal que

e refina: per a tot V3 hi ha un U, tal que V3 C U,

e és localment finit: per a tot p € M hi ha un veinat W > p que talla

només un nombre finit dels V3.

La importancia dels espais paracompactes en topologia i geometria dife-
rencial rau en l'existencia de particions de la unitat subordinades a re-
cobriments oberts qualssevol; aquesta qiiestié no es tractara en aquestes
notes.

Un espai compacte, o un espai metritzable, son paracompactes. Un espai
paracompacte és normal.

Un espai localment compacte és paracompacte sii és suma d’espais o-
compactes. Provarem una versié lleugerament simplificada d’aquest teo-
rema.

Primerament recordem que un espai localment compacte M es diu o-
compacte si és unié numerable de conjunts compactes.

Proposicié Sigui M un espai localment compacte. Si M és o-compacte
llavors té una «cebay, és a dir, una successid d’oberts (U;);>1 tal que:

o U, és compacte e U, C Uit o M=U>U.

Prova Suposem M reunié d’una successié de conjunts compactes K,
n > 1. Es pren com a U; un veinat obert relativament compacte de Kj.
Per recurrencia es defineix U,, com un veinat obert relativament compacte
de U1 UK,. n
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Lema Un recobriment obert localment finit d’un espai compacte M és un
recobriment finit.

Prova  Sigui (U,) un recobriment obert localment finit de M. Per a cada
x € M hi ha un veinat obert V. que talla un nombre finit dels U,. Un
nombre finit dels V,, recobreix M, i doncs només hi pot haver un nombre
finit d’oberts U,,. [ ]

Teorema Sigui M un espai localment compacte. Si és o-compacte, lla-
vors és paracompacte. Reciprocament, si és paracompacte i connez, llavors
és o-compacte.

Prova Suposem que M és o-compacte. Sigui (U,)aea un recobriment
obert qualsevol de M. Prenem una «cebay» (G;);>1 de M, i posem G, = @
per a ¢ < 0.
Per a ¢ > 1 tenim la inclusio

Gi—Gi—1 C Giy1 — Gio,
on el primer conjunt és compacte i el segon obert.
Fixat i > 1, els oberts U, N(Gji41 — C_v‘i,g) cobreixen el compacte G; —G;_1,
per tant un subrecobriment finit també.
La uni6é numerable (quan ¢ > 1) d’aquests conjunts finits d’oberts és un
recobriment obert numerable de M, i és un refinament localment finit de
(Uq). (Es localment fint perque, donat p € M, hi ha un obert G;_o > p,
que només pot ser tallat per un nombre finit dels oberts considerats.)

Per al reciproc, comencem suposant que M és paracompacte. Per a cada
x € M, sigui V, un veinat obert relativament compacte de x. FExisteix
un recobriment obert localment finit (U,) més fi que (V). Els U, sén,
logicament, relativament compactes.

Considerem un punt qualsevol z € M. Prenem ara com a G la unié dels
U, que contenen x. Definim G, per recurréncia com la unié dels U, que
tallen én—l-

Cadascun dels G,, és relativement compacte i unié d’un nombre finit dels
U, (merces al lema anterior).

La uni6 G = U,G,, és dbviament un obert, i també és un tancat: si y € G,
sigui Ug un veinat de y: Us talla G, i per tant talla un cert Gy, d’on tenim
que y € Ug C G411 C G} o sigui, y és un punt interior de G.

Ates que M és connex, resulta que G = M, és a dir, que (G,) és una
«ceba» de M, i doncs M és o-compacte. [ |

Un espai localment compacte té base numerable d’oberts sii és metritzable
i o-compacte. Provem només el segiient:

Proposicié (lema de la ceba) Sigui M un espai localment compacte
amb base numerable d’oberts. FExisteix una successid d’oberts (G;)i>1 tal
que:

o G, és compacte e G, C Git1 o M=U;>G;.

Prova  Sigui (U;);>1 una base numerable de la topologia de M, amb els
U; relativament COI;lpaCteS.

Definim G; = U; i procedim per induccid.

Suposem definit G, = Uy U... U U,,,. El conjunt G}, és compacte. Sigui
my+1 el menor natural > my, tal que G c U U.. .UUp,,, - Llavors definim
Grr1=U1U...UUp,,,. [

Se’'n desprén que M és o-compacte. Combinat amb el teorema anterior
obtenim:

Corollari Un espai localment compacte amb base numerable d’oberts és
paracompacte. ]

Paracompacitat de les varietats topologiques

Lema Una wvarietat topologica M té base numerable d’oberts sii és un
espai o-compacte.

Prova La implicaci6 directa ja ha estat vista.

Reciprocament, essent M o-compacte, tot recobriment obert de M té un
subrecobriment numerable. Per tant, podem suposar ’espai recobert per
una successié d’oberts U,, homeomorfs a R"V. Cadascun d’aquests té una
base numerable d’oberts V,, , i tots aquests junts formen una base de la
topologia de M. n
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Teorema Sigui M una varietat topologica. Les propietats segiients som
equivalents:
1. M és paracompacta.

2. Cada component de M és o-compacte.
3. Cada component de M té base numerable d’oberts.

4. M és metritzable

Prova L’equivaléncia de les tres primeres ja ha estat vista en els enunciats
anteriors.

Per provar que impliquen metritzabilitat, es pot usar que un espai localment
compacte és regular, i que un espai regular amb base numerable d’oberts
és metritzable (teorema de metritzacié d’Urysohn). Per a la implicaci6
reciproca, es pot usar que un espai metritzable és paracompacte (teorema
de Stone). ]

Corollari Sigui M una varietat topologica paracompacta. M té base nu-
merable d’oberts sii té una quantitat numerable de components connexos. m

Es poden donar exemples senzills de varietats paracompactes sense base
numerable d’oberts: basta considerar la unié disjunta d’una infinitat no
numerable de copies de R. Encara que tals varietats no tenen un especial
interes ni dificultat, apareixen de manera natural en algunes aplicacions,
com ara la teoria de les foliacions.

Tenint en compte que un espai metritzable té base numerable d’oberts
sii és separable, resulta que tota varietat paracompacta és separable (és
a dir, té un subconjunt dens numerable). Tanmateix, hi ha exemples de
varietats separables no paracompactes, com ara la superficie de Calabi—
Rosenlicht, una variant de la superficie de Priifer descrita al llibre de Spivak
(referéncia 6).

D’altra banda, tot espai paracompacte és normal (teorema de Dieudonné).
Tanmateix hi ha exemples de varietats normals no paracompactes: la recta
llarga i la semirecta llarga. La seva construccié es descriu també al llibre
de Spivak.

Les varietats no paracompactes no poden albergar estructures tan impor-
tants en geometria diferencial com ara les meétriques riemannianes, la qual
cosa les fa encara menys apreciades.
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