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Una eina técnica de capital importancia en geometria diferencial és el concepte de
particié de la unitat. En una varietat diferenciable, 'existéncia de particions de la
unitat és imprescindible per a garantir I'existéncia de meétriques riemannianes.

En aquestes notes pressuposem demostrada ’existéncia de funcions altipla, aixi com
algunes nocions de topologia. Se suposa sempre que les varietats considerades sén
Hausdorff.

Sigui X un espai topologic. Una familia (A;);c; de parts de X es diu localment
finita quan tot punt de X té un veinat que talla un nombre finit dels A;.

Una particié (continua) de la unitat sobre X és una familia (1););c; de funcions
continues ¥;: M — R tal que:

e 0<4¢; <1,

e els suports Supp(;) (i € I) formen una familia localment finita,

* Yier¥i=1
(Notem que la suma esta ben definida per la condici6 sobre els suports.)
La particié es diu subordinada a un recobriment (U, )nca de M si cada Supp(v;)
esta contingut en algun U,.

Remarca A vegades es defineix aquesta nocié amb els dos conjunts d’indexs, I, A,
iguals, i imposant Supp () C U,.

De fet, a partir d’una partici6 de la unitat (1);) segons la primera nocié se n’obté una
altra, (xa), de la manera segiient: per a cada ¢ prenem un «(i) tal que Supp(e;) C
Ua(iy- Llavors definim y, = Z 1;, que compleix les condicions requerides.

iel
a(i)=a

Es pot provar que un espai de Hausdorff és paracompacte sii per a tot recobriment
obert existeix una particié continua de la unitat subordinada al recobriment. Nos-

altres ens centrarem en el cas de varietats diferenciables, on se satisfa un enunciat
similar.

Si M és una varietat diferenciable, es defineix de manera analoga el concepte de
particié (diferenciable) de la unitat, demanant que les funcions v; siguin dife-
renciables.

Hi ha diverses vies per a demostrar I’existéncia de particions de la unitat. En la que
exposarem aqui usarem dos resultats previs.

Lema d’existéncia de funcions altipla
Sigui M una varietat diferenciable, p € M un punt, V 3 p un conjunt obert.
Existeix una funcié diferenciable f: M — R tal que:

e f val 1 en un veinat compacte C' 3 p tal que C C V,

e f té suport compacte contingut en V',

e 0 fL 1.

Lema de la ceba
Sigui M un espai de Hausdorff localment compacte amb base numerable d’oberts.

Hi ha una successié d’oberts (G;);>1 tal que els G, sén compactes, G; C Git1, 1
M = U;G;.

Considerem primer el cas més simple d’una varietat amb base numerable d’oberts.

Teorema d’existéncia de particions de la unitat (I)
Sigui M una varietat diferenciable amb base numerable d’oberts. Sigui (U,) un
recobriment obert de M. Existeix una particié de la unitat numerable (1;);>1
subordinada al recobriment (U, ), i amb els Supp(t);) compactes.
Sigui (Gg)k>0 una «ceba» de M, amb Gy = @.
Procedim per passos a construir funcions. Sigui k& > 1. Per a cada p € G- Gr_1
sigui fp: M — R una funcié altipla de manera que

e Supp(fp) C Git1- Gr-1,

e hi ha algun « tal que Supp(f,) C U,, i

e f, val 1 sobre un obert W, > p.
Un nombre finit d’aquests W), recobreix el compacte Gr=Gj_1.

M

Supp(fp)

Ordenem les corresponents funcions obtingudes en els successius passos k: obtenim
aixi una successié (f;)i>1. Aquestes funcions tenen suports compactes, els seus su-
ports formen una familia localment finita (ja que, per a cadascuna de les funcions
corresponent al pas k, el seu suport només pot tallar els de les funcions dels passos
igual, anterior i posterior al seu), i ) f; > 0 en tot punt, ja que els corresponents
W, recobreixen tot M.

Definim ¢; = f;/ > y fj. Aquestes funcions tenen els mateixos suports que les f;, i
obviament satisfan la condicié de ser una particié de la unitat. A més, és subordinada
al recobriment (U,) perque hem exigit que cada f, tingués el suport contingut en
algun U,. |

Teorema d’existéncia de particions de la unitat (II)

Sigui M una varietat diferenciable paracompacta. Sigui (Uy)aeca un recobriment

obert de M. Existeix una partici6 de la unitat (X )aca subordinada al recobriment

(o sigui, Supp(xa) C Uy).

Es defineixen les x, tal com hem comentat en la remarca sobre els conjunts d’indexs.
Amb aixo hem provat el cas d’una varietat amb base numerable d’oberts.

El cas general en resulta de tenir en compte que tota varietat és la unié disjunta dels
seus components connexos, i que en una varietat paracompacta cada component té
base numerable d’oberts. Per tant podriem construir una particié de la unitat sobre
cadascun dels components, subordinada al recobriment obert donat, i ajuntar-les
apropiadament. ]

Com a corollari:

Lema d’Urysohn llis

Sigui M una varietat diferenciable paracompacta. Siguin A, B C M conjunts
tancats disjunts. Existeix una funci6 diferenciable f: M — R tal que f|a = 1,
fle=0.

Es pren una particié de la unitat subordinada al recobriment obert M — A, M - B.m

El teorema segiient, que ara no provarem, reuneix les diferents propietats equivalents
a l'existencia de particions de la unitat:

Per a una varietat diferenciable, les condicions segiients son equivalents:
és metritzable

cada component connex té base numerable d’oberts

és paracompacta

té particions diferenciables de la unitat subordinades a qualsevol recobriment
obert
e té una metrica riemanniana



