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Prefaci

No es pot dominar una materia, per abstracta que sigui, si no se saben fer
els calculs més simples. En aquest document he intentat reunir exemples
de calculs amb varietats diferenciables, exemples que, segons el meu criteri,
cobreixen els minims imprescindibles, les manipulacions més elementals,
sense les quals no es pot dominar la materia. Cada exemple es presenta
redactat en format de problema, amb la idea que qualsevol altre problema
semblant es podria resoldre amb els mateixos procediments.

Aquesta primeva versié d’aquest recull esta pensada per acompanyar ’as-
signatura de Varietats Diferenciables, optativa de 4t curs del grau de ma-
tematiques de la FME. Les notacions sén les que usem en l’assignatura, i
que es poden trobar en el resum d’apunts Geometria Diferencial 2. Defini-
citons i resultats de I'assignatura que la precedi dins I'antiga llicenciatura.
La intenci6é és ampliar i revisar aquest document en el futur, aixi que us
agrairé que em feu arribar correccions i suggeriments.

Algunes notacions

Les varietats sén localment isomorfes a I’espai euclidia R™, aixi que, direc-
tament, a través de coordenades, contenint subvarietats, o esporadicament
per a fer-ne el quocient, aquest apareixera molt sovint. Escriurem els seus
punt com X = (z1,...,Z,), 1 en algun cas el producte escalar x-y, o la
norma al quadrat [|x||? = x2 = x-x. En el cas de R" amb n petit també
usarem les coordenades tipiques com ara (z,y, 2).
A banda de les coordenades cartesianes de R™, també farem servir les
coordenades polars (7, ¢) a R?, i les cilindriques (p, ¢, 2) i esferiques (7,6, ¢)
a R3. Encara que sén prou conegudes, I’existéncia de diverses convencions
al respecte fa convenient que les explicitem. En posarem la relacié amb les
coordenades cartesianes, un possible domini (no sén coordenades globals),
i la matriu jacobiana del canvi. Ometem especificar les cilindriques, ja que
sén les polars de R?, juntament amb la coordenada z.
Coordenades polars { r= TC,OSd)
y = rsing

10, 4o00[ x |-m,7[ — R2—{(x,0)|z <0}

(r,¢) = (z,9)

(z,y) ( cos¢ —rsing )

sing  rcos¢
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r = rcos¢sinf
Coordenades esfériques { y = rsin¢sinf
z = rcosf
10, +00[ x ]0, 7] x |]—m,7[ — R3—{(z,9,2) |2 <0,y=0,2z € R}
(T7 97 ¢) — (x7 y’ Z)
cos¢sinf  rcos¢cosf —rsingsinb
= | singsinf rsingcosf  rcos¢gsinfd
cos —rsinf 0

d(z,y,2)
a(r,0,9)

També usarem altres entitats, com ara S,, (esfera n-dimensional), P, (R) =
P,, (espai projectiu real n-dimensional), T™ (tor n-dimensional), M,,(R)
(espai de les matrius quadrades d’ordre n amb coeficients reals) i GL,,(R)
(grup lineal en n variables sobre R), aix{ com diversos subgrups d’aquest.
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Varietats diferenciables

L’atles estereografic de I'esfera

Sigui S € R"*! Iesfera de radi a > 0 centrada a I'origen: x? = a?.

Donat un punt p € S, sigui (p) C R el subespai que genera, i sigui
(p)* el corresponent hiperpla ortogonal.

La projeccid estereografica de pol p assigna a cada punt x € S — {p} el
punt y = mp(x) € (p)* obtingut tallant la recta que passa per p i x amb
I'hiperpla (p)*.

Proveu la relacio entre x i y:

a’x — (p-x)p (y2—a?)p + 2a%y

=, X =
y a2_p,x y2+a2

El punt y és de la forma y = p + A(x—p), i ha de complir que y-p = 0.
2
a
a* — (x-p)’
De manera semblant, a partir de y es dedueix un tnic x € S — {p},

Aix0 determina un unic valor de A: A =

interseccié de la recta que passa per p iy amb S.

Proveu que mp: S — {p} — (p)* és un homeomorfisme.

L’aplicaci6 és bijectiva, i tant ella com la seva inversa sén continues, ja que
son funcions polinomiques restringides, respectivament, a un conjunt obert
de S c R"™! i a un hiperpla de R"+!.

a2

71) (y) = V2 y, independentment del pol triat.

Proveu que (Tl’_p °oTp

Es un calcul immediat a partir de les seves expressions.

A partir d’ara particularitzem prenent els pols nord p = (0,...,0,a) i sud
q = (0,...,0,—a). En ambdds casos tenim (p) = (q) = (ent1), 7 €l
subespai ortogonal és R™ x {0} = R™.

Siguin o: U =S—{p} — R"iy: V =S5—{q} — R" les corresponents
projeccions estereografiques.

Comproveu que son cartes de S. Escriviu-ne l’expressié explicita, aizi com
la de les seves inverses.
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Una carta en un espai topologic S és un homeomorfisme entre un conjunt obert
de S i un conjunt obert d’un espai euclidia.

Sén cartes perque, tal com ja hem vist, son homeomorfismes entre conjunts
oberts de S i I’espai R™.

Quant a les expressions explicites, només cal particularitzar les obtingudes
anteriorment:

a

So(xla-'-yxnyx'npl»l):m($17---;$n)7
0 Wy Yn) = s (2ay1, ..., 2ay,, y>—d?) |
a? +y?
a
’L/J(:L’l,...,xn,.’EnJrl): m(xl,...,fn),
_ a
VN2, 2) = e (2@21,...,2azn,a2—z2) .

Proveu que {(U, ), (V,¥)} és un atles de S.

Aquest «atles estereogrdficy defineiz una estructura diferenciable, amb la
qual S és una varietat diferenciable de dimensié n.

Per comprovar que un conjunt de cartes és un atles cal comprovar que els seus
dominis recobreixen la varietat i que son cartes compatibles, és a dir, que els
canvis de coordenades sén de classe C*.

Ja hem comprovat que (U, ) i (V,4) s6n cartes n-dimensionals. A més,
els seus dominis evidentment recobreixen l'esfera: U UV = S.

Només resta comprovar que sén cartes compatibles. A tal fi hem de calcular
els canvis de coordenades. Observem que UNV = S — {p,q}, de forma
que o(UNV)=R" — {0}, i andlogament amb 1. Aix{ doncs, calculem

Yo 't R"—{0} — R"—{0}, ¢op ":R"—{0} — R"—{0}

i comprovem que sé6n de classe C*°. Perd abans ja hem vist que 9o 1 (y) =
a’y/y?, que és clarament de classe C> per ser una funci6 polinomica; el
mateix passa amb @ oL,
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1.2 Construccio d’un altre atles de I'esfera

Sigui S C R? l'esfera definida per 2% + % + 2% = 1.

Sigui ST el seu «hemisferi nord», definit per z > 0, i considerem la projeccié

P: ST — R? definida per ¥(z,y, 2) = (z,y).

(a) Sigui D = {(z,y) | 22 +y* < 1} el disc obert de R? de centre l'origen i

radi 1.

Proveu que v: ST — D és una carta de l’espai topologic S.

STt és un subconjunt obert de S (ja que és la interseccié de S amb un

subconjunt obert de R?, el semiespai z > 0) i la seva imatge per 1 és

¥ (ST) = D, que és un subconjunt obert de R?.

L’aplicacié v és bijectiva, amb inversa 1~ (z,y) = (z,y, \/1—22—y?).

Finalment, ¢ és continua, ja que és la restriccié d’una aplicacié continua

R3 — R? a S1; i ¢! també, perque és la corestriccié d’una aplicacié

continua D — R?

(b) Proveu que aquesta carta pertany a lestructura diferenciable

de S.

6 Aix0 significa que és C°°-compatible amb les cartes de ’atles estereografic.

Prenem doncs aquest atles:

¢n3U:S_{(07031)}—>R27 QOS:V:S_{(O’O?*l)}—)RQ'

Recordem que

1
wn(x,g%z) - E (may)a
1
-1 _ 2 2
gDn (U,’U) = m (2’11/,2’07(’& —+ v° — 1)) 5
1
@s(xayvz) - m (-T,y) )
1
—1= =\ = o5 (72 4 =2
SOS (U,'U) = m (2U,2’U,7(u + v 71)) .
Calculem els canvis de coordenades entre les ¢, @5 1 ¥:
- _ 1
Yoyt (u,0) = (2u,20),  notp T (z,y) = (2,9),
1—/1—22—y2
1y = o _ 1
¢°¢sl(uav):(2ua2v)’ s ot 1(3:724): (x,y),
14+ /1—22—92
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que sé6n clarament de classe C*°.

Construiu cartes similars via les projeccions des dels diferents hemisferis
coordenats i calculeu-ne els canvis de coordenades. Vegeu que formen un
atles de S equivalent a Uatles estereogrdfic.

Podem fer-ho en general per a l'esfera m-dimensional S = S,, ¢ Rt
Prenem I’hemisferi

St={xeS |z >0}.

Considerem la projeccié ;" : Sj — D,, de 'hemisferi sobre la bola oberta
unitat D,, C R™ definida eliminant la i-ésima coordenada,

'IZJT(X) :($1,~~-,@,-~,$n+1)~

La seva inversa és

(wj)_l(ul,...,un) = (U1, ui—1, V1I—0Z U, up) .

Semblantment es defineixen els hemisferis negatius S; i les seves projecci-
ons ;. En aquests casos (¢, )" (u) = (u1, ..., ui—1, —vV1—uZ, us, ..., up,).
Com en els apartats anteriors, totes aquestes sén cartes de l'espai to-
pologic S, i pertanyen a l'estructura diferenciable de S; cal fer la com-
provacié dels canvis de coordenades amb les cartes de l'atles estereografic,
distingint i =1...n de i = n+1.

Quant als canvis de coordenades, tenim per exemple

@/};o(iﬁf—)il(ul,u% .. ) = 1/13_(\/ 17112,11,1,712, .. ) = (\/ 17112,’&27713,. . ) .

Les expressions amb 1/); o (1#11)_1 tindrien alguns canvis de signes. Obser-
vem finalment que el canvi de coordenades 1; o (1;)~! té domini buit.

Les 2(n+1) cartes (ST,4:) formen un atles de l'esfera ja que els seus
dominis la recobreixen tota (un x € S té alguna coordenada no nulla i
per tant pertany a algun dels hemisferis) i els canvis de coordenades s6n
de classe C*. Aquest atles és equivalent a I'atles estereografic ja que els
canvis de coordenades amb aquest son de classe C.
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El tor com a varietat quocient

Considerem R, i la relacié d’equivaléncia  ~ x’ quan x —x’ € Z, amb espai
quocient el tor unidimensional T = R/Z, i projecci6 candnica 7: R — T.
Aquest quocient és especial en el sentit segiient: es pot provar que cada
punt de R té un veinat obert U (per exemple, qualsevol interval obert de
longitud < 1) tal que, sobre ell, 7 indueix un homeomorfisme

U Ui)T((U).

Aquest homeomorfisme permet transportar qualsevol carta ¢ de domini U
(per exemple, la coordenada canonica de R) en una carta ¢ = ¢ o 7@1 de
domini 7 (U). Amb totes aquestes cartes es defineix un atles del quocient.

U "> n(U)

1.4

~

U

Farem una construccié explicita d’un atles del tor. A tal fi, prenem dos
conjunts oberts de R apropiats:
U=10,1] = 7(U), ¢(z])=z¢€]0,1],

V=11/2,3/2[ = n(V), ¥(ly]) =ye]1/2,3/2[.

(a) Comproveu que {(w(U), ), (7(V),)} és un atles de T.

Ja hem dit que 7y i my sén homeomorfismes, i de fet @, 1) sén els seus
inversos, de forma que s6n cartes unidimensionals de 1’espai topologic T.
A més, w(U) i m(V') recobreixen T. Només cal comprovar que els canvis de
coordenades sén de classe C*°. Calculem:

z+1 si0<z<}
x sit<z<l

Bog 01— (3} — 113 — {1} m{

que efectivament és de classe C*; analogament @ o) ~!.

(b) Proveu que m: R — T és un difeomorfisme local.

Una aplicacié f entre varietats és un difeomorfisme local quan es pot recobrir el
domini amb conjunts oberts U tals que les imatges f(U) s6n oberts del codomini
i aplicacions restringides fuy: U — f(U) sén difeomorfismes.
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1 i haviem

Tenim, amb les notacions de l'apartat anterior, que my = @~
definit ¢ com una carta (de la varietat diferenciable T) i per tant com un
difeomorfisme. Per tant 7y : U — 7(U) és un difeomorfisme. Igualment ho

ésmy: V= m(V).

Doneu un atles per al tor n-dimensional T™.

Si (Ua, o) és una carta de M i (V,1g) és una carta de N, aleshores la carta
producte (Us X V3, @0 X 1g) és una carta de M X N.

Per a cadascuna de les n copies de T tenim les dues cartes ¢; que hem
construit abans. Per tant hi ha 2” maneres de seleccionar-les per a construir
cartes producte ¢;; X ... x ¢; per a T".
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1.4 Expressio local i diferenciabilitat d’una funcié

Sigui S C R? l'esfera definida per 22 + y2 + 22 = a2.
Sigui f: S — R la «funci6 algaday, f(z,y,z) = z.

(a) Calculeu lexpressid local de f en les cartes de Uatles estereogrdfic de S.

e L’expressi6 local de f: M — R en una carta ¢: U — U és f: fop™t: U — R.

Prenem P’atles de S definit per les projeccions estereografiques
¢: U=8—{(0,0,a)} — R?*, +: V=5—{0,0,-a)} — R?.

Recordem que

p(2,y,2) = ——(2,9),
o u,v) = m (2au72av,u2 + 0% — a2) ,
a
QZJ(I’,y,Z) = m (xay)a
(1, 0) = ———e—— (2ai1, 2a, —(@® + 0% — a?)) .

CL2 + EL2 +{)2
L’expressi6 local de f en la carta (U, ) és doncs ﬁa =fop l:R? —R:

2 2 2

~ u“+v°—a
u,v)=a—F""—>5—"5 -
f¢(7) u2+v2+a2

Analogament amb la carta (V,)): ﬁ, =foyy l:R? — R:
S~ u? + 02 — a?
fol0) =~ G e
(b) Proveu que f és diferenciable.

Per comprovar que una funcié és diferenciable basta calcular-ne les expressions
locals en les cartes d’un atles i comprovar que sén de classe C*.

Com que ja tenim calculades les expressions locals, només hem d’observar
que soén de classe C*° perque sén funcions racionals.

(c) Justifiqueu de forma andloga que, a l’esfera n-dimensional S C R"*1) les
funcions coordenades x1,...,Tn11 son diferenciables.
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Les funcions coordenades sén les projeccions pr,;(x) d’un punt, i les seves
expressions locals no sén més que les projeccions pr; ot de les funcions
o~ ! inverses de les dues cartes de 'atles estereografic estudiat en I'exemple

1.1. Es a dir, sén les funcions components de

-1 _ 2_ 2
© (yl,...,yn)—m(Qayl,...,Zayn,y —-a®) ,
_ a
v 21, 2) = o (2az1,...72azma2—z2) )

Aquestes funcions sén racionals i per tant de classe C*°.
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Diferenciabilitat d’una aplicacié

Suposem conegut que l'espai projectiu real n-dimensional P,, és una va-
rietat de dimensié n. La seva topologia és el quocient de la projeccié
canodnica p: R"*1 — {0} — Py, p(xo,...,2,) = [T, ..., 2s] (coordenades
homogenies). Admet un atles format per n+1 cartes ¢;: U; — R™ definides
aixi:

Uiz{[xo,...,xnﬂxi;éO},

[ %o Ti—1 Ti+1 In \ .
Pi [x[)u'-'axn] — T ) [ I B
T Ty T T

les seves inverses sén

90;1(91»---a1/n> = [y17--~7yi;17yi+17-'-ayn]-

Perque una aplicacié continua f: M — N sigui diferenciable, basta comprovar
que s6n de classe C* totes les expressions locals

Fas =1p o Fluans-1(vs) o Pa’ ¢+ PalUa N f (V) — v5(Vs),

amb {(Ua, pa)taca, {(Va,%3)}pen, atles donats de M i N, respectivament.

Proveu, usant l’atles estereogrdfic de esfera, que la inclusié i: S, —
Rt — {0} és diferenciable.

L’estudi de la diferenciabilitat d’una funcié amb valors reals, o amb valors
en un subconjunt obert d’un espai vectorial R™, es fa exactament igual, ja
que en la varietat d’arribada tenim una carta canonica global.

Per a veure que i és diferenciable prenem a S, D’atles estereografic

{U, ), (V,)} ia R"™*! la carta canonica global. Amb ¢: U — R" tenim

I'expressié local i =40 =1

o~

i(yla"'7yn) (2917~--»29n>y2_1>»

:71+y2

clarament C*. Analogament amb la carta ¢): V — R".

Proveu, usant ’atles tot just introduit de I’espai projectiu, que la projeccio
p: Rt — {0} — P, és diferenciable.
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Per a veure que p és diferenciable, prenem a R"™ — {0} la carta canonica
global i a P,, les cartes ¢;: U; — R"™ definides al principi. Llavors les
expressions locals de p sén p; = ¢; o p:

~ [ To Ti—1 Ti+1 Tn
pi(xOv"-,wn)* ot T Ty T ey T
Ty T T T
que també son C> en el seu domini.
Proveu que la projeccié canonica m =poi: S, — P, és diferenciable.

La composicié d’aplicacions diferenciables és diferenciable.

Per tant, la diferenciabilitat de 7 és conseqiiéncia immediata dels dos apar-
tats anteriors.

Si no haguéssim fet aquests calculs previs hauria calgut calcular les 2(n+1)
expressions locals de 7 en els atles donats i comprovar que sén de classe
C®. Per exemple,

- Us u, u’-—1
PooTo@ (u): Ty T .
Uy u 2u1
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Difeomorfismes

Proveu que laplicacio antipodal

f:sn—>sn7 f(p):_p7
és un difeomorfisme.

Un difeomorfisme és una bijeccié diferenciable amb inversa diferenciable.

f és clarament bijectiva, ja que és la seva propia inversa (f o f = Id; es diu
que és una involucid).

Vegem que f és diferenciable. Prenem atles estereografic {(U, ), (V,¢)}
habitual i calculem les expressions locals de f. En principi caldria calcular
quatre expressions locals (amb les dues cartes de 'atles de partida i les dues
del d’arribada). Tanmateix, f intercanvia els pols nord i sud, i els oberts
coordenats U i V', de manera que bastara fer-ne dues:

que és diferenciable. Analogament es fa amb V N U i les cartes cor-

responents ¥ i .
Finalment, caldria comprovar que la inversa, f~!, també és diferenciable,
pero ja hem dit que coincideix amb f.
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Estructures diferenciables diferents, pero equivalents

Considerem la recta real R dotada de la seva estructura diferenciable
canonica, és a dir, la definida per la carta identitat ¢(z) = x.

Proveu que
Yv:R—=R, 9x)=2>
és una carta global de ’espai topologic R no compatible amb [’estructura

diferenciable usual de R.

Evidentment 1 és un homeomorfisme, ja que és una bijeccié conntinua amb
inversa 1~ (y) = y/3 continua.

Per veure la seva no compatibilitat amb D’estructura diferenciable usual

1/3

basta calcular el canvi de coordenades (o~ 1)(y) = y/3, que no és de

classe C> (de fet, en el punt y = 0 no és ni diferenciable).
Sigui *R. espai topologic R dotat de l’estructura diferenciable definida per
Uatles {(R, )}, que hem vist que és diferent de la usual.

Proveu que Uaplicacio
f:R—=*R, f(z)=2'3

és un difeomorfisme.

En calculem 'expressié local:

R R

o Fuy = () =,

R4f>R

que és clarament un difeomorfisme.

Vegeu que l’espai topologic R admet infinites estructures diferenciables di-
ferents pero difeomorfes.

Basta considerar de forma analoga, per exemple, les cartes i (z) = x*,

amb k un nombre natural imparell.

Observacio Es pot provar que totes les estructures diferenciables de R
son equivalents.
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Calcul del pull-back d’una funcié

Sigui S C R? Uesfera de centre Uorigen i radi a,
F:S —R3

la inclusio de esfera a l'espai. Sigui la funcio
¢:R*— R, g=2>+12,

on (z,y,z) sén les coordenades cartesianes de R3. Calculeu el pull-back
F*(g) expressant-lo en termes de les coordenades esfériques (6, ¢) (colatitud
i azimut) de Uesfera.

Si tenim g = g o ¢ (g expressada com una funci6 g de les funcions coorde-
nades) aleshores F*(g) = g o F* (), de forma que basta conéixer F* (), que
essencialment és 'expressié local de F' (F*(¢) = Fo ®)).

L’expressié local de F' en les coordenades esferiques i cartesianes és

ﬁ(@, @) = (acos¢psinf, asin ¢sin b, acos )
0, interpretant les coordenades com a funcions,

F*(z) = acos¢sinf
F*(y) = asin¢sinf
F*(z) =acosf

Llavors

F*(9) = F*(2* + y*) = (acos ¢sin 0)? + (asin ¢sin #)* = a*sin® 6.
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Vectors tangents

Canvi de base de vectors tangents

Sigui S C R? l'esfera definida per 22 4+ y2 + 22 = a2.
Les cartes estereografiques de S

0= (u,v): S—{(0,0,a)} — R?*, ¢ = (u,v): S—{(0,0,—a)} — R
defineixen, en cada punt del seu domini, vectors tangents coordenats.

Donat un punt p del domini comd de les dues cartes, calculeu la relacio
entre les respectives bases de vectors tangents coordenats (0/dul,, d/0v|,),

(0/0lp, 9/ 0%],).

La relacié entre dues bases de vectors tangents coordenats ve donada per la
jacobiana del canvi de coordenades:
o | _ oy 0
i i i
oxtl, Ox . Ay »

Necessitem el canvi de coordenades ¢ o o1

Calculem-ne la matriu jacobiana:
o(u,v) a? v2 —u?  —2uw
O(u,v)  (u2+ v2)2 —2uv  u?—?

En cada punt p, les columnes d’aquesta matriu expressen els vectors 0/0ulp,
0/0v|p, com a combinacions lineals dels 9/0ul,, 0/0v|,. Per tant,

%p:(vzfu |p(‘3 ’ 2uv|p8 ‘p,
a1 _ 0 2 O
Ovlp 2””"’8@’ + )‘paz‘;
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Calcul de I'aplicacié tangent

Sigui S l'esfera z2 + 32 + 22 =1,i F: S — S la seva aplicacié antipodal,
F(x) = —x.

Considereu l'atles de S donat per les projeccions estereografiques ¢ =
(u1,uz) des del pol nord, i ¢ = (v, v2) des del pol sud.

Calculeu expressio local de F en les cartes ¢, @, i també en les cartes
@, . En els dos casos calculeu les matrius jacobianes corresponents.

En el primer cas tenim

Flu)=poFopl(u) =g (F (143112(2117112 - 1)>> —

1 1 2u u
—p(———@uul-1)) = —— =
(p( T (e )) 1+ 571142 u?
La seva jacobiana és
~ 1 2 1
JF:—EI—FEu@u:@(Qu@u—u?I):

1 u? —u3 2ujug
ut Quiug  —uf4wu3 |’
En el segon cas,

Flu)=yoFop™ (u) = (F (Hllﬂ@mlf - 1>)> _

1 1 2u
1/)< Tz 2w )> 1wl lu

i la seva jacobiana és simplement

JF=—1T.

Sigui p = (1,0,0). Calculeu la matriv de T,F, considerant en p la carta
© donada per la projeccid estereografica des del pol nord, i en ¢ = F(p) =
(—1,0,0) la mateiza carta.

Calculeu també la mateiza matriu considerant respectivament les cartes o
en p 1, la projeccio estereografica des del pol sud, en q.
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La matriu de ’aplicacié tangent en bases de vectors tangents coordenats és la
matriu jacobiana de la corresponent expressio local.

Les coordenades de p sén ¢(p) = (1,0), i per tant la matriu demanada de

T,F és
_(1 0)
Lo -1/
(1,0)

1 u? —u3  2ujug
u? Quiug  —u? + u3

Quant a la segona matriu, ja hem vist que la jacobiana és la mateixa en
tot punt:

(04)

Calculew T, F-wy, essent wy, = 2

0

8U1

0

37
* 8U2

P

p
Només cal recordar el significat de la matriu d’una aplicacié lineal; o, si es
prefereix, aplicar la férmula

9
ToF oz |,

_ a(yjoF)‘ 9

= - O
F(p) ahy

p 8y]

F(p)

Podem expressar T, F'-w,, en la base que més ens interessi. De
1 0 2\ 2
0 -1 3 ) \ -3

resulta
0 0
T, F-wy =2 -3 .
8u1 q 8u2 q
Si ho preferim, podem usar les coordenades ©» = (v1,vs) per al vector
resultant, de forma que
o) 0
T,F-w,=2-— 3—/—| .
P Wp 8@1 q + (9’02 q
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Calcul de la velocitat d’'un cami, la diferencial d’'una
funcié, i la derivada d’una funcié respecte a un vector

Sigui S C R? 'esfera definida per 22 4 y? + 22 = a?.
Considereu el camins

~v(t) = (acost,asint,0), §(t) = (acost,0,asint)

que recorren, respectivament, ’equador i un meridia de S.
Considereu també la funcié algada

h:S—=R, h(z,y,z2)=2z2,.

Calculeu les velocitats ' (t), §'(t), tot expressant-les en la base dels vectors

tangents coordenats associada a la carta estereografica des del pol nord ¢ =
(u,v): S —{(0,0,a)} — R2.

Apliquem la férmula v/ (to) = DY (to) 0 , 00 7 = T o7y és Pexpressié local

Oz’ v (to)
de .
Recordem D'expressié de la carta estereografica: ¢(x,y,z) = (z,9).
Aixi tenim que F(t) = (¢ o ¥)(t) = (acost,asint), amb derivada

(—asint,acost). Per tant,

., 0 0
(t) = ~asint | o
~'(¢) asint - " + acos o)

Semblantment es calcula g(t) = ( acost O), amb derivada (ﬁ, O):

1—sint’

1o a 9
() = 1 —sint Qulse)

Calculeu la diferencial dph en les mateizes coordenades.
: ) of i
Apliquem la férmula d, f = —‘ dpz’.
oxt |,

R ~ u? + 02 — g2
L’expressi6 local h = ho ™! de h és h(u,v) = am, que ens
2a?

ermet escrivrte h=a (1 — ————
P ( u2+v2+a?

) considerant u, v com a funcions.
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DeriVant, 8h/8u = % i ah/a'l} = %, obtenim
4a?
dph = —————| (ulpdpu~+vlpdpv) .
(u? +v2+a?)? |,

(c) Siguip = (a,0,0) { w, = 2—‘ + 3 . Calculeu 2Ly, h.
6 Podem usar ., f = (dp f,up) i la dualitat <dpxj, % > =6,
P
Tenim que ¢(p) = (a,0), i amb aquestes coordenades concretes, segons

acabem de calcular, d,h = dyu. Per tant,
; ’ ; ‘
w, b= (dph, = (dpu,2 —| )=2.
fp <P WP> <Pu 6up+38vp>

(d) Calculew Ly yh, L5 yh, de dues maneres diferents.
(i} Podem aplicar la férmula 2y f = D(f o ¥)(to)-
Aixi,

‘i/ﬂv’(t)h = D(h o ’y)(t) = *O -

Zsiyh =D(hod)(t) = %(asint) =acost.

Alternativament, podem procedir com en I'apartat anterior, usant .%,,  f =
(dpf,up), les expressions coordenades obtingudes en els apartats previs, i
la dualitat entre vectors i covectors.

Per a la primera de les derivades necessitem d. )b = costd, ) u+sintd, ) v.

Amb ella tenim
Lywh = (dyyh, 7' (1)
<costd (mu+sint d, asmt—‘ +acost—‘ >
(1) 7(t)
=a

(cost(—sint) +sint cost) =0.
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I semblantment per a la segona, ds)h = cost (1 —sint) dsyu, d’on
Lsrtyh = (dsyh, 0'(t)) =

. a 0
= <cost (1 —sint) dsyu, 1=t 80 v(t)> =acost.

Remarca Val la pena observar que aquest calcul en principi només és valid
en les ¢ tals que §(t) pertany al domini de la carta considerada; és a dir, tals
que 6(t) # (0,0, a), o sigui, tals que sint # 1. Tanmateix, es pot provar que
L5 (+yh és una funcié continua de ¢, i per tant el seu valor esta determinat
si es coneix en un conjunt dens (el complementari de 7/2 4+ 27Z dins R).
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Subvarietats

Coordenades adaptades a I'esfera

Sigui S C R? ’esfera de radi @ > 0 centrada a Porigen: z2 + 3% + 22 = a2.
Proveu que les coordenades esfériques (r,0,¢) de R3 sén coordenades adap-
tades a l’esfera.

Descriviu amb precisio quina carta de S defineizen.

En efecte, atesa la seva definicié, 22 4+ y? + 22 = 72, de forma que un punt
és de Desfera sii

r=a.

Aixo implica que les coordenades (6, ¢) de R3, definides en el conjunt obert
V C R3 complementari d’un semipla tancat, que per exemple pot ser y = 0,
z < 0, restringeixen a coordenades de S que denotarem amb els mateixos
simbols (0, ¢), definides en el conjunt obert corresponent U =V NS C S,
és a dir, el complementari d’'un meridia «tancat», que en aquest cas seria
el d’azimut ¢ = 7 (amb els pols).

La carta c: U — 10, m[ x| —m, 7| és Paplicacié inversa de la parametritzaci6

9(0,0) = (acospsinf,asinpsinf, acosb).

Proveu que les coordenades (x,y) de S definides per projeccid des de I'he-
misferi nord, (x,y,z) = (z,y), es poden estendre a unes coordenades de
R? adaptades a S.

Basta definir

2 =z—+a%2 — 22 —y2

sobre el «cilindre solid obert» 22 4y? < a?. Aquesta funcié és de classe C*°
i(z,y,2) — (x,y,2") és un difeomorfisme del cilindre solid en ell mateix,
amb invers donat per z = 2’ 4+ y/a? — 22 — y2. Per tant (z,y,2’) és una
carta de R3, i en ella ’hemisferi nord es descriu 2’ = 0, és a dir, és una
carta adaptada.
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Diferenciabilitat d’aplicacions entre subvarietats

Usant que S,, C R" és una subvarietat regular, proveu que laplicacio
antipodal de l’esfera és diferenciable.

Si F': M — N és diferenciable, i M, C M, No C N sén subvarietats regulars
tals que F(M,) C No, llavors l'aplicacié induida F,: M, — N, és diferenciable.

L’aplicaci6
F:R" R F(z) = —z,

és clarament diferenciable. Si x és un vector unitari —z també, de forma
que, restringint els conjunts de partida i d’arribada de F' obtenim l'apli-
cacié antipodal de Vesfera, Fy: S,, — S,,, Fy(z) = —z. Com que F és
diferenciable, F, també.
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Una immersio injectiva que no és un embedding: la corba
en forma de 8

Proveu que laplicacio
c: 0,27 = R?, ¢(t) = (sin2t,sint),

€s una immersio injectiva pero no un embedding.

Us pot ajudar provar que la seva itmatge és el subconjunt

E={(z,y) eR*|2?/4—y* +y* =0},

L’aplicaci6 c¢ és clarament de classe C*.

Es injectiva en |0, 27[, ja que si ¢, tenen mateix sinus llavors sén iguals,
ot+t =n/2, 0t+1t = 3n/2,1en aquests dos darrers casos el sinus de
I’angle doble és diferent.

I és una immersi6 perqué Dc(t) = (2cos2t,cost) no s’anulla enlloc: el
cosinus només s'anulla a ¢ = 7/2 o a t = 37/2, i en aquests punts el
cosinus de I’angle doble no ho fa.

Tot seguit comprovem que ¢(]0,27[) = E. En primer lloc, per a cada t,
c(t) € E, ja que

sin? 2t

—sin?2t +sin*t=0.

Ara sigui (z,y) € E. Volem trobar t tal que ¢(t) = (z,y). De la relaci6
y = sint deduim que ¢ = arcsiny en el primer quadrant, t = —arcsiny + 7
en el segon i el quart quadrants, i t = arcsiny+7 en el tercer quadrant, tot
considerant la funcié inversa del sinus com arcsin: [—1,1] — [—7/2,7/2].
Finalment, a ’origen (0,0) li correspon ¢t = 7.

Finalment comprovem que ¢ no és un embedding. Tenim dues opcions.
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La primera és a partir de la definicié: veure que ¢ no és un homeomorfisme
amb la seva imatge. En el nostre cas particular és ben senzill, ja que ]0, 27|
no és compacte mentre que ¢ (]0,27[) = E si que ho és.!

La segona opcié és comprovar que la imatge de ¢ no és una subvarietat
regular. El dibuix de E també ens pot ajudar en aquest cas, i mostra
clarament que, en un veinat de (0,0), E no és localment euclidia. Tanma-
teix, podem demostrar-ho formalment sense recorrer al dibuix. A tal fi,
considerem la «mateixa» aplicacié ¢ pero definida en tot R; encara recorre
E, i de fet de forma 2m-periddica. Aleshores ¢(0) = ¢(w) = (0,0), perod
els vectors velocitat respectius sén Dc(0) = (2,1) i De(r) = (2,—1): els
dos s6n «tangents» a F en el punt (0,0), i linealment independents. Aixd
només seria possible si E tingués dimensié 2 (en un veinat de (0,0)), cosa
obviament impossible.?

Observacié  El conjunt E és un conjunt de nivel: E = F~!(0), amb
F:R? - R, F(z,y) = 22/4—y?+y*. Aquesta aplicaci6 és una submersié
en tot punt excepte en (0,0) € E i (0,4£1/v/2) ¢ E. El teorema del valor
regular assegura que F és una corba regular en tot punt excepte, potser, el
(0,0). Tanmateix, la condicié de submersié és suficient perd no necessdria
per assegurar que les fibres siguin subvarietats regulars.

l1’argument donat no serviria en altres casos semblants. Anem a donar-ne una prova
alternativa. Ajudant-nos del dibuix de E i de com el recorre ¢, ens plantegem qué passa
quan ens apropem a l'origen. Resulta que lim¢— 04 ¢(t) = (0,0) = c(m) mentre que,
Obviament, lim;— 04+t no ezxisteiz en |0,2x[; és a dir, que la topologia que la bijeccié
¢: 10,27 — ¢(]0,27[) transporta de l'interval a la seva imatge és estrictament més fina
que la topologia relativa de ¢ (]0, 27[) com a subconjunt de R2.

2Tot i ser «obviament impossible», potser caldria provar-ho. Una manera senzilla és
observar que la imatge de ¢ dins R? ha de tenir mesura nulla, per tant no pot contenir
un conjunt obert.
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El tor unidimensional i la circumferéncia sén difeomorfs

Recordem que el tor unidimensional T es definia com l’espai quocient
m: R — R/Z = T de manera que m era un difeomorfisme local (pro-
blema 1.3).

Proveu que
c:R—=C, cft)=e*

€s una tmmersio.

(La identificacié C = R? ens permet considerar el pla complex com a va-
rietat diferenciable.)

Per a tota t, De(t) = 2mie®™™ # 0, de manera que c té rang 1 en tot punt.

Proveu que ¢ factoritza a través del quocient,
RS R/Z=T-5C

mitjancant una aplicacio c: T — C que és una immersié injectiva.

Per les propietats de ’exponencial complexa, dos punts ¢,t’ tenen mateixa
imatge per c sii difereixen en un enter, per tant des del punt de vista
purament conjuntista l'aplicacié ¢ esta ben definida i és injectiva.

Com que 7 és un difeomorfisme local suprajectiu, ¢ és diferenciable i té el
mateix rang que ¢, o sigui que és una immersié.

Proveu que ¢ és un embedding i que la seva imatge és S; C C. Deduiu-ne
un difeomorfisme

TS, s [t] A4 627‘—“ .

Un embedding és una immersio injectiva que és un homeomorfisme amb la
seva imatge. Acabem de veure que ¢ és una immersio injectiva, i com que
el tor és una varietat compacta (ho donem per sabut, o podem provar-ho
facilment) ¢ és un embedding.

La imatge de ¢ és la mateixa que la imatge de ¢, i és la circumfereéncia
unitat S; € C, ja que tot complex de modul 1 és de la forma e per a
certa 0.
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Finalment, un embedding defineix un difeomorfisme amb la imatge, per
tant, en aquest cas, entre T i S;.

Es pot donar una prova alternativa d’aquestes afirmacions sense usar la
compacitat de T. Partim del fet que el recorregut de ¢ esta contingut
dins la circumferéncia unitat S; C C, i que ja sabem que aquesta és una
subvarietat regular de C. Aixi doncs, la co-restriccié de ¢ amb conjunt
d’arribada la circumferéncia és una aplicacié diferenciable ¢: T — Sy.

R %= C

1 )

T*C>S1

Aquesta és una immersié injectiva igual que ¢, i com que les varietats de
partida i d’arribada tenen la mateixa dimensié, ¢ és un difeomorfisme amb
la seva imatge. Hem vist que la imatge de ¢ és tot Si, cosa que prova que
¢ és un difeomorfisme entre T i S;. Aix0 mostra que la immersié injectiva
¢ defineix un homeomorfisme entre T i la seva imatge, de manera que és
un embedding.

Deduiu-ne que
T" = (Sy)".

Conseqiiéncia immediata de l'anterior.
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Fibrats tangent i cotangent
Canvis de coordenades amb camps vectorials i 1-formes
diferencials

Considerem la varietat diferenciable R3 amb les seves coordenades cartesi-
anes (x,y, z) habituals, i amb les coordenades esfériques (r, 6, ¢). Recordem

que
r = rsinfcos¢
y = rsinfsing
z = rcosf

Calculeu la jacobiana del canvi de coordenades i expresseu-la també en
funcié de les coordenades cartesianes.

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
J=———== sinfsing rcosfsing  rsinfcos¢o
cos 6 —7rsin 6 0

/a2 +y? 422 xz/\22 4y —y
=| y/vVai+yP+22 yz/Va?+y?  w
z/VE2+y2+22 0 =22+ y? 0

Per a escrire la darrera expressiéo no cal trobar l'expressié completa del
canvi invers, només observar que r = /a2 + y% + 22, cosf = z/r, sinf =

Va2 +y?/r, ete.

Calculeu la relacio entre les dues bases de camps vectorials coordenats cor-
responents.

Usarem la relacié entre dues bases de camps vectorials coordenats:
0 oy’ 0

Ozt Ozt Oyl

La férmula anterior expressa cada camp vectorial coordenat de les coorde-
nades esferiques com a combinacié lineal dels camps vectorials coordenats
de les coordenades cartesianes, on els coeficients sén les columnes de la
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0 om0 oo 0:0
or  Ordx Ordy Ordz’

matriu jacobiana: etc. Aixi,

o 1 o 9 0
ar—m(mamwayﬂaz)
oz o 0 —— 0
89,/3;2_|_y2<x8x+y6y>z+y82

0
96~ Var "oy

Hem usat I’expressio de la jacobiana en coordenades cartesianes a fi de no
barrejar dos sistemes de coordenades en una mateixa expressio.

(¢) Calculeu també la relacid entre les dues bases de 1-formes diferencials de-
finides per les funcions coordenades.

R T
e En aquest cas la relacié a usar és dy’ = ai dz

It

Ara doncs les diferencials de les coordenades cartesianes sén combinacions
lineals de les diferencials de les coordenades esferiques, on els coeficients
son les files de la jacobiana:

dxr =sinfcospdr + rcosfcospdf — rsinfsinpde,
dy =sinfsin¢pdr 4+ rcosfsin ¢ df + rsinf cospdg,
dz = cosfdr —rsinfdf.

(d) Obteniu els canvis de base inversos dels anteriors.

A tal fi podriem calcular Paplicaci6 inversa del canvi de coordenades (és a
dir, Pexpressié de (r, 0, ¢) com a funcions de (z,y, 2)) i la seva jacobiana,

a(r,0,9)

Nw,y,2)

O bé podem calcular directament la matriu inversa de J =

Tenint en compte que la matriu J compleix
JTJ = diag(1,72,r? sin” @)

(les coordenades esfériques sén «coordenades ortogonalsy ), s’obté facilment
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J~1 =diag(1,1/r%,1/r%sin%0) J

sin 6 cos ¢ sin 0 sin ¢ cosf
J = m = cosfcosp/r cosfsing/r —sinf/r
. —sing/rsin® cos@/rsind 0

Les columnes d’aquesta matriu expressen els vectors tangents coordenats
cartesians com a combinacié lineal dels esférics; les files d’aquesta matriu
expressen les diferencials de les coordenades esferiques com a combinacié
lineal de les diferencials de les coordenades cartesianes.

Com a l'apartat (a), si es vol es poden expressar les entrades d’aquesta
matriu en termes de les coordenades cartesianes:

x Yy z
/12+y2+22 /12+y2+22 /:1:2+y2+22
rz

8(T,9,¢) — yz B /22 +y2
day) | Ve ey R

0

T
x2+y? x2+y?

(e) Expresseu en coordenades esfériques els camps vectorials segiients:

N
- oz yay 0z’
o 0 o 0
Ly = —2— _ Lo = —qx— e Lo = —y—» e
VT TRy e T T Ty T TV Ty

Donat un camp vectorial Z que en dos sistemes de coordenades s’expressa Z =

; 0 ;0
e fe Bt = g’ Bo7 les components estan relacionades per la matriu inversa de la
ot Y )
. g J 0y’ .
que relaciona els camps vectorials coordenats: g’ = E f
:Ci

Només cal multiplicar J per la matriu columna formada per les compo-
nents de cadascun d’aquests camps vectorials, expressades en coordenades
esferiques. Per exemple, les components de A sén

sin 6 cos ¢ sin @ sin ¢ cos 7 sin @ cos ¢ r
cosfcosp/r cosfsing/r —sin@/r || rsinfsing | =] 0
—sin¢g/rsinf cos¢/rsind 0 rcosf 0
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de manera que

0
A=r—
"o
cosa d’altra banda previsible observant el resultat de I’apartat (b).
Semblantment
sin 0 cos ¢ sin 0 sin ¢ cos @ 0 0
cosfcos¢/r cos@sing/r —sinf/r —rcosf = —sin ¢
—sing/rsin€ cos¢/rsinf 0 rsin 0 sin ¢ cos ¢/ tan 0
déna
d cos¢ O
Ly =—sing— — —.
L= s G, 0 90

Analogament s’obtenen

sin(bg
tand 0¢ ’

Ly = cosqb% —

d
Ls =55
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Parentesi de Lie de camps vectorials
. : 3 . . 0
Dins la varietat R”, considereu els camps vectorials A = z— +y—+2—,
or "0y 0z
0 0 0 0 0 0
L1 = —Z@+ya7, LQZ—Iaiz—FZaix 1L3 = 874—3:87 estudiats en

el problema anterior.

Calculeu-ne els paréntesis de Lie.
Si X = f10/0z" i Y = g 0/0x", aleshores [X,Y] = (.,Sfxgj —.nyj) %

La propietat d’antisimetria del paréntesi de Lie fa que només calgui
calcular-ne sis, ja que [X, X] =01 [Y, X] = —[X,Y].

Calculem primerament

AL)=Zal-2) Gt Loy o~ L -y D 2,2 D
:fZ@erQJr 0 J 0.

oy 0z Oiy B yaz

Observem que Ly, Ly i Lg s’obtenen successivament per permutacio ciclica
de les variables (z,y,z), mentre que A no canvia quan s’hi fa aquesta
permutacié, ja que de fet és simetric en les tres variables. Aixo significa
que el mateix resultat s’obté amb els altres dos paréntesis de Lie:

Ara calculem

0 0 0 0
L L = — _ _ = — _ _—
[ 1, 2] ZLl( 1‘) Ey +$leam D%LQ( Z) ay ZLzy 92
_ 9 0 4__
=0ty —z5. —0= Ly
Pel mateix argument de simetria anterior, [Lg, L] = —L1 i [L3, L1] = —Lo.

Es pot expressar aquest resultat escrivint
[Li, Lj] = =) _ €L,
k

on €5 és zero si algun index esta repetit, i en cas contrari és la signatura
de la permutacié que envia (1,2, 3) a (i, 4, k).
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Repetiu el calcul anterior usant les expressions dels camps vectorials en
coordenades esfériques obtingudes en el problema anterior, A = ra—, L=
r
0 cos¢ 0 I ¢8 sing 0 . 0
ngp— — ——— =cosp— — — i L3 =—.
90 tanf oy’ ? 90 tanfdy 0 0¢

Com que A = r 9/0r ila variable r és absent tant de les components dels L;

—si

com dels camps coordenats que els formen, directament s’obté [A, L;] = 0.
Quant als altres, el calcul més senzill és
0 sing 9

[Ls, L1] = *COS¢% + n09o —Ly.

Els altres es fan analogament.

Observem que aquests parentesis de Lie estan calculats en el domini de
definicié U de les coordenades esferiques. Per tant, estrictament parlant,
hem provat que [L3, L1]|y = —L2|y. Tanmateix, com que aquest domini és
un conjunt dens en R?, i sabem que aquests camps vectorials estan definits
globalment, per continuitat tenim [Ls, L1] = —Lo.
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Camps vectorials, 1-formes diferencials i subvarietats

Dins la varietat diferenciable R3, amb les seves coordenades cartesianes
(z,y, z) habituals, considerem la funcié, el camp vectorial i la 1-forma di-
ferencial segiients:

g=z, Y:—zi—&—yg, 8 =xdx + ydy + zdz.
dy 0z

Sigui la subvarietat S C R?, esfera d’equacié 22 + 3% + 22 = a® (a > 0).
Hi considerem les coordenades (6, ¢) deduides de les coordenades esfériques
de R3; estan definides en un obert U C S complementari d’un meridia.
Sigui i: S — R? la inclusié.

Proveu que Y és tangent a S.

Un camp vectorial Y és tangent a una subvarietat S definida com una fibra
d’una submersié G: N — R sii les funcions % G¢ s’anullen sobre S.

En el nostre cas, S esta definida dins R? com la superficie de nivell G = a2,
de la funcié

G:R* >R, G=2>+y*>+22,
que és una submersié en tot punt fora del 0. Per tant, Y és tangent a S sii
£ G s’anulla en tot S.

Calculem doncs:
G =-2zy+2yz=0,
que de fet és nul arreu.® Per tant, Y és tangent a S.

Sigui X la restriccio de Y a S. Expresseu-lo en les coordenades esfériques
de S.

Volem calcular el camp vectorial X en S que esta i-relacionat amb Y.
Imposarem aquesta relacié en coordenades.

: Jo F ) )
NYJi significa que MXZ:YJ o F.

La propietat X 9 5y £

3 Aixo significa que Y no només és tangent a S, siné que és tangent a totes les esferes
G~ Y(R?).
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En el nostre cas, la inclusié s’expressa a través de la relacié entre les res-
pectives coordenades:

xroi = asinfcosq¢
yoi = asinfsing
zoi = acosf

La matriu jacobiana d’aquesta aplicaci6 és

acosfcos¢ —asinfsing

a :C7 ’Z . .
3((0y¢>)>: acosfsing  asinfcos¢
’ —asinf 0
» N Y .
Aixi doncs, si escrivim X = X 20 + X %, hem de resoldre el sistema
lineal
acosfcos¢ —asinfsing X0 0
acosfsing  asinfcos¢ xo | = —acosf |,
—asinf 0 a sin 0 sin ¢
que és compatible en tot punt de U precisament perque Y és tangent a S.
La tercera equaci6 del sistema déna X? = —sin¢. Ficat aquest resultat
dins la primera, s’obté X? = — cos ¢/ tanf. En conclusid,
0 cos¢ O
X|y = —sing— — —.
v =—sinéas — a6 00

Sigui [ = i*(g) la restriccié de g a S. FExpresseu-la en les coordenades
esfériques de S. Calculeu df ¢ Lxf.

Calculem f = i*(g) amb g = z:
flu = acosé.

D’aqui resulta
df|jy = —asinfdé.

Ara calculem Zx f = (— sin qﬁ% — m&i&) (acosb):
n

(Zx f)lu = asinfsin ¢.
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(i} També podem usar Zx f = (df, X) i (dz’,0/927) = &'

cos ¢ 2
tan 6 d¢

.,S”Xf|U:<—asin6‘d07—sin¢§0— >:asinﬁsin¢.

6 Alternativament, podem usar que, si X ~ Y, YxF*(9) = F*(%g).

Aixi, de Yy g = (—268 + yaa) z =y resulta Lxf =i*(Lyg) =i*(y):
Yy z

(Zxf)|lu = asinfsing.

(d) Calculeu el pull-back o = i*(B) de 5 per i.

6 Els operadors F* i d commuten.

Es calcula immediatament

i*(xdx) = i*(x) di*(z) = (asin cos @) d(asin b cos @)
= a?sin 6 cos ¢ (cos O cos ¢ df — sin O sin ¢ dep) .

Analogament es calculen
i*(ydy) = a”sin O sin ¢ (cos § sin ¢ df + sin 6 cos ¢ dg) ,
i*(2dz) = —a® cos O sin 6 d6 .

El resultat és

i*(B) = i*(xdx + ydy + zdz) = 0.

Alternativament, podem observar que [ = %er, on r? = x2 + 9% + 22

2

Com que i*(r?) = a? és constant,

s ek 1 2 _1 -k 2_1 2 _
i*(B) =1 <2dr>—2dz (7“)—2da =
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Equacions diferencials i fluxos

Flux d’'un camp vectorial no complet
A la recta real M = R, considereu el camp vectorial X = an@.
i

Calculeu el flur F' de X, especificant quin n’és el domini.

Sivp: Ip — M ésla corba integral maximal de X amb condici6 inicial y,(0) = p,
el flux de X és laplicacié F: D — M, F(t,p) = vp(t), definida en el conjunt
obert D = {(t,p) [ pe M,t € I,} CR x M.

S’ha de resoldre I’equacié diferencial amb condicié inicial
R 2 o
t=2x°, z(0)=ux,.

Fent les manipulacions habituals,

d 1
x—gzdt, f;:tJrC, C=—1/z, (si x5 #0)
o sigui que z(t) = fﬁ, o, millor,
“ 1/,
Lo
t) =
o(t) = T

......

Quan z, = 0 estem en un punt critic del camp vectorial, i la soluci6é d’e-
quilibri z(¢) = 0 esta definida per a tota t.

Quan z, # 0 'expressié de la solucié té un denominador que s’anulla al
temps ¢ = 1/x,. Si per exemple z, > 0, aix0 significa que la solucié
maximal amb aquesta condicié inicial esta definida en l'interval obert I, =
]—00,1/zo[. Semblantment, si z, < 0, lavors I, =]1/z,, +0o0[.

En vista d’aix0, el flux de X és 'aplicacio
F:D—-R,ambD={(tz)c RxR |tz <1}

definida per

F(t,z) = T2



Xavier Gracia — Varietats diferenciables. Exemples basics — 21 des 2014 40

Calculeu-ne el flux o temps 1, F', especificant-ne el domini i la imatge.

Si F: D — M és el flux de X, el seu flux a temps ¢ és aplicacié parcial
F' = F(t,-). Esta definida en el conjunt obert M; = {p € M | (t,p) € D}, i és
un difeomorfisme F*: M; — M_,.

Es demana el difeomorfisme F': M; — M_; definit per F!(z) = F(1,x).
Per tant, és

El seu domini esta format pels  tals que F'' esta definit, és a dir,
My ={z]|z <1},
i la seva imatge és

M_y={z|z>-1}.

Comproveu a partir de la definicié que el flux F(t,x) =

€T .

obtingut en

1—tx

el primer apartat és, en efecte, un grup uniparamétric local de transforma-

cions.

Aquesta propietat es compleix quan d’una banda el domini de F' és obert i el

domini de cada F* és un interval que conté 0, i a més es compleixen les «lleis

de grup»: F(0,p) =p i F(t+s,p) = F(t,F(s,p)).

Comprovem les lleis de grup:

F0,2) ==,

€ 1—tx T
F(s, F(t =F = = = F(s+t,z).
(S) ( )$)> <S, ltm) 1751_1;‘1; 17(t+5)$ (S+ ;x)

Calculeu el generador infinitesimal del fluz obtingut en el primer apartat,
1 vegeu que coincideix amb X .

El generador infinitesimal es calcula amb X (p) = (0, p).
Ja que estem en un espai euclidia, escrivint el generador infinitesimal com
X (z) = (z,v(x)), sera
d z?
v(z) = —| F(tz)= — =22,
t=0 (1—tx)?],_

de manera que X = 22 9/dz, com era d’esperar.
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Orbites i redrecament d’un camp vectorial

A la varietat M = R? considerem el camp vectorial

_ 9,0
X = y3x+x8y'

Classifiqueu les orbites de X.

L’ nic punt critic de X és el (0,0), que correspon a una solucié d’equilibri.

Les altres corbes integrals de X es calculen facilment:
V(wo,yo) (t) = (o cOST—Yyo sint, x, sint+y, cost),

i sén 2m—periodiques, per tant corresponen a oOrbites tancades, que de fet
son les circumferencies amb centre a 'origen.

Considereu el punt p = (1,0). Obteniu unes coordenades en aquest punt
que redrecin X .

El redrecament es pot obtenir prenent el flux F: R x M — M de X (I’estem
suposant complet per simplicitat), prenent una hipersuperficie M, C M que
contingui p i tal que X, &€ TpMo,, i restringint el flux a Fo: R X Mo — M,
aplicacié que és un difeomorfisme local en (0,p) i compleix Fo,(9/0t) = X,
cosa que permet, construir les coordenades demanades.

En primer lloc escrivim el flux de X:
F(t,x,y) = (xcost—ysint,xsint+ycost).

Necessitem una hipersuperficie que contingui p pero tal que X (p) = 9/9y| »
no hi sigui tangent. Per exemple, la recta M, = R x {0}. Restringirem el
fluxa F,: R x My, — M.

Necessitem posar coordenades a M,, cosa que en aquest cas és gairebé
automatica:

wo: My = R, ¢o(u,0) =u.
Anomenem 1 'aplicacié composta resultant:
Yv:RxR =R x M, —»R?*, o(t,u)=F(t;u,0) = (ucost,usint).

D’acord amb la teoria, sabem que 1(0,1) = (1,0) = p, que @ és un difeo-
morfisme local en (0, 1), i que ¥, (9/9t) = X. D’aquesta forma, restringint
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adequadament el domini i codomini, I’aplicacié inversa ¢ = ¢~ és una car-
ta local de M en p que redreca X, convertint-lo en el primer camp vectorial
coordenat. Comprovem aquestes afirmacions.

(o1
tiO ]'0 7

1

La jacobiana de ¢ en (0,1) és

ucost sint

J(0,1) = (

—usint cost >

invertible. Aix{, ¢ = ¢~ és una carta amb coordenades (t,u). En elles
podem comprovar que

0

X=X
ot’

ja que

—usint cost 1 _ —usint | —y
ucost sint 0o/ wcost | z |’

que s6n les components de X en les coordenades cartesianes.

Observem, finalment, que les coordenades obtingudes no sé6n més que les
coordenades polars, (t,u) = (¢,7), de forma que X = 9/9¢, que eviden-
cia que X és el generador infinitesimal de les rotacions. Tanmateix, una
tria diferent de M,, o amb la mateixa recta M, perd parametritzada per
una coordenada diferent de ’abscissa u que hem usat, haurien donat unes
coordenades diferents en M.
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5.3 Grups uniparamétrics de transformacions i derivada de Lie

A la varietat R3 considerem el camp vectorial

i laplicacio
F: RxR® — R3
(t,z,y,2) > (xcost+ysint,ycost — xsint,z).
(a) Comproveu que F és un grup uniparamétric de transformacions de R?, i
que el seu generador infinitesimal és X.
Hem de comprovar que, per a qualssevol s,t € R ip = (z,y,2) € R3,

F(0,p) = p, F(t+s,p) = F(t, F(s,p)):

F(0,2,y,2) = (zcos0+ ysin0,ycos0 — xsin0, z) = (z,y, 2) ;

F(t+s,p) = (zcos(t+s)+ysin(t+s),ycos(t+ s)— zsin(t+ s),2)
= (a:(costcoss —sintsin s) + y(sint cos s + costsin s),
y(costcoss — sintsins) — z(sint cos s + costsin s), z) ;
F(t,F(s,p)) = F(t,xcoss+ysins,ycoss— xsins,z)

((Jccoss—l—ysin s)cost + (ycoss — xsin s)sint,
(ycoss — xsins)cost — (xcoss+ysins)sint,z)
(:ccostcoss+ycostsins+ysintcoss — rsintsins,

ycostcoss — xcostsins — xsintcoss —ysintsins,z) .

Per calcular el generador infinitesimal de F en un punt p € R? calculem la
velocitat v, (t) de y,(t) = F'(t,p) = (vcost + ysint,ycost — xsint, 2):

Yp(t) = (—wsint + ycost) E% o (ysint + x cost) 8%/

p(t)

d’on X(p) =,(0) = (y8/0x —x0/9y)l,, o
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(b) Sigui f(x,y,z) =xz. Calculeu Lx [ de dues maneres.

D’una banda, tenim ’accié de X com a derivacié:
(a2 8 _ 0(zz2) d(xz)
Zxf= (y&r x8y> (xz) = x

D’altra banda, hi ha una relacié entre aquesta derivacié i la definicié de

yax oy

derivada de Lie a partir del flux de X:
d

o FR(D ) = flp)
i «i”Xf(P)—hmf— e

t—0

F (f)(p)-

t=0

Calculem, doncs, en p = (z,y, 2):

d

Lxfo)= 3 F(F'(p))

t=0

PR = S

t=0
(rcost+ysint)z = (—xsint +ycost)z|,_, = yz.

dt

t=0
(¢c) Sigui Y = 20/0x — x0/0z. Calculeuw LxY de dues maneres.
o La derivada de Lie i el paréntesi de Lie estan relacionats per £xY = [X,Y].

La manera més senzilla de fer el calcul és doncs

o L0 .0 ,o|_ 0. .0
0z Yoz oy’

Alternativament, podem usar la definicié de derivada de Lie:

d *
O svp=35| Frow.
t=0
Calculem F**(Y)(p) = Tpe(p) F~" (Y (F'(p))). Les aplicacions F* sén line-
als, i per tant la seva jacobiana és la matriu que les representa; en particular,

la jacobiana de F~* en un punt qualsevol és

cos(t) —sin(t) 0
JF Y (z,y,2) = | sin(t) cos(t) 0
0 0 1

Llavors
Y (F'(z,y,2)) = Y(xcost 4+ ysint,ycost — xsint, z)

_(,9 _ , in)- 2
_(Zax (xcost—i—yslnt)az)

Ft(z,,2)
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F*(Y)(p) = T F " (Y(F'(p)))

= (ZCOStaax —I—zsinté% — (xcost—i—ysint)aaz>

p

F'™(Y) = zcosté% +zsint§y - (xcost—i—ysint)%_

Finalment,
2y =41 pryy
T,
4 zcost@—l—zsintg—(xcost—i—ysint)g
dt|,_, ox dy 0z
Y A 9 nt_ 9
= ( zsmtax +zcost8y + (zsint ycost)az> .
)
Oy 0z’

(Totes aquestes expressions estan implicitament avaluades en un punt con-

cret, perd arbitrari, de M.)
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6 Camps tensorials

6.1 Canvi de coordenades en camps tensorials

Dins la varietat R considerem la meétrica riemanniana canonica, que en
les cordenades cartesianes s’expressa

g=dr®dr+dy®dy+dz®dz,
i la forma de volum canonica

Q=dzAdyAdz.

(a) FExpresseu g en coordenades esfériques.

En el problema 4.1 hem obtingut que

dxr =sinfcospdr + rcosfcospdf — rsinfsinpde,
dy =sinfsin¢pdr 4+ rcosfsin¢pdf + rsinf cospdg,
dz =cosfdr —rsinfdf.

Només cal una mica de paciéncia i introduir-los dins 'expressi6 de g:

dz ® dz = sin? 0 cos® ¢ dr @ dr
+ 72 cos? 0 cos® ¢ A9 @ db
+r?sin? §sin? ¢ do @ do
+ 7sin f cos § cos® ¢ (dr @ df + df ® dr)
— rsin® f cos psin ¢ (dr @ do + dé ® dr)
—r%cosfsinf cos gsing (dd @ dg + do @ d) ,

dy ® dy = sin® #sin? ¢ dr @ dr
+ 72 cos? §sin? ¢ df @ db
+ 72 sin? 0 cos® ¢ do @ do
+ 7sinf cosfsin? ¢ (dr @ df + df @ dr)
+ rsin? @ cos ¢sin ¢ (dr @ de + do ® dr)
+ 72 cos 0sin ) cos psin ¢ (df @ d¢ + dé ® db) ,
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dz®@dz = cos?0 dr @ dr
+r?sin? 0 df @ df
—rcosfsing (dr ® dd+do @ dr).
Sumant-los s’obté
dz@dr+dy@dy+dz®dz =drodr+r? dd®d6 +r?sin? 6 dp @ dé,
expressié valida en el domini de definicié de les coordenades.
Ezpresseu €1 en coordenades esfériques.
Aquest es un cas especial, ja que es tracta d’una forma diferencial de grau

maxim, i per tant podem aplicar

j
dy' A. . Ady™ _det<a >d A...Adz™.
oxt

o(z,y, z .
Tenint en compte que det M =7r2sinb,

a(r,0,9)
dzAdyAdz = r2sinf dr AdOAd .

A R? considereu el camp de 2-vectors tangents

0 0
A= 9
N ox "oy oy’
Ezxpresseu-lo en coordenades cilindriques (p, ¢, z).
Tenim
@:combﬁ—sméi
ox dp p 0¢
o _ . .0 , cosd g
3 —sm(bap—i— 0 90
d’on
) o Q_smqb@ 0 cosP 9
8:5/\8_(C03¢ ) 8) (smd) + p a¢>
_ (cosz¢+sin2¢>a/\a.
p p ) op 09
Per tant
A=20 ,0
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6.2 Calcul amb formes diferencials

Considerem la varietat diferenciable R* — {0}, amb les seves coordena-

des cartesianes (z°, 2!, 22, 23) habituals. Considerem-hi la funci6, el camp

vectorial i les formes diferencials segiients:

r= (@ @ @ )

0 0 0 9]
_ .0 1 2 3
A=r g T gt T g T g
o= 2%z Adz?Ada® — 2lda® Ada® Ada
— 22d2® Ada3 Adat — 22da® Adat Ada?
Q = dz® Adz Adz® Ada?.
(a) Calculeu do.

e Tenim que ddf =0, que d(fdgi A... Adge) =df Adgi A ... Adgk, i que dues
1-formes diferencials anticommuten

do = dz°Adz' Adz?Ada?
—dz' Adz® Adz? Ada® — da? Ada® Ada? Adat — dzd Adz® Adat Ada?
do=40Q.

(b) Calculeu % No.

Primer calculem d7? = 2(2%dz® 4+ z'da! 4+ 22d2? + 23d2®) = 2rdr, d'on
tenim

d 29da® + ztdalt + 22dx? + 23da®
r= .

r

D’aqui, multiplicant terme a terme amb o, tenim

d 1
% Ao =3 ((m0)2dx0/\d$1/\dx2/\dx3 — (')?dz Ad2® Ad2® Ada®
— (z%)2d2? Ada® Ada® Adat — (;v3)2dx3Adac0/\dx1/\dx2> :
d
L ho=q.
r

dr
Observacié Tant do com — A o sén multiples de Q. Aixo és perque 2 és

r
una forma de volum —en cada p, Q,, és base de A*T(R* — {0}).



Xavier Gracia — Varietats diferenciables. Exemples basics — 21 des 2014 49

(¢) Calculeu inS).

Usarem que ix és una antiderivacié, que sobre 1-formes diferencials ix és la
contracci6 de vectors amb covectors, i que dz* és la base dual de 9/dz’

iaQ = ia(de’ Adz' Adz? Ada?)
= (iada®)dzt Adz? Ada?® — (iadat)dz® Ada? Ada®
+ (iadz?)dz Adzt Ada® — (iada®)d2z® Adazt Ada?
= 2%da! Ade? Ada® — 2'da® Ada? Ada®
+ 22dz Adzt Ada® — 23da® Adat Ada?
iAQ = 0.
(d) Calculeu ino.

Procedim de manera similar. Calculem les contraccions de cada z° /90,
. amb o:

i <:coaao> o = —a2°(z'dz? Ada® 4 2?d2® Ada! + 23dat Ada?),
x

0
i <x181> o =22 dz? Adx® — 2ta?da® Adae® + 2tadda Ada?,
x

etc. Sumant les quatre contraccions tots els segons membres es cancellen i
s’obté

iAUZO.

(e) Torneu a calcular inQ usant Uexpressid de Q obtinguda a Uapartat (b).

Tornem a usar que ia és una antiderivacié:
dr dr dr dr
A =ia (/\0) = <iA)cr—/\iAa: lo—— AO.
r r r r
En aquest calcul hem usat dues coses: el fet que
iadr = {dr,A) =r,

que s’obté facilment contraient les expressions de dr i A, i el valor ianc =0
obtingut a 'apartat (d).
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Calculeu Lao.

Usarem que Zx és una derivacié i que commuta amb d.

Vista 'expressié de A, tenim Zaz’ = 2, i per tant Lada’ = A2’ =

dx*.

Ara calculem

La(2dat Adz® Ada?) = (Laz®)dat Ada? Ada® + .. 4 20%dat Ada® A Lada?
= 2%z Adz?Ada® + ..+ 20dat Ada® Ada?
= 42%z Ada? Ada?.

Fent-ho amb tots els termes de o obtenim

Lro=4o.

També podem usar la férmula de Cartan: £x =ix od +doix

Usant els resultats de (a), (d) i (¢), Zao =ia(do)+d(iaoc) = 4iaQ2+d0 =
4o.

Calculeu LA

1
Usant els resultats dels apartats (a) i (f) tenim ZAQ = Za (4 do) =

1 1
— = — 4 = M
1 d %ac 1 d(40) =do

LA =40.

FExisteiz algun valor de k tal que la 4-forma diferencial r*Q és invariant pel
camp vectorial A?

Un camp tensorial w és invariant per X sii Zxw = 0.

Calculem primer Zar* = (dr¥, A) = (krk=tdr, A) = krk=1(dr, A):
Park =kt

Usant que Za és derivacid, i el resultat de 'apartat anterior, tenim
LA(FQ) = (Lar™)Q+ 7P LAQ = krFQ + 77 (49Q) = (k4 4) r* Q.

Aquesta forma diferencial és nulla sii k = —4.
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8 Connexions en una varietat

8.1 Simbols de Christoffel en diferents sistemes de
coordenades

Considereu la varietat R? amb la seva connexi6 estandard, aquella on els

camps vectorials coordenats cartesians sén parallels: per a tot u € TR?Z,
V., 0/0x =0, V,,0/0y = 0.

(a) Calculeu-ne els simbols de Christoffel en coordenades polars.

Coneguda la derivada covariant, els simbols de Christoffel sén les funcions Ffj

tals que V 5 i:Fk 9

0. 557 = i gge
@ D’altra banda, Vi, (fX) = (Zuf) X + f VuX.
De la relacié entre coordenades cartesianes i polars x = r cos ¢, y = rsin ¢,

es dedueix la relacié entre els respectius camps vectorials coordenats, im-
posant que els camps vectorials coordenats cartesians siguin parallels:

(o) 1 0 0 o , . ,0
or 22+ 42 <x8x y@y) N COS(’bax Sm¢8y ’
8 —_—— Q @ —_—— a1 Q Q Q

oo yax xay Tbm(bax TCOb¢8y'

Tot seguit calculem les derivades covariants:

0 0 .0
2 5 V% <cos¢)8m+s1n¢ay>

9 2 1+ 9 ine) 9 1 si ]
(COS¢)8x +cos¢V% &~ + 8r(sm¢)8y —I—smd)V% 5

<
Q

|
I

0
or
0.

D’aqui es desprén que

F:T:F?’I‘:O'
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Semblantment,
Vaar Baqb —V% < TSIH¢ 0 JrrcosqS )
:5( rsmd))—xfrsmgbva 8x+%(rcos¢)—y+rcos¢va
g2 40+ cospd +0=10
= —sin¢g — 3 h— ==
> oz o8 dy r O¢
Va@—va (—rsm¢+rcos¢ )
¢ 09 26
56¢( rblngb)%—rblngbva 8I+a—¢(r005¢))—+r005¢ 8%6@
= —T‘COS(;S% +0 —rsin¢a—y +0= —r%.
Un calcul semblant, per bé que innecessari ja que la connexio és sense torsio,
déna V 5 9 ! 2
96 or ¢

El resultat és, doncs:
7, =0, re =o,
lo=Th, =0, T4, =Tf =",
66 = T rg,=0.

Un procediment alternatiu seria usar la férmula del canvi de coordenades
dels simbols de Christoffel:

0z* 87° 9" 92z 9zF
k _ 1y vLr gL
T =T 5t 907 057 T 527007 05° -

Aixi podem calcular, per exemple,

0%z Or 0%y Or

F”:&“@r%—'—@rar@:o’

2 2
g P Py oo

Or Or 0¢ Or Or Oy
- 8%x Or 0%y Or
Frd’_ar@gb@ix—i_arﬁqba = —sin¢cos¢ + cosgsing =0,

0%xr 0¢ 0y 0¢ —sin¢ cosgp 1
F¢ — _r T = _q = —
= Grogon orop oy 0Ty TS0 =
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r 825E or 82y or . . -
% 999 dx + 06 0¢ oy —rcos¢cosp —rsingsing = —r,
—sin¢
r

= O %-l- 32;1/ %——rcosgb
d’_&;ﬁ@qﬁax ¢ I (‘3y_

cos¢

0.

Fz —rsing
9 _1lo
o = v g

Calculeu totes les derivades covariants Vg, E;.

(b) Siguin E,. =

Apliquem el mateix procediment que abans:

Observi’s que, encara que la connexi6 és sense torsi6, Vg, By # Vg, E;, la
qual cosa no és soprenent ja que la base (E;) no és de camps vectorials
coordenats, i [E,, Ey] # 0.



8.2
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Geodeésiques d’una connexio

Sigui R? amb la seva connexi6 estandard.

Calculeu Uequacid de les geodésiques de R? en coordenades cartesianes i en
coordenades polars.

L’equaci6 de les geodeésiques d’una connexi es pot escriure, en coordenades,

§" + (o) d ¢ =0.

En coordenades cartesianes els simbols de Christoffel sén nuls, de forma
que 'equaci6 perque (z(t),y(t)) sigui una geodésica és

i=0,
y=0,

que sén les rectes del pla parametritzades amb velocitat constant.
En coordenades polars: (r(t), ¢(t)) és geodeésica quan

4Ty o+ Dy i o+ T, G + Ty b =7 — 1§ =0,
G+T8 7+ T8 7 ¢+T5 o7 +T0,ddp=0+27¢=0.
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9 Varietats pseudoriemannianes

9.1 Canvi de coordenades en metriques

Dins la varietat R? considerem la métrica riemanniana canonica, que en
les cordenades cartesianes s’expressa

g=dz®dr+dy®dy.

(a) Expresseu g en coordenades polars.

De la relaci6 entre coordenades cartesianes i polars x = rcos ¢, y = rsin ¢,
es desprén immediatament

dr = cos¢pdr —rsin¢de,
dy =sin¢gdr 4+ rcos¢pde.
Només cal introduir-los dins I'expressi6 de g:

dz @ dz = cos® ¢ dr ® dr

+7?sin® ¢ dp @ do

—rcos¢sing (dr @ dg + do @ dr),
dy ® dy = sin® ¢ dr ® dr

+7r2cos® ¢ dp @ do

+rcos¢sing (dr @ d¢ + d¢ ® dr)

Sumant-los s’obté
dz@dz+dy@dy =dr@dr+r?d¢ ®de,

expressio valida en el domini de definicié de les coordenades.



9.2

i
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Calcul dels simbols de Christoffel de la connexié de
Levi-Civita

Calculeu els simbols de Christoffel de R? amb la seva métrica riemanniana
estandard expressada en coordenades polars, ¢ = dr @ dr + r? d¢ @ dé.

Es pot calcular els simbols de Christoffel a partir dels coeficients de la meétrica
amb la férmula Ffj = ¢**[if, 4], essent

o 1 (0gje | Ogie  0gij
U”g]"§'<axi'+ o amf)

els simbols de Christoffel de primera espeécie.

0
En el cas en qué ens trobem, hi ha una sola derivada no nulla, 990 _ 2r.

Per tant els tnics simbols [ij, k] que poden no ser nuls sén els que tinguin
dos ¢’siun r:

[T¢’ (b} = [¢Ta (b] =T, [(b(ba T] =—-T.
I com que les coordenades son ortogonals la matriu inversa de la métrica es

calcula simplement invertint els termes de la diagonal, (¢¥/) = diag(1,7~2),
de manera que

9, =g%ré, 0l = 1/r, T4 =T0,, Thy=g"led,r]=—r,
mentre que tots els altres sén nuls:

Iy, =T =1, = ’qlr:Fﬁd,:O-
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