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Prefaci

Aquests apunts provenen d’uns apunts similars de ’assignatura de Geome-
tria Diferencial 2, amb ’addicié d’alguns capitols d’Ampliacié de Models
Matematics de la Fisica, amdues dins la llicenciatura de Matematiques de
la Facultat de Matematiques i Estadistica de la UPC. D’aquesta manera el
document abraca de forma baldera els continguts de Varietats Diferencia-
bles del grau actual. No hi ha demostracions, ni gairebé exemples; només
les definicions i els resultats, d’importancia diversa. Aquestes notes no
substitueixen els apunts, ni els llibres, ni, encara menys, el treball perso-
nal.

Us agrairé que em feu arribar correccions i suggeriments.

Les definicions hi apareixen subratllades. La resta d’enunciats sén pro-
posicions, teoremes, corollaris, ... Alguns comentaris i resultats auxiliars
també hi apareixen, amb una lletra més petita.
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Varietats diferenciables

El concepte de varietat diferenciable es pot definir partint d’un conjunt,
d’un espai topologic, o d’una varietat topologica. Partirem del segon.

Cartes, atles, varietats

Sigui M un espai topologic. Una carta (o carta local) m-dimensional de M
és un parell (U, ¢) on U C M és un subconjunt obert i ¢:U — p(U) C R™
és un homeomorfisme amb un obert de R™.

La dimensi6é d’una carta esta determinada per la topologia de M, ja que dos
oberts no-buits de R™ i R™ amb m # n no poden ser homeomorfs, pel teorema

de la invariancia de la dimensid.

Una carta (U, ) també s’anomena sistema de coordenades. El domini U

s’anomena obert coordenat i les funcions components ¢* de ¢ s’anomenen
funcions coordenades de la carta.

Si p € U, els nombres p(p) = (¢*(p),...,»™(p)) s’anomenen coordenades
(locals) de p en la carta (U, p).

Siguin (U, ), (V,4) dues cartes m-dimensionals de M. Anomenem
canvi de coordenades (o canvi de carta) l'aplicaci6, entre oberts de R™,
que denotem (abusant de la notaci6) per

Yoo Lip(UNV) = p(UNV).
Sigui 7 € N U {oo,w}. Les cartes (U, ), (V,9) es diuen C"-compatibles si
el canvi de coordenades, i el seu invers, sén aplicacions de classe C".

Si UNV = @ aquesta condicié es compleix trivialment. Dues cartes qualssevol

s6n sempre C%-compatibles.

Un atles m-dimensional de classe C" en M és un conjunt de cartes A =
{(Uqa, ¢a) | @ € A} m-dimensionals tals que els seus dominis recobreixen M,
i dues cartes qualssevol sén C"-compatibles:

e M= U U,
acA

o Va,B€A) ppoprt: paUanNUg) = pp(UyNUsg) és de classe C"

Dos atles A, B de M sén C"-compatibles si AU B és un atles de classe C”;
equival a afirmar que cada carta de A és C"-compatible amb cada carta
de B.
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En el conjunt dels atles de classe C™ de M, la relacié «A4 és C"-compatible
amb B» és d’equivalencia. La unié de tots els atles d’una classe d’equi-
valéncia és un atles maximal (és a dir, un atles al qual no es poden afegir
més cartes compatibles).

Una estructura diferenciable m-dimensional de classe C™ en M és una classe
d’equivaléncia d’atles m-dimensionals de classe C" de M, o, equivalentment,

un atles maximal.

Una varietat diferenciable! de classe C" i dimensié m és un espai to-
pologic M dotat d’una estructura diferenciable de classe C” i dimensié m.

Suposarem implicitament que M no és buit.

La dimensi6 de M es representa per dim M. Es habitual anomenar corbes les

varietats de dimensié 1, i superficies les de dimensio6 2.

Quan parlem d’una carta d’una varietat diferenciable, ens referim a una

carta del seu atles maximal.

En la definicié de varietat diferenciable, sovint s’imposen condicions to-
pologiques a l'espai M:
e que sigui separat (Hausdorff)
e que la seva topologia tingui base numerable d’oberts; o, més general-
ment, que sigui un espai paracompacte
Sempre assumirem que es compleix la primera; per a alguns resultats, caldra
assumir que també es compleix la segona.

Una varietat de classe C° es diu varietat topologica. Una varietat de
classe C¥ es diu varietat analitica. Una varietat de classe C* es diu

varietat diferenciable, o varietat llisa.

D’ara endavant, llevat d’indicacié contraria, no considerarem més que vari-
etats diferenciables (de classe C*), i les anomenarem simplement varietats.

A vegades es defineix el concepte de varietat sense imposar que els diferents
components tinguin la mateixa dimensié. Sota aquest punt de vista més general,
les varietats que hem definit, on tots els components tenen la mateixa dimensié,
s’anomenen pures.

Es poden considerar varietats de dimensi6 infinita reemplagant els espais R™ per
espais de Hilbert, espais de Banach, espais de Fréchet, o altres espais vectorials

ITambé s’usen els termes estructura diferencial i varietat diferencial.
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topologics més generals: s’obtenen les varietats de Hilbert, varietats de Banach,
etc.

Si es reemplaga com a model local R™ per un semiespai tancat com ara R =
{x € R™ | 2! < 0} s’obtenen les varietats amb vora.
Si es reemplaga R™ per C™, amb canvis de coordenades holomorfs, s’obtenen les

varietats complexes o holomorfes.

Exemples

R™ té una estructura diferenciable canonica, la definida per la carta global
Id: R™ — R™ i l'atles corresponent {(R™,Id)}. Les funcions coordenades
corresponents pr;: R® — R sén les coordenades cartesianes.

Les cartes de la varietat diferenciable R™ sén, doncs, tots els difeomorfismes
p:U — U entre oberts de R™.

Sigui ' un R-espai vectorial de dimensi6 finita m, amb la seva topolo-
gia canonica. Qualsevol bijeccié lineal p: E — R™ és una carta global, i
{(E, )} un atles, que defineix una estructura diferenciable en E. Aquesta
no depeén de 'isomorfisme ¢ triat.

Les varietats de dimensi6 0 sén els espais topologics discrets.

Siguin M una varietat diferenciable, i ¢:U — ¢(U) una carta de M. Si U’ C U
és un obert, la restriccié ¢": U’ — o(U’) també és una carta de M.

Aixi, si W C M és un subespai obert i ¢:U — ¢(U) una carta de M, llavors
olunw:UNW — (U NW) també és una carta de M.

Sigui M una varietat diferenciable, i W C M un subespai obert. Les cartes
(U, p) de M amb domini U C W sé6n cartes de I'espai topologic W, i el con-
junt de totes elles és un atles de W. Amb aquesta estructura diferenciable,
W s’anomena subvarietat oberta de M.

En particular, tot obert W C R™ té una estructura diferenciable canonica,
la donada per la carta global Idy: W — W.

Subvarietats de R"

Sigui M C R™ una subvarietat regular de classe C*°: per a cada punt
x € M, existeixen un conjunt obert U de R"™ contenint x, i un difeomorfisme
de classe C® p:U — V, tals que o(UNM) =V N (R™ x {0}). Posem
Us,=UNM, obert de M, iV, =V N (R™ x {0}), obert de R™. Llavors
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la restriccié de ¢, considerada com a aplicacié po.: U, — V5, és una carta
m~dimensional de M, i el conjunt d’aquestes cartes defineix sobre M una
estructura de varietat diferenciable.

Siguin M, N varietats diferenciables. Siguin {(Uy,ps) | @ € A} un atles
de M, {(Vs,¢p) | B € B} un atles de N. Per a cada (o, 8) € Ax B, el parell
(Ua X Vg, 00 X 15) és una carta de M x N, anomenada carta producte.
El conjunt de totes elles n’és un atles, amb el qual M x N és una varietat
diferenciable, anomenada varietat producte de M i N.

Sidim M =m i dim N = n, aleshores dim(M x N) =m + n.

Igualment es defineix el producte d’un nombre finit de varietats diferenciables.

Aplicacions diferenciables

Siguin M, N varietats diferenciables, f: M — N una aplicaci6. Siguin
(U, ¢) una carta de M i (V,1) una carta de N tals que f(U) C V. Llavors
esta definida l’aplicacio

F=dofluoe o) =u(V)
entre conjunts oberts d’espais euclidians. S’anomena expressié local de f
en les cartes (U, ) i (V, ).

Si f és continua en p € M, llavors existeix una expressié local de f al voltant
de p.

Sigui k € N U {oc}. L’aplicacié f es diu aplicaci6 de classe C* (o morfisme

de classe C*) si, per a tot p € M, existeix una expressié local f de f,
definida a partir d’un obert coordenat U 3 p, tal que f és de classe CF.
Més generalment, en una varietat de clase C" es poden considerar aplicacions de

classe C¥, amb k < r.

Denotarem per C*¥(M, N) el conjunt d’aplicacions de classe C* entre M
iN.

Las aplicacions de classe C*> s’anomenen diferenciables (o llises).

Notem la discrepancia d’aquesta denominacié respecte a la nomenclatura habi-

tual del calcul diferencial.

Si f és de classe C*, llavors és continua.
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Sigui f: M — N una aplicaci6. Si f és de classe C¥ i U € M és un
subconjunt obert, llavors f|y: U — N és classe C*. Reciprocament, si les
restriccions de f als conjunts d’un recobriment obert de M sén de classe CF,
llavors f és de classe CF.

Aixd es pot expressar dient que «ser de classe CF» és una propietat local.

Lema d’enganxament d’aplicacions diferenciables

Siguin M, N varietats, (Uy)aca un recobriment obert de M, i fo: Uy — N
aplicacions tals que, per a qualssevol a, 3 € A, es compleix fo|v,nv, =
fslu.nu,- Llavors existeix una tnica aplicacié f: M — N tal que, per a
tot a, flu, = fa. Siles f, sén de classe C*, també ho és f.

Si f és de classe CF, llavors Iexpressié local de f en un parell de cartes
qualssevol és de classe CF.

Sigui f: M — N una aplicaci6 continua. Siguin {(Ua,pa) | @ € A} un atles
de M, {(Vs,v5) | B € B} un atles de N. Llavors f és de classe C* sii, per a tot
(a, B) € A x B, l'aplicacié

fap = s o f‘Uaﬁf—l(VB) o Pu’t pa(Ua N fH(Va)) — 15 (Va)
és de classe C*.
Siguin M LNS P aplicacions. Siguin (U, ¢), (V,v), (W, x) cartes de M, N

i P tals que f(U) C V, g(V) C W. Per a les expressions locals de f, gi go f es
compleix

gol=9-7.
Siguin M LNSP aplicacions. Si f i g sén de classe C*, també ho
és go f

Difeomorfismes

Un difeomorfisme (o isomorfisme de varietats diferenciables) és una bijeccié
f:M — N tal que fi f~! sén diferenciables.

Més generalment, es poden considerar difeomorfismes de classe C*.

Dues varietats es diuen difeomorfes si existeix un difeomorfisme entre elles.
Necessariament tenen la mateixa dimensio, i son homeomorfes.

L’aplicacié identitat és un difeomorfisme. La composicié de difeomorfismes és un
difeomorfisme. L’aplicacié inversa d’un difeomorfisme també és un difeomorfis-

me.
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Un difeomorfisme local? és una aplicacié f: M — N tal que, per a tot punt
p € M, existeix un conjunt obert U 3 p tal que f(U) C N és obert i la
restriccié f|y: U — f(U) és un difeomorfisme.

Una mateixa varietat topologica pot tenir diferents estructures diferencia-
bles. En algun casos, com ara R* o S7, hi ha diferents estructures diferenciables
no isomorfes.

Tota varietat diferenciable de classe C' té una estructura diferenciable de clas-
se C>. En canvi, hi ha varietats topologiques que no admeten cap estructura
diferenciable.

Tota varietat diferenciable de dimensié n amb base numerable d’oberts és difeo-

morfa a una subvarietat de R***! (teorema de Whitney).

Funcions diferenciables i pull-back

Anomenarem funcié una aplicacié6 f: M — R (o més generalment amb
valors vectorials, en R™ o en un espai vectorial real de dimensi6 finita).

Una funcié f: M — R és de classe C* sii existeix un atles {(Us, pa)} de M tal

que les expressions locals J/”; = flu. o pa’: wa(Ua) = R sén de classe CF.
Denotarem el conjunt C*°(M,R) de les funcions diferenciables en M per
C>(M), o F(M).
C°°(M) és una subalgebra de la R-algebra de les funcions continues C°(M).
Sigui F: M — N una aplicacié entre varietats. Si g: N — R és una funcio,
es pot definir la funcié6 F*(g): M — R per

F*(g)=goF.
F*(g) és la imatge reciproca o pull-back de g per F'.

Si F és continua, s’obté una aplicacié F*: CO(N) — C°(M) que és un
morfisme d’algebres.

Si F: M — N és una aplicacié diferenciable, llavors per a tota funcié dife-
renciable g: N — R la funcié F*(g) és diferenciable, i aplicacié

F*:C®(N) — C(M)

és un morfisme de R-algebres.

2Hi ha qui usa informalment el terme difeomorfisme local per a referir-se a un di-
feomorfisme definit en un subconjunt obert; convé evitar aquesta confusié, ja que un
difeomorfisme local no és un tipus especial de difeomorfisme.
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Considerem dues cartes (U, ¢) de M i (V,4) de N tals que F(U) C V. Si F és
la corresponent expressié local de F', es compleix que
F'@)ly=F op,

de manera que F|y estd determinada pel pull-back de les funcions coordenades.

El pull-back de les funcions coordenades permet calcular, en el conjunt obert

pertinent, el pull-back de funcions qualssevol. Amb les mateixes hipotesis, sigui

g: N — R, i escrivim-la com g = g1, és a dir, g s’expressa com una funcié g de

les funcions coordenades. El seu pull-back també: F*(g) = F{*(Tﬂ o, i de fet
F'(g) =90 F"(¢),

és a dir, només cal substituir les y’ pels seus pull-backs F*(y?), els quals sén

funcions de les z°.

L’aplicaci6 pull-back satisfa les propietats segiients:
o Id}, = Idgee (ary-
e SiME NS P (GoF) =F* oG
e Si M 5 N és un difeomorfisme, F*: C*>®(N) — C°°(M) és un isomor-
fisme.

Reciprocament, si T: C*°(N) — C*° (M) és un isomorfisme de R-algebres, es pot
provar que existeix un difeomorfisme F: M — N tal que T = F*. Per tant,
lalgebra C*>°(M) caracteritza la varietat M.

En el cas d’un difeomorfisme F: M — N, existeix l'aplicacié inversa del pull-
back F*. Es representa per Fy:C*(M) — C°°(N), i s’anomena push-forward o

imatge directa.

Funcions altipla

Recordem que el suport d’una funcié f: M — R és el més petit dels conjunts
tancats fora dels quals s’anulla:

Supp(f) = adherencia de {p € M | f(p) # 0}.

La funcié f:R — R definida per f(t) = e Mtsit >0, ft) =0s1t <0, ésde
classe C*.

(Observacis: f no és de classe C.)

Siguin a,b € R, a < b. Existeix una funcié6 g:R — R de classe C* tal que
gt)=1sit<a,g(t)=0sit>0,i0<g(t)<lsia<t<b.
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Siguin 0 < a < b. Existeix una funcié h: R™ — R de classe C* tal que
e h(zx)=1s5i|z|| <a,
e h(z)=0s5i|z| >0,
e 0<h(zr)<lsia<|z| <b.

Lema d’existéncia de funcions altipla 1
Sigui M una varietat diferenciable, p € M un punt, V' 3 p un conjunt
obert. Existeix una funcié diferenciable f: M — R tal que:

e f val 1 en un veinat compacte C' 3 p tal que C C V,

e f té suport compacte contingut en V',

e 0 fL 1.

Lema d’existéncia de funcions altipla IT
Sigui M una varietat diferenciable, V' C M un conjunt obert, A C V un
conjunt compacte. Existeix una funcié diferenciable f: M — R tal que:

° fla=1,

e f té suport compacte contingut en V,

e 0 fL 1.

Una funcié amb les caracteristiques anteriors s’anomena funcié altipla.

Lema d’extensio local de funcions

Sigui M una varietat diferenciable, V' C M un conjunt obert, A C V un
conjunt compacte. Si g:V — R és de classe C*, existeix una funcié de
classe C* ¢’: M — R tal que ¢'|4 = gla.

Sigui F: M — N una aplicacié continua entre varietats. Si per a tota funcié
g: N — R de classe C* el pull-back F*(g) és de classe C*°, aleshores aix0 també
és cert per a tota funcié g: V — R de classe C* sobre un obert V' C N qualsevol.

Una caracteritzacio alternativa de la diferenciabilitat d’aplicacions

Sigui F: M — N una aplicacié continua entre varietats. Suposem que, per
a tota funcié g: N — R de classe C*°, el pull-back F*(g) és de classe C*.
Llavors F' és de classe C°.

Particions de la unitat

Sigui M un espai topologic. Una particié (continua) de la unitat en M és
una familia (¢;);c; de funcions continues ¢;: M — R tal que:
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e 0<v; <1,

e ¢l conjunt dels suports {Supp(v;)}icr és localment finit,

° Zi cr P = 1.
La particié es diu subordinada a un recobriment (U,)aca de M si cada
Supp(¢;) estd contingut en algun Ul,.
A vegades en aquesta definicié se suposa que el conjunt d’indexs tant de la particié
com del recobriment és el mateix, i la condicié6 de subordinaci6 es posa com
Supp(¢a) C Ua.

En un espai paracompacte, per a tot recobriment obert existeix una particié

continua de la unitat subordinada al recobriment.

Si M és una varietat diferenciable, es defineix de manera analoga el concepte
de partici6 diferenciable de la unitat, demanant que les funcions ; siguin
diferenciables.

Si M és una varietat paracompacta, tot recobriment obert de M té una particié
diferenciable de la unitat subordinada.

Considerem tot seguit el cas més simple d’una varietat amb base numerable
d’oberts. El cas general en resulta de tenir en compte que tota varietat és la unié
disjunta dels seus components connexos, i que en una varietat paracompacta cada

component té base numerable d’oberts.

Lema de la ceba

Sigui M un espai localment compacte amb base numerable d’oberts. Hi ha una

successié d’oberts (G;);>1 tal que els G; sén compactes, G; C Git1,1 M = U;G;.

Teorema d’existéncia de particions de la unitat (I)

Sigui M una varietat diferenciable amb base numerable d’oberts. Sigui (U,,)
un recobriment obert de M. Existeix una particié de la unitat numerable
(1:)ien subordinada al recobriment (U, ), i amb els Supp(¢;) compactes.

Teorema d’existéncia de particions de la unitat (II)

Sigui M una varietat diferenciable amb base numerable d’oberts (o, més
generalment, paracompacta). Sigui (Uy)aea un recobriment obert de M.
Existeix una particié de la unitat (xo)aca subordinada al recobriment
(Supp(Xa) C Ua)-

Per a una varietat diferenciable, les condicions segiients sén equivalents:

e és metritzable
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e cada component connex té base numerable d’oberts

e ¢és paracompacta

e té particions diferenciables de la unitat subordinades a qualsevol recobriment
obert

e té una metrica riemanniana

(1.7.9) Lema d’Urysohn llis
Sigui M una varietat diferenciable amb base numerable d’oberts (o, més general-
ment, paracompacta). Siguin A, B C M conjunts tancats disjunts. Existeix una
funcié diferenciable f: M — R tal que fla =1, f|p =0.
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Vectors tangents i cotangents

Vectors tangents i espai tangent

Recordem que un cami és una aplicacié continua ~: I — M definida en
un interval I C R no-degenerat. Només considerarem camins definits en
intervals oberts.

Sigui M una varietat diferenciable de dimensié m, p € M. Considerem el
conjunt

Cmp=1{y:1— M| I C R interval obert amb 0 € I, v és C!, v(0) = p}.
Dos camins 1,72 € G, sén tangents (en 0) quan existeix una carta (U, ¢)
de M en p tal que les respectives expressions locals sén tangents:
e 71(0) =72(0),
e D71(0) = D*2(0).

Aquesta propietat no depeén de la carta triada.

La tangencia és la relacié d’equivaléncia en €y, induida per I'aplicacio
Cup —R™, 7 D(po7)(0),

essent  un sistema de coordenades qualsevol en p.

Una classe d’equivaléncia per la relacié de tangencia s’anomena vector tangent
a M enp. Si~y € um,p, denotem per [v], la seva classe de tangeéncia.

Denotem per T, M el conjunt quocient de €ar,p, per la relacié de tangencia,
és a dir, el conjunt dels vectors tangents a M en p.

Sigui (U, ) una carta de M en p. L’aplicacié
0pp: TpyM = R™,  [7], = D(p07)(0),
és bijectiva.

La seva inversa és v — [t — o~ (p(p)+tv)],.

L . 0 . 0 S .
Siguin F un conjunt, £ = Vi i E 3 V, dues bijeccions de E amb dos espais
vectorials. Siguin F4, Es> les respectives estructures d’espai vectorial sobre el
conjunt F transportades mitjancant les bijeccions 61 i 02. Aquestes estructures

s6n la mateixa sii 7 = 6, 0 0; ' és una aplicaci6 lineal.
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La bijeccié 8, , permet transportar I'estructura d’espai vectorial de R"™ a
TpM: donats u,v € T,M, c € R, es defineix

utv= e;,;(e«o,p(w +0,p(v), cu= 9;,;(09%17(“))-
L’estructura transportada no depén de la carta utilitzada.

L’espai tangent a M en p és el conjunt T, M dels vectors tangents a M
en p dotat d’aquesta estructura d’espai vectorial real de dimensié m.

Més generalment, es podrien definir els espais tangents en una varietat de clas-

se CL.

L’aplicacié tangent

Siguin M, N varietats, F': M — N una aplicacié de classe C*.
L’aplicaci6 tangent de F: M — N en p és
TpF: TpM — Tp(p)N, TpF~[’y]p = [F o 7]F(p)'

En altres termes, T, F' és 'aplicacié obtinguda passant als quocients l’aplicacié
(gj\lyp — %N,F(p)a Y = Fo .

L’aplicaci6 tangent T, F' és lineal. De fet,

TyF =05, o DF(D) 00

L’aplicaci6 tangent satisfa les propietats segiients:
o T,(Idps) = Idr, 0.
e Siguin M 5 N & P aplicacions de classe C1, p € M. Llavors
Tp(GoF) =Tpy)GoT,F.

e Si F:M — N és un difeomorfisme, T, F: TyM — Tp)N és un iso-
morfisme d’espais vectorials, amb invers T p(,) F -1

Sigui U C M una subvarietat oberta, p € U. La inclusié U <y M defineix
una inclusié 6y, — G, entre els respectius conjunts de camins per p,

que doéna lloc a una identificacié Tpi: T,U = T,M.

Si F:M — N és un difeomorfisme local, llavors per a tot p € M [D’aplicacié
TpF:TpM — Tp@yN és un isomorfisme d’espais vectorials.
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Expressions coordenades

Siguin M una varietat, p € M, p:U — U una carta de M al voltant
de p, p = ¢(p) les coordenades de p en la carta. Considerem 1’isomorfisme
0,p: TpM — R™ definit per la carta.

Designem per e; els vectors de la base canonica de R™. L’isomorfisme 6, ,,
els transforma en uns vectors tangents

-1
Ef|p =0, ,(e)eT,M

que constitueixen una base de 1’espai tangent T, M. Per definici6, Ef|p és
la classe de tangéncia [t — o~ 1(p!, ..., 0" +t,...,p™)].

S’anomenen vectors tangents coordenats associats a la carta.

Sigui v € T, M. En la base dels vectors tangents coordenats s’expressa u =
u'Ef| ), o sigui, 8, (u) = (u’) € R™. Els nombres u’ sén els components
del vector en el sistema de coordenades.

Sigui F: M — N una aplicacié de classe C!, p € M. Siguin (U, ¢) una carta
de M en pi (V,4) una carta de N tals que F(U) C V. Llavors la matriu
de T,F:T,M — Tp@)N en les respectives bases dels vectors tangents
coordenats coinci(A:leix amb laA matriu jacobiana de ’expressié local Fenel
punt p = ¢(p), JF(p) = (D:F7 (p)):

T,F-Ef|, =D;F/(p) EY .

Sigui M una varietat, p € M, (U,¢) i (U, ) dues cartes de M al voltant
de p, que podem suposar amb mateix domini. Considerem les respectives
bases de vectors tangents coordenats de T, M. La matriu del canvi de base
que expressa la primera en termes de la segona és la matriu jacobiana del
canvi de coordenades ® = @ o~ en p(p):

Efl, = Di® (¢(p)) EF| .

Derivacié definida per un vector tangent

Sigui M una varietat, p € M, v € T, M.
Sigui f:V — R una funci6 de classe C! definida en un veinat obert de p.

La derivada (o derivada direccional) de f segons el vector tangent u és

Zuf =D(f 2 7)(0),
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essent v un cami de la classe de tangencia u. Aquest nombre no depén del
representant triat, ja que, prenent una carta qualsevol de M en p,

ZLuf = D]?(j)\)~9¢,p(u).

A més, només depén del valor de f en un veinat de p.

En una base de vectors tangents coordenats s’expressa u = u’ E;| - Ales-
hores £, f = D> f =D f(p) ul.
Prenent com a vector un dels de la base tenim fEilpf =D, f(p), i en parti-

cular la derivada de les funcions coordenades respecte als vectors tangents
, j o -
coordenats és Zg,| ¢’ = 0;.

o~

Sigui v € T, M. L’operador ., satisfa les propietats segiients:
o Zu(f+9) =4S+ ZLug,
o ZuNf)=AZuf,
o Zu(fg)=Zuf 9p) + f(p) - Lug-

Sigui F: M — N de classe Cl. Si g: N — R és una funcié de classe C! i
u € T, M, llavors

L1, pug=ZuF(9).

L’espai tangent d’un espai vectorial
Sigui V' un espai vectorial real de dimensi6 finita, p € V' un punt. Existeix
un isomorfisme canonic entre V i el seu espai tangent en p, a saber:
MV =TV, v [t ptiv].
La seva aplicacié inversa és [y] — D~/(0).
Si p:V — R™ és un isomorfisme lineal, llavors A, =0}, o ¢.

Amb les mateixes hipotesis, si v € V' i f és una funcié de classe C' definida
en un veinat de p,

g)\p(v)f = Dp,vf'

Siguin V', W espais vectorials reals de dimensié finita, F:V — W una
aplicacié de classe C', p € V. L’aplicaci6 tangent T,F: T,V — TrpmW,
traslladada a V' i W pels isomorfismes anteriors, coincideix amb la derivada
DF(p):V — W.

Apliquem les consideracions anteriors a V = R. Donat t, € R hi ha
l'isomorfisme canonic A : R — Ty R, tal que h — [t — ¢, +th]. La imatge
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de 1 € R per aquest isomorfisme és el vector tangent unitat

Els, = M, (1) = [t = to+1] € T, R.

Si f:R — R és de classe C', aleshores L, f = Df(to).

Sigui v: J — M un cami de classe C!, t, € J, po = v(t,). Considerem el
cami traslladat 4: J—t, — M, definit per 4(t) = y(t,+t); passa per p, quan
t = 0. La velocitat o vector tangent de v en t, és la classe de tangencia
[#]p.- La denotem per 7/(t,) (també s’utilitza §(to))).
Sigui 7: J — M un cami de classe C!. Llavors

Y (to) = Ti,v - Elt, € Ty M.

Considerem també una funcié f de classe C' en M. Llavors

Lrvtaorf = D(f 07)(to):

Siguin J M £> N de classe C, t, € J.
(F o) (to) = Ty(uo) 7' (to)-
Siguin [ 27 2 M de classe Ch, s, € 1.
(72 h) (s0) =7'(h(s0)) Dh(so).

Sigui (U, ¢) una carta de M amb v(J) C U, 5 = poy expressié local de ~.
Llavors

! _ Nt P
v (to) =Dy (to) E’L |'y(to)

Derivacions puntuals

Sigui M una varietat diferenciable, p € M, i considerem ’algebra de les fun-
cions diferenciables C*(M). Anomenarem derivacié puntual de C*°(M)
en p una aplicacié R-lineal 6: C*°(M) — R tal que

6(fg) = 6(f) g(p) + f(p) 6(9)-
Bs a dir, és una derivaci6 (en el sentit algebraic del terme) respecte a 'aplicacié
avy: C°(M) — R d’avaluacié en p, f — f(p).

Les derivacions puntuals en p constitueixen un R-espai vectorial. Denotem-
lo per D,(M).
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Sigui M una varietat, p € M, § € D,(M).
o Si f € C*(M) és constant, §(f) = 0.
e Si h e C®(M) és nulla en un veinat de p, llavors §(h) = 0.
e Si f,g € C®°(M) coincideixen en un veinat de p, 6(f) = d(g).

La darrera propietat es pot expressar dient que ¢ és un operador local.

Sigui M una varietat, U C M una subvarietat oberta, p € U. Hi ha una
bijeccié natural D, (U) — D,(M) definida de la manera segiient.

Sigui do € Dp(U). Es defineix 6 € Dy(M): si f € C*(M), 6(f) = do(fly)-
Sigui 6 € Dp(M). Es defineix 6, € Dp(U): si fo € C(U), do(fo) = d(f),
essent [ qualsevol funcié f € C*°(M) que coincideixi amb f, en un veinat
de p.

Equivaléncia entre classes de tangéncia de camins i derivacions puntuals
L’aplicacié T,M — D,(M) que envia u — %, és un isomorfisme d’espais
vectorials.

En vista d’aixo, es poden adoptar definicions alternatives:
e Vectors tangents a M en p: derivacions puntuals § de C*°(M) en p.
e Espai tangent a M en p: I'espai vectorial T, M format per les deriva-
cions puntuals en p.

Aplicaci6 tangent d’una aplicacié diferenciable F:M — N en p:
T,F:TyM — Tg,) N definida per (TpF-6)-g = d-F*(g).
Isomorfisme canonic Ap: V' — T, V, on V espai vectorial: A\,(v) =D, .

Base dels vectors tangents coordenats associada a una carta ¢ =

(z!,...,2™) de M en p (tal que ¢(p) = p): a(zi = (Tp‘p)_l(D{o\,el);
és a dir, P

0 _ N e

57| £ =Dilf o0 ) (e(p)) = Dif (B).

T lp
Observi’s en particular que quan M = R™ loperador 0/0z" . coincideix
amb Di|p7 la qual cosa justifica la notacié usada.
Més particularment, el vector tangent unitat de R en ¢, % , és la deri-

to

vada ordinaria de funcions d’una variable.
e Velocitat o vector tangent d’un cami diferenciable v: I — M a l'ins-

d
tant to: v/ (to) = Ty v+ | actuant sobre una funcié f € C*°(M) es
¢

o

pot escriure v/ (to) - f = D(f o) (to).
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Observem que en aquestes definicions cal que totes les aplicacions considerades
siguin de classe C*°. La consideracié de graus de diferenciabilitat finits comporta

complicacions addicionals.

Considerem una carta ¢ de M en p, on representem les funcions coorde-
nades com ¢ = (z!,...,2™). Atesa la identificaci6 dels vectors tangents
com a derivacions puntuals, a partir d’ara escriurem els vectors tangents
coordenats amb la notacié

0

8(1}'1 p

=

ambigua i equivoca, perd habitual i practica.

Aix{, la derivada d’una funcié f segons un vector u = u*9/dx! |p7 I'escriurem
simplement com

. 9 N
ZLf=uf=u ai f=d fz =u'D; f(D).
ozt lp ox »
J .
Notem, en particular, 8i =&
oz’ »

L’aplicaci6é tangent de F: M — N en p, escrivint les respectives bases de
vectors tangents coordenats com 9/ 8xi|p i 0/oy’ | Fp) s’expressa
0

) (P) By

8(],/'7 o F)
oxt

0 0
T,F- — —
b7 Ot p Oy

F(p)
Si considerem dos sistemes de coordenades ¢ i ¢ en M, i denotem les
respectives bases de vectors tangents coordenats de T, M per (9/ 8xi|p) i

F(p)

(0/0x |p), llavors el canvi de base s’expressa

0
ozt

_ox

= 51
» ox

0

I
» o

p

Amb la mateixa notacié, considerem un vector expressat en les dues bases,

u=u' 8/&#’[) = u? 9/0%) ’p. La relacié entre els components en ambdues

bases és

;. 0xd

u = .
oz’

P
0

0zt Iy (ko)

Finalment, la velocitat d’un cami es calcula /() = D7 (t,)
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Espai cotangent i diferencial d’una funcié en un punt

Sigui M una varietat, p € M. L’espai cotangent a M en p és el dual de
I'espai tangent T}, M, i es denota per T /M = Zin(T,M,R).
Els seus elements s’anomenen vectors cotangents (o covectors tangents).

1 * 1 g 1 . = =
Si oy, € Ty M iuy, € TyM, usarem les notacions ayp-u, = (v, up) = ap(up).

Sigui f: M — R una funci6 de classe Ct. A partir de 'isomorfisme canonic
Az: R — T.R es defineix un vector cotangent d,, f = df|, € T; M anomenat
diferencial de f en p:

dpf = Appy o Tpf : T,M = R.
Si~:I — M és un cami de classe C', (dy) f,7'(t)) = D(f o 7)(¢).
Si f: M — R és de classe C! i u, € T,M,

(dpf,up) = L, f.
Aquesta propietat es pot usar com a definicié alternativa de d,, f.
Siguin M £ N 2 R de classe Cl,pe M.

dy(go F) = 1ITI‘Z,F-dF(p)g.
Siguin M LR R de classe Clpe M.

dp(ho f) = Dh(f(p)) dpf-

Sigui (U, ) una carta de M en p. Denotem les funcions coordenades per

o = (2%,...,2™). Els covectors dpxj constitueixen una base de T)M, i és
la base dual dels vectors 9/9z%,:
dyx?, — =4
< pa? ) 8SUZ p> i

(dpx?) és la base de vectors cotangents associada a la carta.

Respecte a aquesta base tenim

of
bWl = Fa

i
dyz’.
P

Considerem una altra carta (U,v) en p, amb funcions coordenades ¢ =

(yt,...,y™). Llavors

dyy? = -
Y ort

i
dpz’.
p
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La construccié de la diferencial val, més generalment, per a funcions amb
valors vectorials (en R™, o en un espai vectorial real de dimensié finita E).
Si f: M — E, llavors d,,f = A;(lp) oTpf: T,M — E.

En particular, considerem una carta ¢: U — (7, o= (x',...,2™). Llavors
dpp: TpM — R™
és un isomorfisme que aplica 9/9z"|, en e;, per tant
dpp =0, p.
A més, dpp = (dpat, ... dpa™).
Per transposicié també tenim un isomorfisme
(dpp) Ty M — (R™)*
que aplica d,z’ en e, essent (e’) la base dual de la base canonica (e;)
de R™.
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Resum de les diferents construccions alternatives de l’espai tangent

o Geométrica
TpM = Cum 7p/ ~
Gw.p conjunt dels camins C! en M per p
~v ~ 0 relaci6é de tangencia
e Diferencial
ToM = Dy
PDw,p conjunt de les derivacions puntuals de C*(M) en p
o (Coordenada
Ty M = Varp/~
Yr,p conjunt dels (¢, u) on ¢ és una carta centrada en p i u € R™
(p,u) ~ (¢, v) quan D(¥ o = 1) (0)-u=v
o Algebraica
TpM = (m,/m3)*
m,, ideal de les funcions f € C*(M) tals que f(p) =0
En les definicions segona i quarta es poden substituir les funcions definides
globalment (C*>°(M)) per funcions definides en un veinat de p, identificant
dues funcions que coincideixin en un veinat (possiblement més petit) del
punt —aixo és, gérmens de funcions en p (F,(M)):
o TyM =Dy
PDw,p conjunt de les derivacions de 1'algebra %, (M)
o T,M = (m,/m?2)*
m, C %,(M) ideal dels gérmens de funcions que s’anullen en p
Aquestes definicions no sén totes equivalents quan es consideren varietats de

classe C" amb r # co.
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Subvarietats i aplicacions

Subvarietats regulars

Sigui M una varietat diferenciable de dimensié m. Un subconjunt N C M
es diu subvarietat regular (o simplement subvarietat) de dimensié n (essent
n < m) si compleix la propietat segiient: per a tot p € N existeix una carta
(U, ) de M en p tal que, identificant R™ x {0} C R™,

(UNN) =¢U)NR" x{0}).

Es diu que (U, ¢) és una carta adaptada a la subvarietat.

El nombre m — n s’anomena codimensié de N dins M.

Sigui N C M una subvarietat regular. Les restriccions (U N N, o|lunn)
de les cartes adaptades constitueixen un atles de N, amb el qual és una
varietat diferenciable.

Si M té base numerable d’oberts, o és paracompacta, N també.

Més generalment, es podrien considerar subvarietats de classe C* d’una varietat

de classe C", amb s < r.

Els subespais discrets de M sén les subvarietats de dimensié 0. Els subes-
pais oberts de M so6n les subvarietats de dimensié m. Una subvarietat
N C M de codimensi6 1 es diu hipersuperficie.

Siguin M una varietat, N C M un subconjunt.

Si N és una subvarietat regular i V' C M és un conjunt obert, llavors
VNN CV és una subvarietat regular.

Reciprocament, suposem que per a tot conjunt V d’un recobriment obert
de M es té que VNN C V és una subvarietat regular. Llavors N C M és
una subvarietat regular.

Es a dir, «ser una subvarietat» és una propietat local.

Si F:M — M’ és un difeomorfisme i N C M és una subvarietat regular
lavors F(N) C M’ és una subvarietat regular.

Si P C N i N C M sén subvarietats regulars, llavors P C M és una subvarietat

regular.
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Restriccid i extensié d’aplicacions
Sigui M, C M una subvarietat regular. La inclusié j: M, < M és diferenciable.

Sigui Mo C M una subvarietat regular. Si F: M — N és diferenciable [de clas-

se Ck] llavors la restriccié F|ar,: Mo — N també ho és.

Siguin No C N una subvarietat regular, F': M — N una aplicacié tal que F/(M) C
No. Si F és diferenciable [de classe C*] llavors I’aplicacié induida Fo: M — N,

també ho és.

Sigui F': M — N una aplicaci6 diferenciable [de classe C*]. Siguin M, C M,
N, C N subvarietats regulars tals que F(M,) C N,. Llavors l'aplicacié
induida F,: M, — N, és diferenciable [de classe C¥].

Sigui N C M una subvarietat regular. Sigui G: N — P una aplicaci
diferenciable [de classe C*]. Per a tot p € N existeix un conjunt obert
U C M contenint p i una aplicacié diferenciable [de classe CK] F:U — P
tals que Flynn = Glunn-

Teorema d’extensio de funcions

Siguin M una varietat diferenciable amb base numerable d’oberts (o, més
generalment, paracompacta), i N C M una subvarietat regular tancada.
Tota funcié diferenciable [de classe C*] g: N — R té una extensi6 diferen-
ciable [de classe C*] f: M — R.

Dit altrament, si N C M és una subvarietat tancada llavors el morfisme de
restricci6 C*°(M) — C*°(N), f +— f|n~, és suprajectiu.

Rang d’una aplicacié i teorema de la funcié inversa

Sigui F: M — N una aplicacié de classe C'. Si p € M, el rang de F en p
¢s el rang de l'aplicaci6 tangent TpF:T,M — TpyN. Per tant, és la

dimensi6 de Im T, F, i coincideix amb el rang de la matriu jacobiana J F (p)
d’una expressié local de F' en unes cartes qualssevol.

Es diu que F' té rang constant si aquest rang és el mateix en tot punt.

F' es diu submersié en p si T}, F' és suprajectiva.
F' es diu immersié en p si T}, F' és injectiva.

F' es diu submersi6é o immersié si ho és en tot punt.
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Quan parlem d’immersions o submersions sense especificar el seu grau de dife-

renciabilitat sobreentendrem que sén de classe C™.

Sigui F: M — N una aplicacié de classe C'. F és localment constant sii
T,F =0entot p € M (és a dir, sii F' té rang 0).

Per a una funcié F: M — R, F és localment constant sii d, ' = 0 en tot p.

Teorema de la funcid inversa
Sigui F: M — N una aplicacié diferenciable [de classe C¥, k > 1]. Donat
p € M, les dues afirmacions segilients sén equivalents:
i) T,F:TpM — Tp)N és un isomorfisme d’espais vectorials.
ii) Existeix un veinat obert U, 3 p tal que F(U,) C N és obert i Iaplicacié
restringida F|y,:Us — F(U,) és un difeomorfisme [un difeomorfisme
de classe C*].

Sigui F: M — N una aplicaci6 diferenciable. Les afirmacions segiients sén
equivalents:

i) Per a tot p € M, T,F és un isomorfisme lineal.

ii) F és un difeomorfisme local.

Per tant F' és un difeomorfisme local sii és alhora una immersié i una submersio.

Siguin F: M — R™ una aplicacié diferenciable, p € M. Si d, F' és un isomorfisme,
existeix un conjunt obert U 3 p tal que F|y:U — F(U) és una carta de M.

Si F:M — N és un difeomorfisme local injectiu llavors I’aplicacié induida
Fo: M — F(M) és un difeomorfisme.

Estudi local de les immersions

L’espai tangent d’una subvarietat

Sigui N’ C N una subvarietat regular, amb inclusié j: N’ < N. Si ¢ € N,
l'aplicaci6 tangent T,j és injectiva i permet identificar T,N' C T,N com
un subespai vectorial.

Un vector vy € TyN es diu tangent a N’ quan vy € TgN'.

Si una aplicacié diferenciable F: M — N pren valors dins la subvarietat N’,
llavors I'aplicacié tangent T,F:T,M — Tpg) N pren valors dins el subespai
TrepN'.
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Ezxpressio local de les immersions

Siguin F: M — N una aplicaci6 diferenciable, p € M. Suposem que F és
una immersié en p, i sigui (U, ¢) una carta de M en p. Llavors existeix una
carta (V,1) de N en F(p) tal que I'expressié local de F' en aquestes cartes,
restringint si cal el domini de la primera, és

ﬁ(ml,...xm) = (z',...,2™,0,...,0).

Sigui F: M — N una aplicacié diferenciable. Si F' és una immersi6 en
p € M, llavors existeix un conjunt obert U 3 p tal que F(U) C N és una
subvarietat regular de dimensi6é m, i 'aplicacié induida Fo:U — F(U) és
un difeomorfisme. A més,

TF(p) F(U) = ImTpF.

Encara que F: M — N sigui una immersi6 injectiva, en general no és cert que

globalment F'(M) C N sigui una subvarietat regular.

Estudi local de les submersions

Ezxpressio local de les submersions

Siguin F: M — N una aplicacié diferenciable, p € M. Suposem que F' és
una submersié en p, i sigui (V, 1) una carta de N en F'(p). Llavors existeix
una carta (U, ) de M en p tal que 'expressi6 local de F' en aquestes cartes
és

L’expressié anterior significa que ¢/ = F*(¢?) per a 1 < j < n. Es diu que les

o' s6n coordenades adaptades a F.
Les submersions sén aplicacions obertes.

Sigui F: M — N una aplicacié de classe CL.

Un punt p € M es diu punt regular de F' si T,F' és suprajectiva (és a dir,
si F' és una submersi6 en p); en cas contrari es diu punt critic.

Un punt ¢ € N es diu valor critic de F si és la imatge d’un punt critic; en
cas contrari es diu valor regular (és a dir, si F~1(q) no conté punts critics).

Per a una funcié F: M — R, p és un punt critic sii dp, /' = 0.

Teorema del valor regular

Sigui F: M — N una aplicacié diferenciable, ¢ € N un valor regular. Si
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no és buida, la fibra F~!(¢) C M és una subvarietat regular de dimensié
m—n. A més, sipe F1(q),

T, F~'(q) = Ker T, F.
Les fibres F~1(¢) d’una submersi6 F': M — N sén subvarietats regulars.

Siguin M una varietat, f: M — R"™ una funcié diferenciable, ¢ € R". Se
suposa que les diferencials d,, f7 de les components s6n linealment indepen-
dents en tot p € f~1(c). Llavors el conjunt f~!(c) C M és una subvarietat
regular, i el seu espai tangent en p és 'anullador d’aquelles diferencials,

T, £ (c) = (dpfh, ..., dpf™)".
Un vector v € T, M és tangent a £~!(c) en p sii &, f* = 0.
En aquestes condicions, a vegades es diu que les funcions f7 sén un sistema
de lligams que defineix la subvarietat.

Tota subvarietat regular es pot definir aix{ localment (per exemple a partir
de les funcions coordenades d’'una carta adaptada).

Més generalment, 'antiimatge d’una subvarietat per una submersié és una sub-

varietat.

Teorema del rang constant

Siguin F: M — N una aplicaci6 diferenciable, p € M. Suposem que F' té rang

constant 7 en un veinat de p. Aleshores existeixen cartes (U, ¢) de M enpi (V, 1))

de N en F(p) tals que lexpressié local corresponent de F' és
ﬁ(ml,...xr7:ﬂr+l,...7wm) =(z',...,2",0,...,0).

De l’anterior es dedueix que 'antiimatge d’un punt per una aplicacié diferenciable

de rang constant és una subvarietat.

Subvarietats immerses i immersions difeomorfes

Siguin M, N varietats, F: M — N una immersié injectiva, que per tant
defineix una bijeccié Fo: M — F(M). Aquesta permet transportar la topo-
logia i 'estructura diferenciable de M a F(M). Amb aquestes estructures,
F(M) es diu subvarietat immersa.

En general, la topologia de F(M) transportada per F és més fina que la
topologia habitual de F(M) induida com a subespai de N.



(3.6.3)

(3.6.4)

(3.6.5)

(3.6.6)

(3.6.7)

(3.6.8)

3.7

(3.7.1)

(3.7.2)

(3.7.3)

Xavier Gracia — Varietats Diferenciables. Definicions i resultats — 12 set 2016 32

Una immersié injectiva F:M — N es diu immersié difeomorfa o
embedding?® si ambdues topologies coincideixen, és a dir, si Fr: M — F(M)
és un homeomorfisme.

Si M C N és una subvarietat regular, la inclusi6 j: M — N és una immersio
difeomorfa.

Si F: M — N és una immersié, localment és una immersi6é difeomorfa.

Si F: M — N és una immersi6 difeomorfa, llavors F(M) C N és una sub-
varietat regular, i 'aplicacié induida Fo: M — F(M) és un difeomorfisme.

Si F: M — N és una immersi6 injectiva i M és compacta, llavors és una
immersi6 difeomorfa.

Sigui F: M — N una immersié injectiva. Se suposa que hi ha una subvarietat
regular N’ C N tal que dim M = dim N’ i F(M) C N’. Aleshores F és una

immersié difeomorfa.

Sigui g: U — N una immersié injectiva definida en un conjunt obert UcR™
Se suposa que hi ha una subvarietat regular N’ C N de dimensié m tal que
g(U) C N'. Aleshores la bijeccié g:U — g(U) és 'aplicacié inversa d’una carta

de N'. (Es diu també que g és una parametritzacié reqular de N'.)

Teorema d’embedding de Whitney
Sigui M una varietat de dimensié n amb base numerable d’oberts. Existeix
una immersi6 difeomorfa tancada M — R#+1L,

Varietats quocient

Sigui M una varietat. Una relacié d’equivaléncia R en M es diu regular si l’espai

quocient té una estructura de varietat diferenciable (no necessariament separada)
per a la qual la projeccié candnica m: M — M /R és una submersié.

En tal cas, M/R es diu la varietat quocient de M per R.

Si f: M — P és diferenciable i compatible amb R, aleshores existeix una tnica
aplicacié diferenciable f: M/R — P tal que f = f o .

L’estructura de varietat quocient, si existeix, és tnica.

3Cal una versi6 catalana d’aquest terme anglés. En frances s’usa molt apropiadament
la paraula plongement, la qual cosa podria suggerir usar capbussament. En castella es
pot trobar embebimiento, encaje, incrustacion, insercion, zambullida. . .
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Siguin f: M — N diferenciable, R i S relacions d’equivaléncia regulars en M i N,
respectivament. Aleshores f passa als quocients com una aplicacié diferenciable
fiM/R — N/S.

Com que una relacié d’equivaléncia regular és oberta, ’espai quocient és separat

sii el seu graf ' C M x M és tancat. Si M té base numerable d’oberts, M/R
també.

Sigui f: M — N una submersié. La relacié d’equivaléncia Ry induida per f és
regular, i M/Ry és difeomorfa a f(M).

Teorema de Godement
Una relacié d’equivaléncia R en M és regular sii
i) el seu grafl ' C M x M és una subvarietat regular, i
ii) la projeccié p1:T' — M, p1(z,y) = z, és una submersié.
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Els fibrats tangent i cotangent

El fibrat tangent

Lema de construccio de varietats
Sigui N un conjunt, (V4 )aeca un recobriment de N, ¢,: V, — R™ aplicaci-
ons injectives tals que:
i) Per a tot a € A, 1o(V,) C R™ és obert.
ii) Per a tot a, 8 € A, ¥o(Vo NVs) C R™ és obert.
iii) SiVanNVs# 0, Ygothyt:ha(VaNVs) = h5(Va NVp) és un difeomor-
fisme [de classe C*].
Llavors N té una tnica estructura diferenciable [de classe C¥] amb la qual
els parells (V,,,1,) son cartes.
Suposem que
iv) Sip,q € N, p # q, llavors, o bé existeix un V, tal que p,q € V,,, o bé
existeixen conjunts disjunts V,, Vs tals que p € V,, ¢ € V3.
Llavors N és separat.

Suposem també que
v) Un subconjunt numerable dels V,, recobreix N.

Llavors N té base numerable d’oberts.

Sigui M una varietat diferenciable. El fibrat tangent de M és la unié
disjunta dels espais tangents
™ = ] T,M.
peEM
Denotem els seus elements per (p,u), up, U, ...

La projecci6é canonica de TM és l'aplicacié 7p;: TM — M definida per

7 (up) = p. Les seves fibres sén els espais tangents, 7, (p) = T, M.

Sigui M una varietat diferenciable de dimensié m. El fibrat tangent
TM té una tnica estructura diferenciable de dimensié 2m caracteritza-
da per la propietat segiient: si (U, ) és una carta de M, llavors l’aplicacid
®: 7,/ (U) = ¢(U) x R™ definida per

(up) = (¢(p), dpp-uy)
és una carta de TM.
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Aquesta aplicacié també es pot expressar

o 5| )= (plhut ™)

Amb aquesta estructura, TM és una varietat diferenciable. Si M té base
numerable d’oberts, o és paracompacta, TM també.

Si (V,4) és una altra carta de M, i denotem per ¥: 7,/ (V) — ¢(V) x R™
la carta de TM definida analogament, llavors el canvi de coordenades és

—1 —1 —1
(Wo®™ )(z,u) = ((op™ )(x),D(®op™)(zx)n).
Expressant de manera més informal el canvi entre les dues cartes de M com
x — y(z), el canvi entre les cartes corresponents de TM s’expressa

www%wm%hw)

La carta, i les coordenades, de TM construides d’aquesta manera a partir
de les de M, es diuen naturals.

Quan parlem del fibrat tangent sobreentendrem que esta dotat de I’estruc-
tura diferenciable anterior.

La projecci6é canonica 7p;: TM — M és diferenciable, i és una submersié
suprajectiva.

Si U C R™ és un conjunt obert, tenim una identificacié canonica TU =

UxR™.

Més generalment, si M és una varietat de classe C” (r > 1), també es pot construir

el fibrat tangent TM, i és una varietat de classe C" 1.

L’aplicacié tangent

Sigui F:M — N una aplicacié de classe C'. L’aplicacié tangent
TpF:TyM — Tp)N en cada punt indueix globalment I'aplicaci6 tangent
de F,

TF:TM — TN, u, — T,F-u,.

Si expressio local de F' en unes cartes de M i N és ﬁ7 I’expressi6 local de
TF en les cartes naturals corresponents de TM i TN és

TF(z,u) = (F(z),DF(z)-u).

Si F és diferenciable [de classe C*] aleshores TF és diferenciable [de clas-
se Ck—1].
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L’aplicaci6 tangent satisfa les propietats segiients:
e T(Idps) = Idrpy.
e SiME N & Pson aplicacions de classe C', llavors
T(GoF)=TGo-TF.
e Si F: M — N és un difeomorfisme, TF: TM — TN és un difeomorfis-
me, i

T(F~1 = (TF)~L

Sigui V' C M una subvarietat oberta, i:V — M la inclusié. Llavors T4
identifica TV amb la subvarietat oberta 7,,' (V) € TM.

Sigui (U, ¢) una carta de M. Amb la identificaci6é anterior, la carta natural
®:7,,(U) — U x R™ s’identifica amb I'aplicacié tangent Tp: TU — TU.

Si F: M — N és un difeomorfisme local, TF: TM — TN és un difeomorfisme

local.

Camps vectorials

Sigui M una varietat. Un camp vectorial (o camp de vectors tangents)
en M és una secci6 del fibrat tangent 7p,: TM — M, és a dir, una aplicacié
X:M — TM tal que 737 o X = Idps. Per tant, en cada p € M tenim un
vector X(p) =X, € T,M.

Sigui (U, ¢) una carta de M. Es pot escriure
; 0
X(p)=X"* .
(P) (P) 5,

on les funcions X%:U — R sén les components de X en la carta.

L’expressi6 local de X respecte a la carta de M i a la carta natural corres-
ponent de TM és X (x) = (z%; X¥(x)).

Un camp vectorial és de classe CF sii ho sén les seves components en una
carta.

En particular, els camps vectorials coordenats definits per una carta (U, )
s6n els camps vectorials 9/0x% en U tals que apliquen p 8/8xi|p. Sén
diferenciables.

Si V' C M és una subvarietat oberta i X és un camp vectorial en M, podem
considerar la restriccié X |y com un camp vectorial en V.
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Les operacions de l'espai vectorial T, M, fetes en cada p € M, permeten
definir la suma X +Y de dos camps vectorials X,Y en M com el camp vec-
torial definit per (X +Y)(p) = X(p)+Y (p). Andlogament, el producte fX
d’una funcié f per X és el camp vectorial definit per (fX)(p) = f(p)X(p).
Aquestes operacions entre aplicacions de classe C¥ donen resultats de clas-
se Ck.

Denotem per X(M), o T*(M), el conjunt de camps vectorials diferenciables
en M. Es un R-espai vectorial, i també un C*° (M )-modul.

Si (U, ¢) és una carta, X(U) és un C°°(U)-modul lliure, amb base els 9/0z°.
0

ozt

Donada una altra carta (U, 1), amb camps vectorials coordenats 9/0y?, les

Qualsevol camp vectorial s’expressa de manera tnica X|y = X'

bases respectives estan relacionades per

0 _oy o
ozt Ozt Oy’
oy - dy’ o .
on —— és la funcié que val ——| en el punt p (matriu jacobiana del canvi

ozt
de variables).

ox?

Aixi, X(R™) és un C>*°(R™)-modul lliure amb base els camps vectorials
coordenats 9/0t" definits per la seva carta canonica. Un camp vectorial
v19/0t" en R™ s’identifica amb la funcié vectorial donada per les seves
components, v = (vl ... v™).

En particular, el camp vectorial unitat de R, que podem representar per
d/dt, constitueix una base global dels camps vectorials en R. Un camp
vectorial en R s’identifica a una funci6.

Les mateixes afirmacions valen per als subconjunts oberts de R™, o de R.

Una varietat es diu parallelitzable si el seu fibrat tangent és trivialitzable, és
a dir, si existeixen m camps vectorials diferenciables E, ..., E,, linealment
independents en cada punt de M; o, el que és el mateix, tals que tot camp
vectorial X en M s’escriu de manera tinica X = f*F;, on f! sén funcions.
Aix0 també significa que X(M) és un C*°(M)-modul lliure, i que TM és
isomorf a M x R™.

Els conjunts oberts de R™ i els grups de Lie sén parallelitzables.

Sigui M una varietat, A C V C M subconjunts tals que A és compacte i
V obert. Sigui Y € X(V). Existeix un camp vectorial X € X(M), amb
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Supp(X) C V, tal que X|, = Y|,.

Sigui M una varietat, p € M, v, € T,M. Existeix un camp vectorial
diferenciable X en M tal que X (p) = v,.

Es a dir, Paplicacié R-lineal X(M) — T, M tal que X — X (p) és suprajectiva.

El fibrat tangent d’un espai vectorial

Sigui V un espai vectorial real de dimensio finita. Els isomorfismes canonics
Ap: Vo — T,V entre V i els espais tangents de V' permeten construir un
isomorfisme

XV XV =TV, Mp,v)=X(V)=[t—p+tv]=D,.
A través d’aquest isomorfisme, un camp vectorial X en V s’identifica amb
una aplicaci6 de la forma X (p) = (p,f(p)), i doncs a una funcié vectorial
£V — V. Aixi, X(V) = C=(V, V).
Analogament, si F:V — W és una aplicacié de classe C! entre espais
vectorials, 'isomorfisme anterior identifica TF amb ’aplicacié TF: V xV —
W x W definida per (p,u) — (F(p), DF(p)-u).

El fibrat tangent d’una subvarietat

Siguin M una varietat i j: N < M una subvarietat. Llavors laplicacié
tangent de la inclusié, Tj: TN — TM, identifica TN com una subvarietat
de TM.

Un camp vectorial X en M es diu tangent a N quan, per a tot punt p € N,
el vector X, és tangent a N. Si IV esta definida localment per I’anullacié
d’un sistema de lligams f!,..., f” amb diferencials linealment indepen-
dents, aix0 equival a afirmar que ZLx f1, ..., Zx f" s’anullen sobre N.
Quan X és tangent a N, la seva restriccid, considerada com a aplicacié
Xo: N = TN, és un camp vectorial en N. Per definicié, Tj o X, = X o j.

Suposant M paracompacta, i analogament al cas de les funcions, tot camp vec-
torial diferenciable Y definit en una subvarietat tancada N C M es prolonga a

un camp vectorial diferenciable X en M.

Camps vectorials com a derivacions

Sigui M una varietat, X un camp vectorial en M. Si W C M és obert
i f:W — R és una funcié de classe C!, es pot definir la derivada de f



(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.9)

(4.4.5)

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

Xavier Gracia — Varietats Diferenciables. Definicions i resultats — 12 set 2016 40

segons X com la funcié X-f = Zxf: W — R definida per
(«gxf)(p) = -iﬂxpf

Lx és un operador local: si gly = ¢'|v, lavors (Zxg)lv = (Lx9)|v.

Sigui (U, ¢) una carta de M. Si X|y = X' 9/dz", llavors

_Of o
(Zxfllo = 55X
of _ 9 ,_
o Bt = 8xif o gfaii f.

L’expressi6 local de Ly f és ,,?X\f = XD, 7.
Si X és de classe C* i f és de classe CFT1, Zx f és de classe CF.

Sigui X: M — TM un camp vectorial. X és diferenciable sii, per a tota
funcié f: M — R diferenciable, Zx f és diferenciable.

Sigui X € X(M) un camp vectorial diferenciable en M. L’aplicacié
Lx:C®(M) — C*(M) és una derivacio.

Teorema d’equivaléncia entre camps vectorials i derivacions

Sigui D: C*°(M) — C* (M) una derivacié. Existeix un unic camp vectorial
diferenciable X € X(M) tal que D = Zx.

Dit altrament, laplicacié X(M) — Der C*°(M), tal que X — Zx, és un isomor-

fisme de R-espais vectorials.

Sigui M una varietat, X,Y € X(M) camps vectorials diferenciables. El
commutador [Lx, Ly ] = Lx o Ly — Lx 0%y de les corresponents deriva-
cions de C°° (M) també n’és una derivacid, per tant és de la forma £z on Z
és un altre camp vectorial diferenciable; aquest es denota per [X,Y], i s’a-
nomena paréntesi de Lie (o claudator de Lie) dels camps vectorials X, Y.

Per definicié, si h és diferenciable aleshores
Zixyih = Lx(Lyh) — Ly (ZLxh).

X(M) amb el paréntesi de Lie és una R-algebra de Lie.
En particular, el paréntesi de Lie
e és R-bilineal;
e és alternat, [X, X] = 0, i per tant antisimetric:
(X, Y] = [V, X];
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o satisfa la identitat de Jacobi:
(X, [Y, 2] + [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.
El paréntesi de Lie no és C* (M )-bilineal:
[fX,9Y] = fglX, Y]+ f(X-9)Y —g(Y-f)X.
Sigui (U, ¢) una carta de M. Si X|y = f19/0x' 1 Y|y = g* 8/0x*, llavors

_ (09 _ 0P\ 9 9

= (X-gj _y.fj)
. g 0
E t 1 5 |:7., 7i| -
n particular, | -5, ==
L’expressi6 anterior és valida per a camps vectorials de classe C!. Si X,Y
sén de classe C*, [X,Y] és de classe CF1.

Camps vectorials relacionats per aplicacions

Sigui F: M — N una aplicaci6 de classe C'. Dos camps vectorials X en M,
Y en N, es diuen F-relacionats quan, per a tot p € M, T, F- X, = Yp(,),
és a dir,

TFoX =YoF.

En tal cas a vegades s’escriu X ~ Y.

Un camp vectorial X en M es diu F-projectable si esta F-relacionat amb
algun camp vectorial en N.

Considerem coordenades (z%) en M i (y7) en N, i siguin X = X?9/0z2",
Y =Y70/0y les corresponents expressions dels camps vectorials X, Y.
%) Oy’ o F) 9

De la relaci6 TF o =—— = —Z—2% — o F es desprén que X i Y estan
oz’ oz’ oyI
F-relacionats sii
Oy oF) . :
W oF) xi_vyi,p
ox’

Sigui F: M — N un difeomorfisme. Si X és un camp vectorial en M,
aleshores hi ha un tnic camp vectorial Y en N F-relacionat amb X:

F.(X)=TFoXoF %
S’anomena push-forward o imatge directa de X per F'.
Si X és diferenciable, Fi(X) també ho és.

L’operacié inversa del push-forward s’anomena pull-back, i es denota per F*.
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En coordenades el push-forward es calcula

;9\ Ay oF) i\ o
F. (x axi) —F, (5':ci X) 5o

Sigui F: M — N diferenciable, X € X(M),Y € X(N). Els camps vectorials
X, Y estan F-relacionats sii, per a tota funcié diferenciable g: N — R,

X -F*(g) = F*(Y-g).
Sigui F: M — N diferenciable, X1, X5 € X(M), Y7,Y2 € X(N). Si X3 ~ Yi
i X2 f; YQ, llavors [Xl,XQ] ’; [Yl,Yg].
Si F' és un difeomorfisme,
Fi[X1, Xo] = [Fi(Xy), Fiu (X))

Si j: N < M és una subvarietat, Y € X(N) i X € X(M), afirmar que ¥ ~ X

J
significa que X és tangent a NiY = X|n.
Si dos camps vectorials X7, X5 sén tangents a una subvarietat N C M,
també ho és el seu paréntesi de Lie [ X7, X3].

El fibrat cotangent

Sigui M una varietat. El fibrat cotangent de M és la unié disjunta dels
espais cotangents
M = [] T;M.
pEM
Denotem els seus elements per (p, o), ap, ¢, ...
La projeccié canonica de T*M és D'aplicacié que representarem per
ma: T*M — M, definida per mar(e,) = p. Les seves fibres son els es-

pais cotangents, 7TIT/[1 (p) = T,M.

Sigui M una varietat diferenciable de dimensi6 m. El fibrat cotangent
T*M té una tnica estructura diferenciable de dimensié 2m caracteritzada
per la propietat segiient: si (U, ) és una carta de M, llavors aplicaci6
®V:7my M (U) — (U) x R™ definida per

(I)v(ap) = (‘P(p)vt(dps")_l'ap)~
és una carta de T*M (aqui estem identificant (R™)* amb R™).

Aquesta carta també es pot expressar
év(ai dpr) = (Qo(p)7 a1, ..., am) .
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Expressant el canvi entre dues cartes de M com z — y(z), i el seu invers com
y +— xz(y), el canvi entre les cartes corresponents de T*M s’expressa

(2, a5) o (m,aig;;(y(x») .

La carta, i les coordenades, de T* M construides d’aquesta manera a partir
de les de M, es diuen naturals.
Quan parlem del fibrat cotangent sobreentendrem que esta dotat de I’es-
tructura diferenciable anterior.

La projeccié canonica mys: T*M — M és diferenciable.

Si U C R™ és un subconjunt obert, tenim una identificacié canonica T*U =
U x (R™)*.

Si V' C M és una subvarietat oberta, el seu fibrat cotangent T*V coincideix
amb el subespai obert 7, (V) C T*M.

Formes diferencials i diferencial d’una funcio

Sigui M una varietat. Una (1-)forma diferencial en M és un camp de
vectors cotangents, és a dir, una seccié del fibrat cotangent 7wy : T*M — M,
és a dir, una aplicacié6 w: M — T*M tal que mp; o w = Idps. Per tant, en
cada p € M tenim un covector w(p) = w, € T, M.

Sigui (U, ¢) una carta de M. Es pot escriure

w(p) = wi(p) dpa’,
on les funcions w;: U — R sén les components de w en la carta.
L’expressi6 local de w en coordenades naturals és @(z) = (z%;;()).

Una forma diferencial és de classe C* sii ho sén les seves components en
una carta.

En particular, les aplicacions dz*: U — T*U, definides per p — d,z’, sén
m formes diferencials diferenciables en U.

Si V. C M és una subvarietat oberta i w és una forma diferencial en M,
podem considerar la restriccié w|y com una forma diferencial en V.

De manera analoga als camps de vectors tangents, es pot definir la suma
de dos camps de vectors cotangents, i el seu producte per funcions.
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Denotem per Q!(M) el conjunt de 1-formes diferencials de classe C* en M.
Es un R-espai vectorial, i de fet un C°°(M)-modul.

Si (U, ¢) és una carta, Q*(U) és un C>°(U)-modul lliure, amb base les dz*:
qualsevol forma diferencial s’escriu, sobre U, w|y = w; dz®.

Sigui f: M — R de classe C'. La diferencial de f és la 1-forma diferencial
df definida per df(p) =d,f.

En un obert coordenat la diferencial s’expressa
of
dflv =

-~ dz’.
L’expressi6 local de df és doncs 5}(;5) = (z; sz(x))

ox*

Si f és diferenciable [de classe C¥], df és diferenciable [de classe CK~1].
L’aplicacié d: C*°(M) — QY (M) és R-lineal, i
d(fg) = gdf + fdg.
Siguin M LR R de classe C!. Llavors
d(ho f) = (Dho f)df.
Igual que en el cas del fibrat tangent, si V és un espai vectorial es té una identi-

ficacié de T*V amb V x Vi les formes diferencials en V' s’identifiquen amb les

funcions vectorials V' — V™.

Dualitat entre camps vectorials i 1-formes diferencials

Siguin M una varietat, X un camp vectorial i w una 1-forma diferencial
en M. La contraccié entre w i X és una funcié

(w, X)=wX)=ixw:M =R
definida per
(w, X)(p) = (wp, Xp)-

En coordenades es té

J _ 5J
<dx ’ axi> =0
D’aqui es pot calcular la contraccié (w,X): si wly = w;da? i X|y =

X7 9/0x7, Nlavors (w, X)|y = w; X",
Si wi X sén de classe C*, (w, X) també ho és.
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Si X és un camp vectorial i f una funcié de classe C' llavors

(df, X) = Zx[.

Una 1-forma diferencial w és diferenciable sii, per a tot camp vectorial
diferenciable X, la funcié (w, X) és diferenciable.

Si w € QY (M), Taplicacié w: X(M) — C°°(M) tal que ©(X) = (w, X) és
Co°(M)-lineal.

Teorema de dualitat entre camps vectorials i 1-formes diferencials

Sigui L: X(M) — C°°(M) una aplicacié C*°(M)-lineal. Existeix una tnica
w € QM) tal que L(X) = (w, X).

Es a dir, Paplicacié Q'(M) — X(M)*, w > (w, -), és un isomorfisme de C*(M)-

moduls.

En Penunciat anterior operador L és local en el sentit segiient: el valor de L(X)
en p esta determinat pel valor de X en un veinat arbitrariament petit de p. Aixo
és el mateix que afirmar que, si X i Y coincideixen en un conjunt obert V' C M,
aleshores L(X) i L(Y) coincideixen en V. Essent L lineal, aixd també s’expressa

dient que, si X s’anulla en V, aleshores L(X) també s’hi anulla.
Igualment, X(M) és isomorf al modul dual de Q' (M).

Si M és paracompacta, usant una metrica riemanniana es construeix facilment
un isomorfisme entre TM i T*M, i per tant un isomorfisme entre els moduls de
seccions corresponents X(M) i Q(M). Tanmateix, no existeix cap isomorfisme

canonic entre ambdods.

Pull-back de formes diferencials

Sigui F: M — N una aplicaci6 de classe C!, p € M. La seva aplicaci6 tan-
gent en p té una transposada T, F: T}(p)N — T, M, a vegades anomenada
aplicacié cotangent. Per definicid,

<TTPF'5F(p)v“p> = (Br(p)s TpFup).

A partir d’'una forma diferencial w en N se’n defineix una en M, denotada
per F*(w) i anomenada pull-back o imatge reciproca de w per F":

F*(w)p = prF'wF(p)'
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Siguin M 5 N % R de classe C!. Llavors

d F*(g) = F*(dg).
Siguin F: M — N una aplicacié de classe C!, w una forma diferencial en N,
i g: N = R una funci6é. Aleshores

F*(gw) = F*(g) F* (w).
Sigui (V,9) una carta de N. Si wly = w;dy’, lavors F*(w)|p-1(v) =
F (uy) dF* (y9).
Sigui també (U, ¢) una carta de M, amb F(U) c V; llavors podem expres-
sar dF*(y7) = Ny o F)

ox?

F(w)lu = F*(w;)

da?, i doncs

8(3/] o F)
oz’

També podem escriure F*(w)(z) = (z,®; (F(z))D:FI (z)).

dz’.

Si F: M — N és de classe CFt! i w és una forma diferencial de classe CF
en N, llavors F'*(w) és de classe C*.

En particular, si F és diferenciable tenim una aplicacié lineal F*: Q'(N) —
QY (M).

Si X, Y s6n camps vectorials F-relacionats, i o, 5 séon 1-formes diferencials
tals que o = F*(8), aleshores (o, X) = F*(5,Y).

Suposem que F: M — N és un difeomorfisme. En aquest cas podem definir
aplicacié Ty F := YT, F)~ " T,M — T*F(p)N, i globalment una aplicaci6
diferenciable T*F: T*M — T*N.
En aquest cas, si w € QY(N), F*(w) = (T*F)towo F.
L’operacié inversa del pull-back es diu push-forward o imatge directa: si
0 € Q1(M), esta definit per

F.(0)=T*FofoF 1
SiXeXx(M)ife QY (M),

F.((0, X)) = (F.(0), Fu(X)).
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Equacions diferencials i fluxos

Aixecament d’un cami al fibrat tangent

Un camp vectorial al llarg d’'una aplicaci6 F: M — N és una aplicacié
V:M — TN tal que, peratotp € M, V(p) € Tpe,)N. Esadir, TyoV = F.
Si V(p) = v/ (p)9/0y’ ‘F@), la seva expressié local és V(z) = (F(x); 7’ (x)).

Siguin M una varietat, v: I — M un cami de classe C!. El vector tangent
v (t) = Tyy - d/dt|, € T, M en cada t € I defineix una aplicacié 7' =
4: I — TM, que també es pot expressar
/
v =Tye 7,
on d/dt és el camp vectorial unitat de R. Es un camp vectorial al llarg
de v, anomenat velocitat, derivada o aixecament canonic de v a TM.

Si v és de classe CF llavors ' és de classe CK~1.
~ és una immersio sii 7’ no s’anulla mai.

Siguin I & M L N de classe C!. Aleshores
(Fovy) =TFov .

Siguin J 2 T2 M de classe C!. Aleshores
(yoh) = (v oh)Dh.

Sigui (U, ) una carta de M, i suposem que y(I) C U. Sigui 7 lexpressié

local de 7. Recordem que ~/(t) = D7 (t) 9 " Considerant en TM la
(T

oxt

carta natural associada a ¢, I'expressi6 local de v és 5/\’ = (7, D%).

Corbes integrals d’un camp vectorial

Siguin M una varietat diferenciable, i X: M — TM un camp vectorial
en M de classe C°. Un cami v: I — M de classe C! es diu corba integral
de X si

v =Xox.
Aquesta expressié s’anomena equacié diferencial (ordinaria, explicita, de
primer ordre, autonoma) en M, i llavors v s’anomena solucié de I'equacio.
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Si X és de classe C*, necessariament v ha de ser de classe CF*+1.

Si y(to) = po, es diu que +y satisfa la condicié inicial (¢o,po), 0 Y(to) = Po.

Si en una carta de M tenim expressions locals 5 i X (z) = (, f(z)), llavors
Pexpressio local de I'equacié és Dy = f o 7.

Siguin v: I — M, 6: J — M dues corbes integrals de X. Es diu que § és
una prolongacié de ysi I C J iy = 4|;.

Una corba integral es diu maximal si no admet cap prolongacié a un interval
més gran.

Siguin M una varietat, X: M — TM un camp vectorial de classe C!, i
v1: 11 = M, v2: Is — M dues corbes integrals de X amb mateixa condicié
inicial (¢o,po). Llavors v; i 2 coincideixen en Iy N I.

Teorema d’existéncia i unicitat per a equacions diferencials

Siguin M una varietat, X: M — TM un camp vectorial de classe C!.
Donats t, € R i p, € M, existeix una tnica corba integral maximal de X
amb condici6 inicial (to, po).

Lema de translacio

Si~:1 — M és una corba integral de X, també ho és el cami traslladat
en to, y: I —to — M, F(t) = v(t + t5). Si <y és maximal, ¥ també ho és.

Flux d’'un camp vectorial

Sigui X: M — TM un camp vectorial en M de classe C'. Donat p € M,
sigui 7,: I, — M la corba integral maximal de X amb condicié inicial (0, p).
Escrivim

Fx(t,p) = (t) .
El domini de Fx és el conjunt
Ix ={(t,p) Ipe Mt} = |J I, x {p} CRx M.
peEM
L’aplicaci6é Fx: Zx — M s’anomena flux del camp vectorial X.

Per definicié, el flux de X compleix

° F(O,p) =D,
e F'(t,p) = X(F(t,p)).
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Aqui denotem per F': 92 — TM laplicacié definida per F'(t,p) =
F(—,p)'(t) (vector tangent del cami F(—,p): I, — M en l'instant ¢).

Si t, € Iy, lavors Ip, py = Ip —to. Isit € I, — o, llavors es compleix la
llei de grup

o F(t,F(to,p)) = F(t + to,p).

Teorema fonamental sobre el fluz d’un camp vectorial

Sigui X: M — TM un camp vectorial en M de classe C* (k > 1). El
domini Z2x C R x M del seu flux és obert, i el flux Fx: Zx — M és una
aplicaci6 de classe CF.

Amb les mateixes hipotesis del teorema anterior, per a tot ¢t € R el conjunt
My={pe M| (t,p) € Px} és obert en M, i 'aplicacié

F“ My — My, F'(p) = Fx(t,p)
(fluz a temps t) esta ben definida i és un difeomorfisme de classe C*, amb
invers F~t.

Amb les mateixes hipotesis, sigui p € M. Existeixen un conjunt obert U C M
que conté p i un nombre a > 0 tals que |—a,a] X U C Px. Per a tot ¢t € |—a,al,

Iaplicacié F*: U — F*(U) és un difeomorfisme de classe C*.

Havent vist que Z2x C R x M és obert i que el flux Fx és de classe C!,
notem que es pot reescriure

0
fX:TFXO%’

essent 0/0t el camp vectorial en R x M definit a partir del camp vectorial
unitat de R (vegeu A.1.8).

Camps vectorials complets

Lema d’escapament

Sigui X: M — TM un camp vectorial de classe C* en M. Sigui v:]a, b] —
M una corba integral maximal de X. Se suposa que b < +00.

Si A C M és un subconjunt compacte, llavors existeix t* < b tal que
~v(t) ¢ Aperat>t*

Hi ha un enunciat analeg si a > —oo.

Amb altres paraules, el lema diu que si el domini d’una corba integral maximal

no és tot R, llavors acaba escapant de qualsevol subconjunt compacte de M.
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Un camp vectorial (de classe C') X en M es diu complet si el domini de

les seves corbes integrals maximals és R. Es a dir, si Zx = R x M.

En una varietat compacta tots els camps vectorials (de classe C!) sén com-
plets.

Més generalment, si un camp vectorial té suport compacte llavors és complet.

Grups uniparametrics de transformacions

El flux d’un camp vectorial complet és un grup uniparametric de transfor-
macions.

Un grup uniparametric de transformacions de M és una accié de R so-
bre M, és a dir, una aplicacié F: R x M — M tal que Vs,t € R, Vp € M,
e F'(0,p) =p,
o F(t+s,p)=F(t, F(s,p))-
Sigui t € R. Definim F*: M — M per F'(p) = F(t,p). Les propietats
anteriors s’escriuen
o FO =1d,,,
o Fits — Ft, Fs,

F* és una bijeccié, amb inversa F .

Denotem per G el conjunt de permutacions de M. Les propietats anteriors
poden enunciar-se dient que 'aplicacié R — &y, t — F', és un morfisme de

grups.

Sigui p € M. Definim v,: R — M per ~,(t) = F(t,p). La imatge de ~, és
I’orbita de p per 'accié,

Op={1(t) [t eR} ={F'(p) [t € R}.
M és la uni6 disjunta de les orbites.

Suposem que F és diferenciable [de classe C¥, amb k > 1] [continua]. Lla-
vors també ho sén els camins 7,. Les bijeccions F* sén difeomorfismes
[difeomorfismes de classe C*] [homeomorfismes].

Suposem que F és de classe C'. Llavors podem definir el vector tangent
Xp =7,(0) € T,M. Aixo defineix un camp vectorial X en M, que podem
escriure

X =F'(0,-),
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on F'(t,p) és el vector tangent de F/(—,p) a l'instant ¢t (F' = TF o 9/0t,
com s’ha vist abans).

El camp vectorial X obtingut s’anomena generador infinitesimal del grup
uniparametric F'.

Si F és un grup uniparamétric de transformacions de M de classe C* (k > 1)
llavors el seu generador infinitesimal X és de classe C*~1.

L’expressi6 local de X en una carta de M és X (z) = (z, D1 F(0,z)).

Si F:R x M — M és un grup uniparametric diferenciable amb generador
infinitesimal X, llavors els camins v, (t) = F'(¢, p) sén corbes integrals de X,
F és el flux de X, 1 X és un camp vectorial complet.

Hi ha, doncs, una bijeccié entre camps vectorials complets i grups uniparametrics

de transformacions.

A fi de tractar el flux d’un camp vectorial no complet és necessari ampliar
la definicié de grup uniparametric de transformacions.
Un grup uniparametric local de transformacions d’una varietat M és una
aplicacié F: 2 — M tal que:
e 2 C R x M és obert.
e Peracadape M, I, = {t € R| (t,p) € Z} és un interval obert que
conté 0.
e Per acadape M, F(0,p) =p.
e Peracadape M,sis € I, t € Ipe,) it+s € I, llavors F(t+s,p) =
F(t,F(s,p)).

En aquesta situacié encara podem usar les notacions anteriors ~,(t) =
F(t,p) = F*(p), amb les precaucions pertinents sobre el domini d’aquestes
aplicacions. Si F és de classe C!, també es pot definir el seu generador
infinitesimal X = F’(0,—). Reciprocament, el flux d’un camp vectorial X
de classe C! és un grup uniparameétric local de transformacions, i el seu ge-
nerador infinitesimal és X. Hi ha, doncs, una correspondéncia entre camps
vectorials i grups uniparametrics locals de transformacions.

Orbites d’una equacié diferencial

Un punt regular d’un camp vectorial X és un punt p € M tal que X (p) # 0.
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Un punt critic d'un camp vectorial X és un punt p tal que X (p) = 0. En
aquest cas el cami{ constant v(t) = p és una corba integral de X, definida
en tot R, anomenada solucié d’equilibri.

Anomenem oOrbita de X la imatge de qualsevol de les seves corbes integrals.
M és la uni6 disjunta de totes les orbites de X.

Sigui M una varietat, X: M — TM un camp vectorial en M de classe C*
(k > 1). Siy:I — M és una corba integral maximal de X, llavors es
compleix una d’aquestes possibilitats:
e 7 és constant, i 'orbita és un punt.
e 7 és una immersié injectiva.
e ~ és una immersi6 periodica, i I'orbita és C*¥+1-difeomorfa a la circum-
ferencia Sy.

Tot subgrup tancat de R és, o bé R, o bé de la forma cZ, on ¢ > 0.

Sigui M un espai topologic separat. El conjunt dels periodes d’una aplicacid
continua f: R — M és un subgrup tancat de R.

Teorema de redrecament de camps vectorials

Sigui M una varietat, X un camp vectorial diferenciable en M, p € M. Si
X (p) # 0, llavors existeix un sistema de coordenades (z*) en p amb el qual
localment es pot expressar X = 9/dz".

Si X és només de classe C* (k > 1), les coordenades que el redrecen també sén

de classe C*.

El procediment per a redrecar X en p es pot resumir aixi.

Es pren una hipersuperficie M, C M que contingui p i tal que X, ¢ T,M,.
Aleshores la restriccié Fo: 2N (R X Mo) — M del flux de X és un difeomorfisme
local en (0, p) tal que, restringit entre subconjunts oberts més petits a fi d’obtenir
un difeomorfisme, compleix Fo,, (0/0t) = X.

Finalment, la coordenada t, juntament amb ’eleccié de m —1 coordenades en M,

déna, a través de F,, les coordenades desitjades en M.

En un veinat d’un punt critic 'estudi local del flux de X és més complicat. Un
resultat analeg al teorema de redrecament és el teorema de Grobman-Hartman.
Descrivim-ho succintament.

Siguin M una varietat, X un camp vectorial de classe C* en M, F* el seu flux, i
p un punt critic de X: X, = 0.

L’aplicacié tangent de X en p permet construir un endomorfisme A: T,M —
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T,M; en coordenades, si X = f*9/0z", la matriu de A en la base de vectors
tangents coordenats és la jacobiana (8fi/3:cj |p). Es I'endomorfisme linealitzat
de X en p.

Aquest endomorfisme déna lloc a una equacié diferencial lineal en I’espai vectorial
Tp,M: u' = Au; és el sistema linealitzat de X en p. El seu flux és simplement
G" = exp(At).

Els valors propis de A s’anomenen exponents caracteristics de A, i sén decisius
en l'estudi de l'estabilitat de la solucié d’equilibri corresponent a p. El punt
d’equilibri es diu hiperbolic quan tots els exponents caracteristics del seu sistema
linealitzat tenen part real no nulla.

Teorema de Grobman—Hartman

Sigui M una varietat, X un camp vectorial de classe C* en M, p € M un punt
critic hiperbolic de X.

En un veinat de p el flux F* de X i el flux G* del seu linealitzat en p sén conjugats
per un homeomorfisme h: ho F* = G* o h.

Intuitivament, aixo expressa que els respectius retrats de fase sén semblants.
A vegades ’homeomorfisme h és un difeomorfisme. En aquest cas podem dir
que X i el seu linealitzat estan h-relacionats, i per tant que X es pot linealitzar

(localment) amb unes coordenades adequades. (Vegeu 5.7.6.)

Derivada de Lie de funcions i de camps vectorials

Sigui X un camp vectorial en M de classe C!, i F: 2 — M el seu flux.
Si f: M — R és una funci6 de classe C!, podem calcular la derivada Ly f,
també anomenada derivada de Lie de f respecte a X, com
F*(f)p)—flp) _ d
Z =1li = —| F™ .
xf (p) = lim ; i, ()p)

En el cas que X no sigui complet, cal recordar que els difeomorfismes F*
del flux no estan definits en tot M; tanmateix, per a cada p € M existeixen
conjunts oberts 1 3 01 U, 3 p tals que I x U, C %, de manera que per
a t € I estan definits els F*: U, — M, i doncs les F'*(f) estan definides
en Up.

També escriurem 'expressié anterior, de manera poc correcta, com

_ i %
ng* dt t:OF (f)7

entenent que s’ha d’interpretar segons la formula donada.
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Sigui ara Y un camp vectorial de classe C'. De manera analoga, i amb les

mateixes precaucions si X no és complet, definim
TripF ' Y(F'(p) —Y(p) _ d|
2xY (p) = li P =—|F7(Y)(p) e T,M,
Y (p) = Jim t G| F 0w ey
limit que veurem que existeix. S’obté aixi un camp vectorial ZxY, ano-

menat derivada de Lie de Y respecte a X.

També ho podem escriure, amb el mateix abis de notacié que abans, com

d *
Y=—| F(Y).
Lx i, (Y)

Si X iY sén camps vectorials de classe C! en M, llavors
ZxY =[X,Y].

La derivada de Lie sobre camps vectorials satisfa les propietats segiients:
o IxY =-4X.

x|V, Z] = XY, Z) + [Y, Zx Z].

Zixy)Z = [Zx, 2.

Ix(fY) = (Zx )Y + f£xY.

e Si H: M — N és un difeomorfisme, H,(ZxY) = Ly, x)H.(Y).

Siguin M, N varietats, H: M — N una aplicaci6 de classe C'. Siguin X, Y
camps vectorials de classe C! en M i N, respectivament. Les tres propietats
segiients son equivalents:

i) X 1Y estan H-relacionats.

ii) Si v és una corba integral de X aleshores H oy és una corba integral
de Y.

iii) Es compleix HoF% = F! o H alla on aquesta expressio estigui definida.

Sigui H: M — N un difeomorfisme de classe C!. Siguin X un camp vecto-
rial de classe C* en M, amb flux F'. El flux de H,(X) = TH o X o H~! és
H*(Ft) = HoFto H L.

Un camp vectorial X es diu invariant per un difeomorfisme H: M — M
quan H,.(X) = X.

Un camp vectorial X és invariant per un difeomorfisme H: M — M sii H
commuta amb el flux F% de X.



Xavier Gracia — Varietats Diferenciables. Definicions i resultats — 12 set 2016 55

(5.7.9) Un camp vectorial Y es diu invariant per un camp vectorial X quan és
invariant pels difeomorfismes del flux de X: (F%).(Y) =Y (sobre el domini
de cada FY%).

d

7.10) =
(67.10) |

FX™(Y) = Fe* (ZxY).

(5.7.11) Siguin X, Y camps vectorials de classe C! en M. Les afirmacions segiients
son equivalents:

i) [X,Y]=0.
i) ZxY =0.
iii) Y és invariant per X: (F%).(Y) =Y.
iv) F o Fy, = F$ o FY alla on els dos membres estiguin definits.

(5.7.12) X és invariant pel seu flux: (F%).(X) = X.
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Camps tensorials

Camps tensorials

Sigui M una varietat diferenciable de dimensi6 m, p € M un punt, i
k,£ € N. A partir de 'espai tangent T),M podem construir els productes
tensorials* Tens? (T,M) = ®ZT;‘,M ®"* T, M; els seus elements s’anomenen
tensors en p.

Semblantment a la construccié dels fibrats tangent i cotangent, la unié disjunta
d’aquests espais vectorials, quan p recorre M, és un fibrat vectorial Tensy (TM),
que es pot dotar d’una projeccié Tf:Tens’Z(TM) — M i d’una estructura dife-
renciable. Més concretament, donada una carta (U, ¢) de M, s’obté una car-
ta natural ((7F)~'(U), ®¥) de Tensf(TM) definint, per a K, € Tensh(T,M),
BE(K,) = (p(p), Tensk (dp)-K)-

Un camp tensorial k-contravariant ¢-covariant, o de tipus (k,£), és una
aplicacié R que assigna a cada punt p € M un tensor R(p) = R, €
Tensy (T, M).

Es a dir, és una seccié del fibrat tensorial Tensf (TM) corresponent.

Sigui (U, ¢) una carta de M al voltant de p. La corresponent base de vectors
tangents coordenats 9/dx"], déna lloc a la base dual dz’|, de TjM, i la base
corresponent dz/'|,®. . .@dzi|,®0/0z" |,®...©d/dx"|, de Tensy (T, M),
anomenada base natural associada a la carta.

Mitjangant aquesta base també podem expressar la carta natural del fibrat tenso-
rial com ®} (K;i;’z ' ®. .. @dyrt® /0™ L@@ d/0x'* i)

p) = (p; Kjl.“jz

Si R és un camp tensorial k-contravariant ¢-covariant, en cada punt p € U
es pot escriure, doncs,

i1eeein i i 0
R(p) = R;lﬁ (p) dpr”t @ ... @ dpz’* ®

Oz

s’anomenen components de R en la carta donada.

0

. . 8;(,‘ik

)
p

1ol
1---J¢

L’expressié anterior es pot escriure

on les funcions R;

0 0
doir ¥ g

4Al llarg de tota ’exposicié posarem primer els factors de ’espai cotangent i després

Rly =Rl da) @...@da’" @

els de ’espai tangent, pero aixd no és més que un conveni, i fins i tot podriem intercalar
tangents i cotangents.
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interpretant que s’ha d’avaluar cada terme en p, o bé usant les operacions
elementals amb camps tensorials que es descriuran a la seccid segiient.

Un camp tensorial R es diu diferenciable [de classe C"] quan ho sén les
seves funcions components en una carta.
Aixd equival a afirmar que R: M — Tensf (T M) és una aplicacié diferenciable [de

classe C"].

Si R és un camp tensorial en M i V' C M és una subvarietat oberta, podem
considerar R|, com un camp tensorial en V.

Denotarem per T%(M) el conjunt dels camps tensorials de tipus (k, £) di-
ferenciables en M.

Escriurem T#(M) = T§(M) per als camps tensorials contravariants, i
Te(M) = T9(M) per als camps tensorials covariants. En particular te-
nim TY(M) = C®(M), TH(M) = X(M) i T1(M) = QY(M).

Un tensor R, € Tens; (T, M) defineix una funcié multilineal de k covectors
i £ vectors. Per tant un camp tensorial R defineix una aplicacié multilineal

actuant sobre k£ camps de vectors cotangents 61, . .., 0y i £ camps de vectors
tangents X1, ..., Xy, que déna com a resultat una funcio,

R(Xla o ale 917 oo ﬂak)(p) = RP(Xl(p)a sy Xé(p)a 01(]7), S 79k(p)) .
Escriurem aquesta funcié més simplement R(X1,...,X¢,61,...,0;), sense senya-

lar R amb cap simbol addicional.

Expressant en coordenades aquest camp tensorial i tots els camps de vectors
i covectors, es calcula aquesta funcié com R;llz’z Xfl e Xg’felil O,
Més particularment, les components de R en una carta es poden obtenir
com

0 0

Brir’ T daie

Sigui R un camp tensorial de tipus (k,¢). R és diferenciable sii ’aplicacié

R:% = Ry ( da’, ... da’).

anterior R transforma camps de vectors i covectors diferenciables qualssevol
en una funcié diferenciable.

Sigui L: X(M)x .£. xX(M) x QY (M)x k. xQY(M) — C*(M) una apli-
cacié C*°(M)-multilineal. Llavors L és l'aplicacié R definida per un cert
camp tensorial diferenciable R € T%(M).

Aixd es podria expressar dient que el C*°(M)-modul 7§ (M) és el dual de T%(M).
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(6.1.12) Canvi de coordenades

Siguin (z¢), (y®) dos sistemes de coordenades. Podem escriure — =

ox?
oy® 0 . oxd
y_ 9 da? —dyﬁ Suposem que R s’expressa en ambdues cartes

ozt oy T T 9yP

com
Qv i i 0 0
Ry det @...@de? @ S ®...0 S’
RO B Be 0 9
B1- ﬂz dy1® ®dy[®8y‘“®.“®ayak’

respectivament. Aleshores les components es relacionen per
- _ Rir-ix Ot Ot Oy dyr
Bl J1---Je ay,ﬁ’l 3y5’5 Orit T 9tk

6.2 Operacions amb camps tensorials

Per simplicitat, en la resta del tema només considerarem camps tensorials
diferenciables, encara que moltes de les operacions i resultats que descriu-
rem sén valids amb grau de diferenciabilitat finit.

(6.2.1) Les operacions amb tensors en un punt, i més particularment la suma i el
producte per escalars, donen lloc a operacions amb els camps tensorials.
Aixi, si f € C*(M), R,R' € T§(M), tenim que el producte fR i la suma
R+ R s6n de TE(M). Amb aquestes operacions T5(M) és un C*(M)-
modul.

(6.2.2) De la mateixa manera, si R € TH(M) i S € T (M), podem definir el
producte tensorial R® S € Tﬁrlk, (M) a partir del producte en cada punt:

(R®S)p = Ry @ Sp.
El producte tensorial de camps tensorials es pot expressar
(01®..200X10..0 X)) ® (019 ..®0r® X 1®...@ Xpyw) =
=0,®..000 X1 ®...0 Xpip .
També podem definir-lo per la seva accié sobre camps de vectors i covectors:
(R®S)(Y1,. ., Yoo, Wiy oo, Whtpr) =
=R(Y1,...,.Y,w1, ..o ywk) S(Yois1, oo, Yoo, Wit 1y e v o s Whtk? ) -

(6.2.3) Aquestes operacions doten d’estructures de C°°(M)-algebra graduada as-
sociativa unitaria els conjunts segiients:
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o To(M) = ®koenTh(M), dlgebra dels camps tensorials (mixtos)
o T*(M) = ®renT¥(M), algebra dels camps tensorials contravariants
o To(M)=®uenTe(M), algebra dels camps tensorials covariants

Quan U és un obert coordenat, el C>(U)-modul T4 (U) és lliure, amb base
els camps tensorials

0 0
Oz ®'”®8xik'

Analogament, els camps vectorials 9/9x! generen 'algebra T°(U), etc.

de" @ ... @ d2’ ®

Contraccié interior de camps tensorials miztos
SiRe T;f (M) és un camp tensorial mixt, en cada punt podem contreure
I’i-ésim index contravariant amb el j-eésim index covariant; aix0 déna un
camp tensorial c}(R) € Ty~{ (M), definit per

G01®..000X10...0X,) =

=0, X)01®..900,0..0X,0...0 X},

on el barret denota ’absencia del terme corresponent.
Per exemple, si A € T1(M) té expressié local Aly = a’;dz’ ® §/9z", llavors
tr A = cf(A) és, sobre U, la funcié6 a’;.
Pull-back de camps tensorials covariants
Siguin F: M — N una aplicacié diferenciable, S un camp tensorial /-

covariant en N. Es pot definir un camp tensorial F*(S) del mateix tipus
en M, anomenat imatge reciproca o pull-back de S per F:

F*(S)p = ®lt(TpF)'SF(P) i
en un punt la seva acci6 sobre ¢ vectors tangents u; € T, M és
F*(S)p(ur, ... ue) = Spppy(TpFuy, ..., TpF up).
Tambés es pot descriure per
F*0h1®...00,)=F(0,)®...0 F*(6,),

on en el segon membre apareix el pull-back de 1-formes diferencials.

El pull-back de camps tensorials covariants compleix les propietats
segients:

o F*(gS) = F*(g) F*(S).

° F*(Sl X SQ) = F*(Sl) X F*(SQ)

e (GoF) =F*oG*.

o Id*(S)=S.
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En coordenades, el pull-back es pot calcular amb

F*(S), j, Ay ®...@dy™) = F*(S}, ;) dF*(y"") @...@ dF* (y’*).
Pull-back i push-forward per difeomorfismes
Si F:M — N és un difeomorfisme es poden definir la imatge directa o

push-forward, F, i la imatge reciproca o pull-back, F'*, de camps tensorials
de qualsevol tipus per F'. Ambdues operacions sén miituament reciproques.

Si R € T§(M), lavors F.(R) esta definit per

F.(R)(q) = Tens; (Tp-1(q)F)-R(F~"(g)) ong€N,
i analogament si S € T5(N)

F*(S)(p) = Tenss (T,F)~*-S(F(p)) onpec M.
Alternativament,

F.l1®..00,03 X1 ®...0 Xi) =

Fi(01)®...Q Fu(0) @ Fu(X1) ® ... ® Fy(Xy)
i analogament per a F* (w1 ® ... Qw @Y1 ® ... ® Yy).

Formes diferencials

Es habitual identificar els elements de I’algebra exterior amb els tensors
antisimetrics, cosa que farem en particular amb /\kT;M - Tensk(T;M );
els seus elements s’anomenen k-covectors en p.

La unié disjunta d’aquests espais, quan p recorre M, és un fibrat vectorial
AF(T*M), que es pot dotar d’una estructura diferenciable i d’una projeccié

analogues a les del fibrat cotangent. De manera similar es pot definir A*(TM).

Una k-forma diferencial és una aplicacié w que assigna a cada punt p €
M un k-vector cotangent w(p) = w, € A¥(T;M) (per tant, un tensor k-
covariant antisimetric).

En altres termes, una k-forma diferencial és una seccié del fibrat exterior A*T* M.
Una k-forma diferencial s’identifica a un camp tensorial k-covariant anti-
simetric.

Denotarem per QF(M) el conjunt de k-formes diferencials diferenciables.

Notem que Q°(M) = C>(M), i que, si k > m, aleshores Q¥ (M) = 0.

Es el mateix donar una k-forma diferencial w € QF(M) que donar una
aplicaci6 C*°(M)-lineal alternada L: X(M)x 5. xX(M) — C>®(M).
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La suma de formes diferencials i el producte d’una forma diferencial per
una funcié estan definits com amb els camps tensorials, punt a punt. Amb
aquestes operacions, QF(M) és un C*(M)-modul.

Tgualment, el producte exterior definit en cada punt de M permet definir
el producte exterior de formes diferencials. Si a € Q¥(M), i 8 € QY(M),
a B e QFE(M).

Considerant i § com a camps tensorials covariants, el seu producte exte-

rior s’obté antisimetritzant el seu producte tensorial aixi:

1

Oé/\ﬁzm Z eso(a®pB),

G€6k+e
on g, denota la signatura de la permutacié o.
Alternativament, la seva acci6 sobre k + £ camps vectorials ve donada per
(CM A B)(Xla s an-‘rf) =
1
= Z €0 U Xoys - Xor) BXoes1)s -+ Xo(hte)) -
T 0€EG Kt
Amb aquestes operacions, el conjunt
Q% (M) = B Q" (M)
té estructura de C>° (M )-algebra graduada associativa unitaria anticommu-
tativa. Es l’algebra de les formes diferencials.

Els seus elements sén les seccions diferenciables de A®(T*M) = @7 oA"(T* M).

L’anticommutativitat significa que, si a té grau k i 8 té grau ¢, llavors
anf=(-D)sAa.

En particular, el producte exterior de k 1-formes diferencials, considerat
com a camp tensorial antisimetric, és
O N...NO = Z 5(0)00(1)®-~~®90(k)~
ceSy,
L’accié d’aquest producte sobre k camps vectorials és

(01 VANIAN Gk)(Xl, ‘e ,Xk) = det((@i, Xj>) .
Sigui (U, ¢) una carta de M. Els (') elements dz’ A ... A dz’|, (amb
i1 < ... < i) formen una base de AF(T7M).
Mitjancant aquesta base podem expressar una k-forma diferencial

wly = Z/wil-uik dz AL A dat
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on el sumatori s’estén als multiindexs tals que i1 < ... < ig. Les funcions
components es poden obtenir com wj, . ;, = w (0/dz™,...,8/0x").

Els canvis de coordenades amb k-formes diferencials, escrites en la base
de les dz™ A ... A da, es representen de manera similar als dels camps
tensorials qualssevol, partint de les expressions corresponents de I’algebra
multilineal.

Per exemple, per a formes diferencials de grau maxim m, i dos sistemes de coor-
denades (z*), (), tenim

dy' AL Ady™ = det (gi{j) de' AL Ada™.
Pull-back de formes diferencials
Siguin F: M — N una aplicacié diferenciable. Si 8 € QF(N), la seva imatge
reciproca és F*(3) € QF(M).
A banda de la linealitat, es compleix F*(3; A B2) = F*(81) A F*(B2), de
manera que F*:Q*(N) — Q*(M) és un morfisme d’algebres.

En coordenades es calcula
F (Z "Wiy iy Ay AL A dyik) =
= Z’F*(wilmik) dF*(y“) A dF*(yik) .

Contraccio interior d’una forma diferencial amb un camp vectorial
Siguin w € QF(M), X € X(M). La contraccié de X amb w és una (k — 1)-
forma diferencial, denotada per ixw = i(X)w = X Jw, definida a partir de
la contraccié en cada punt: (ixw), = ix,wp.
L’accié de ixw sobre k — 1 camps vectorials és doncs

ixw(Yr, ..., Vi) =w(X, Y1, .., Y1)
Notem que, per a w € QY(M), ixw = (w, X), i en particular ixdf = Zx f.

Si w € Q°(M), convenim ixw = 0.

L’aplicaci6 ix: Q* (M) — Q°*(M) satisfa les propietats segiients:
e Es C(M)-lineal.
e ixoix =0.
e ix(anp)=(ixa)AB+ (=Dla A (ixB)

Es una antiderivaci6 de grau —1 de 'algebra de les formes diferencials.
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La contraccié interior també es pot expressar

k
ix (01 A AOR) =D (=170, X) 0L A A A A O
j=1
Altres propietats: irx = fix, ix+y =ix + iy, ix oiy = —iy oix.

La diferencial exterior

Teorema d’existéncia de la diferencial exterior
Sigui M una varietat diferenciable. Existeix una t1nica aplicacié
d:Q* (M) — Q*(M) que satisfa les propietats segiients:
e Es R-lineal.
d aplica QF(M) en QF1(M).
Si a és de grau k, d(a A B) =da A B+ (=1)ka AdB.
Si g € Q°(M), dg coincideix amb la diferencial de la funcié g.
Si g € Q%(M), d(dg) = 0.
Aquesta aplicacié és un operador local: si V. C M és obert i a|y = S|y,
Navors da|y = dB|v.

L’operador d s’anomena diferencial exterior.

Es una antiderivacié de Q°(M) de grau 1.

A partir de la seva definicié tenim
d(fdgr A...Adgr) =df Adg1 A ... Adgk,
expressié que, atesa la localitat de d, permet calcular la diferencial exte-

rior en coordenades: si aly = . 'a;, i, dzt A ... Adat lavors da|y =
Z ’dail___ik Adzit AL A datE.

Sigui F: M — N una aplicacié diferenciable. Si § € Q*(N),
F(dB) = dF*(B) .
dod=0.
Una forma diferencial 5 es diu tancada si d3 = 0, i es diu exacta si existeix

una forma diferencial « tal que g = da.

La propietat d> = 0 significa que 3 exacta = 3 tancada. L’enunciat
reciproc és cert localment:
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Lema de Poincaré

Sigui M una varietat, U C M un obert difeomorf a R™ (o a un obert
estrellat de R™). Per a k > 1, si 3 € QF(U) és tancada, llavors existeix
a € QFY(U) tal que B = da.

En altres paraules, tota k-forma diferencial tancada (amb k > 1) és localment

exacta.

Siguin
ZF(M) = {8 € Q"(M) | B tancada} = Q*(M) N Kerd,
B* (M) = {8 € Q" (M) | 8 exacta} = Q¥(M)NImd.

La mesura en queé les formes tancades poden no ser exactes ve donada pels
espais de cohomologia de de Rham H* (M) = ZF(M)/B* (M), i l'algebra de co-
homologia de de Rham H*(M) = @7 H* (M).

Siguin Xo, ..., Xx € X(M), w € QF(M).

dw(Xo, ..., Xp) = > (1) Lx,w(Xo,..., Xi,-.. . Xp) +
0<i<k

+ Y ()M (X X X, X X X
0<i<j<k
En particular, si X,Y € X(M), 0 € Q'(M), llavors
do(va) = $X<97Y> _$Y<07X> - <97 [Xa Y]> .

Derivada de Lie de camps tensorials

Sigui X € X(M), i F:D — M el seu flux. Sigui R € T5(M) un camp
tensorial. Generalitzant la definicié de derivada de Lie de funcions i de
camps vectorials, i amb les mateixes precaucions que en aquells casos, po-
dem definir la derivada de Lie de R respecte a X, que és el camp tensorial
ZLxR € TE(M) definit, en cada punt p € M, per

d t _ o F(R)(p) — R(p) ,
ZxR(p) = 7 t:OF (R)(p) = }g% ; € Tensy (T,M).
També escriurem aquesta expressié, de manera poc correcta,
d
ZLxR = F™*(R).
R= G| P
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En el cas particular de 8 € T1(M), la derivada de Lie £x0 esta definida
per

(Zx0,Y) =2Zx(0,Y) — (0, ZxY),
i més particularment

Lxdf =dZLxf.
Es compleix que

Lx(f0)=(ZLxf)0+ fLx0.
En coordenades, si 0|y = Gid:pi i X|y = X'0/0z*, llavors es pot calcular
00, (“)X3> 4t

_ J .
(ol = (X155 0,5

Siguin DJ: C>*(M) — C>®(M), D}: X(M) — X(M) aplicacions R-lineals
tals que D sobre les funcions és una derivacié, i D§(fY) = (D§f)Y +
f(D§Y). Llavors DY, D{§ s’estenen a una tnica aplicacié D:Te(M) —
Te(M) que compleix les propietats segiients:

o Bs R-lineal.

e D(R®S)=(DR)® S+ R® (DS).

e D aplica T5(M) en TH(M).

e Per a qualsevol contraccié interior ¢}, D c¢j(R) = ¢} (DR).
Es a dir, D és una derivacié de la R-algebra T¢(M), de grau (0,0), que
commuta amb les contraccions interiors.
L’operador D obtingut d’aquesta manera és local.

La commutaci6é amb les contraccions interiors déna en particular D(0,Y) =
(DO,Y)+ (0,DY) si 0 € QY (M), Y € X(M).

Aquestes propietats permeten calcular D sobre qualsevol camp tensorial, i
per exemple es compleix

(DR)(01,...,0k, X1,...,Xs) = D(R(01,...,00, X1,...,X0)) —
~> R(...,Db;,..) =Y R(...,DXj,...).
i J

El teorema anterior, aplicat a D = Zx, derivada de Lie actuant sobre
funcions i camps vectorials, permet obtenir una derivacié Zx actuant sobre
camps tensorials. Aquesta derivacié coincideix amb la derivada de Lie Zx
definida anteriorment, al principi d’aquesta seccid, ja que aquesta compleix
les hipotesis del teorema anterior.
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Hi ha altres casos d’aplicacid, singularment a D = Vx, la derivada covariant

definida per una connezio.

El coneixement de la derivada de Lie .Zx actuant sobre funcions, camps
vectorials, i 1-formes diferencials, juntament amb la propietat de deriva-
cié, permet calcular en coordenades la derivada de Lie #Zx R d’un camp
tensorial qualsevol.
Per exemple, si X = X%0/0z%, R = R;; dz* ® dz?, llavors
ZxR = (ZxRij;) de' @ da? + R;j; (ofxdxi) ®da’ + R;j dz' @ (fxdxj)
= (YxRij)de’ @ da’ + Ri; dX' @ da’ + Rijda’ © dX?

_ (ORy oxk o oxFN L
= <8mk X +Rk3 O + Rk B dz' @ do’ .

Lixy) = [Zx, ]

Un camp tensorial R es diu invariant per un difeomorfisme H: M — M
quan H,.(R) = R.

Sigui X un camp vectorial en M. Un camp tensorial R en M és invariant
per X si és invariant pel flux Fly de X, és a dir, Fi*(R) = R.

4 F*(R) = F"**(%xR).
dt l4=¢,

R és invariant per X sii XxR = 0.

Si H: M — N és un difeomorfisme,
H.(ZxR) = Ly, (x)H.«(R).

Derivada de Lie de formes diferencials

Considerant les formes diferencials com a camps covariants antisimetrics,
la derivada de Lie .Zx aplica formes diferencials en formes diferencials.
Es compleix a més que

Zx(anp)=(ZLxa)ANB+an(ZLxp).
Per tant l'aplicacié Lx: Q* (M) — Q°*(M) és una derivacié de grau 0.
Si a és una k-forma diferencial,

(Zxa)(Xy,...,Xg) =

Lx(a(X1,.. ., Xk)) = > Xy, (X X X))

%
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(6.6.3) Lx oiy —iy o Lx = ix,y]-
(6.6.4) do Zx = ZLxod.

(6.6.5) Fdormula de Cartan
«:?X :ixod+doix.

(6.6.6) Si D:Q*(M) — Q°(M) és una derivacié de grau 0 que commuta amb d,
llavors és la derivada de Lie Zx respecte a un camp vectorial.
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Distribucions tangents

Per simplicitat, la teoria donada en aquesta seccié només concerneix les
distribucions tangents de classe C*.

Si M és una varietat diferenciable, anomenarem camp vectorial local en M
un camp vectorial definit en un subconjunt obert de M. Representarem per
Xioc (M) el conjunt dels camps vectorials locals diferenciables de M. Aquest
conjunt té propietats analogues a les de X(M ), pero cal tenir en compte que
les operacions de suma o paréntesi de Lie de camps vectorials locals només
es poden realitzar en el domini comu dels operands. Semblantment, la
multiplicacié d’un camp vectorial local X per una funcid local f € C5.(M)
déna un camp vectorial local fX definit en el seu domini com.

L’ambit teoric apropiat per a treballar amb objectes definits localment és
la teoria de feizos. Tanmateix, per tal d’evitar un llenguatge excessivament
tecnic, direm, per abts de llenguatge, que Xjoc (M) és un C2 (M)-modul.
SiV C Xjoe(M) és un conjunt arbitrari de camps vectorials locals dife-
renciables, representarem per (V) el Ci° (M )-modul que generen. Els seus
elements sén les combinacions lineals finites ), f; X;, amb f; € CS.(M) i
X; € XIOC(M).

Un advertiment final: la terminologia relativa a aquest tema pot variar
sensiblement segons els textos consultats.

Distribucions tangents
En tota aquesta seccié M és una varietat diferenciable (de dimensié m).

Una distribucié tangent (o simplement distribucié®) en M és un subconjunt
D c TM tal que, per acadap € M, D, = DNT, M és un subespai vectorial
de l'espai tangent T, M. Podem escriure, doncs, D = [[ s Dp.

La dimensié dim D,, s’anomena rang de D en p.

Si D C TM és una distribucié tangent i U C M una subvarietat oberta, aleshores
s’obté una distribucié tangent en U posant D|y = DNTU = HPGU D, C TU.

5En podem dir distribucié sempre que no hi hagi perill de confusié amb el concepte
homonim de Panalisi global: una distribucié en una varietat M és una forma lineal
continua en l'espai D(M) de les funcions diferenciables amb suport compacte (dotat
d’una topologia adequada).
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Sigui D una distribuci6 tangent en M. Diem que un camp vectorial local
Y és una secci6 local de la distribucié (o, més informalment, que pertany a
la distribucié) quan Y (p) € D), per a tot punt p (del domini de Y').
Es a dir, quan Y és una seccié local de la projeccié 7: D — M que a cada vector
de D li assigna el seu punt base.
Representem per

Secioe(D) = {Y € Xjoc(M) | Y seccié local diferenciable de D} .

el conjunt d’aquests camps vectorials que sén diferenciables. Es un
Ce (M)-modul.
Notem en particular que Secioc(TM) = Xioc(M).

Sigui V un conjunt arbitrari de camps vectorials locals en M. Genera una
distribucié tangent que denotarem Dist(V) C TM: sip € M,

Dist(V), = (X(p) | X € V) C T, M,
on el segon membre denota el subespai generat per tots els X (p) (de fet,

només pels corresponents als X que continguin el punt p en el seu domini).
Dist(V) és la distribucié tangent generada per V.

Es compleixen les inclusions segiients:

e Dist(Secioc(D)) C D;
e Siels camps de V sén diferenciables, V C Secioc(Dist(V)).

Una distribucié tangent D es diu diferenciable quan és la distribucié
D = Dist(V) generada per un cert conjunt de camps vectorials locals dife-
renciables V C Xjoc(M).

Una distribuci6é tangent D és diferenciable sii esta generada pel seu conjunt de
seccions locals diferenciables Secioc(D).

Es pot provar que, si D és diferenciable, llavors és localment finitogenerada: per
a cada punt po, € M hi ha un veinat obert U i un nombre finit de seccions
diferenciables X1, ..., Xi (generadors locals de D) tals que

D|v = Dist({ X1, ..., Xk}),
és a dir, que, per a tot p € U, D, = (X1(p), ..., Xe(p))-

Una distribucié tangent es diu regular en un punt quan és diferenciable i

de rang constant en un veinat del punt. Es diu distribucié regular quan ho

és en tot punt.
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Una distribucié tangent D C TM de rang r és regular sii es compleix la
condicié segiient: per a cada p, € M hi ha un conjunt obert U > p, i
r camps vectorials diferenciables X; definits en U, linealment independents
en cada punt, tals que D|y = Dist({X1,...,X,}); és a dir, que, per a tot
pe U, {X1(p),..., X, (p)} és una base de D,.

Amb les mateixes hipotesis, si Z € Sec(D|y) aleshores es pot escriure de
manera Unica

=1

on les ¢* sén funcions diferenciables en U.
Es a dir,

Sec(D|y) = (X1,...,Xr),
i de fet Sec(D|y) és un C*(U)-modul lliure amb base { X7, ..., X, }. Direm
que (X1,...,X,) és una referéncia local de D.
La propietat de ser regular significa que D C TM és un subfibrat vectorial, per la
qual cosa una distribucié tangent regular també s’anomena subfibrat tangent.

Qualsevol altra referéncia local (Y;) de D|y esta relacionada amb (X;) per una
matriu invertible amb coeficients funcions:

Distribucions integrables i distribucions involutives

A partir d’ara totes les distribucions tangents seran suposades diferencia-
bles.

Sigui D C TM una distribucié tangent. Una subvarietat immersa N de M
es diu varietat integral de D quan, per a tot p € IV, es té

T,N=D,.
(Recordem que, si j: N < M és la immersi6 injectiva que defineix l’estructura

de subvarietat immersa, identifiquem T, /N amb el subespai imatge Tpj-TpN C
TjpM.)

Una distribucié tangent D es diu integrable quan tot punt de M esta con-
tingut en alguna varietat integral de D.

Les distribucions tangents de rang 0 i de rang m son trivialment integrables.

Les seves varietats integrals sén respectivament els subconjunts discrets i els
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subconjunts oberts de la varietat.

Una distribuci6 tangent diferenciable de rang 1 és sempre integrable. Aixo

és consequeéncia del teorema d’existéncia de solucions d’equacions diferencials.

Si m: M — B és una submersid, llavors Ker Tt C TM és una distribucié tangent

integrable, i les seves fibres 7! (b) C M en sén varietats integrals.

Una distribucié tangent D es diu involutiva quan ho és el seu conjunt de
seccions locals diferenciables, és a dir:
X,Y € Secioc(D) = [X,Y] € Secioc(D) .

Aixo equival a afirmar que Secjo.(D) és una algebra de Lie.

Una distribucié tangent integrable és sempre involutiva.

El principal objectiu d’aquest tema és donar, sota certes hipotesis addicionals,

un enunciat reciproc d’aquest.

La involutivitat d’una distribucié regular es pot determinar facilment. Su-

posem, per exemple, que D = Dist({Xy,...,X,}), amb (X;) referéncia

global de D. Aleshores D és involutiva sii, per a qualssevol indexs i, j,
[Xi7 Xj] = ci'chk ’

k

per a certes funcions cj;.

Teorema de Frobenius

En tota aquesta seccié M és una varietat diferenciable de dimensié mi D C
TM una distribucié regular de rang r. Si (Xi,...,X,) és una referéncia
local de D sobre un conjunt obert U C M, escriurem, per abus de notacid,
Dy =(X1,..., X;).

Teorema de Frobenius

Una distribucié tangent regular és integrable sii és involutiva.
La implicaci6 reciproca és conseqiiencia dels tres resultats segiients.

Abelianitzacié d’una referéncia local involutiva

Si D és un involutiva, llavors pot generar-se localment per camps vecto-
rials que commuten; és a dir, sobre conjunts oberts prou petits, D|y =
<AX'17 .. ~Xr>7 amb [X“X]] =0.
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El procediment per a abelianitzar és el segiient.
Suposant que es parteix de D|y = (Y1,...Y;) amb Y, = B% 8/0z*, podem supo-

sar, en un obert potser més petit, que la submatriu de B formada per les primeres

r files és invertible; llavors es pot escriure D|y = (Xi,...X,) amb una combi-
nacié lineal adequada X = Ci Y: que déna X = 8/8:ck + ZZ’;TH AY 8/8:0’}

camps vectorials que commuten.

Redrecament simultani de camps vectorials que commuten

Si r camps vectorials X7, ..., X, linealment independents arreu commuten,
llavors localment es poden redrecar simultaniament; és a dir, al voltant de
cada punt hi ha coordenades (x!,...,2™) tals que, en un conjunt obert

prou petit, X; = 9/0x, ..., X, = 9/0x".

El procediment per a redrecar els X; en p es pot resumir aixi.
Existeix un interval obert I 3 0 i un conjunt obert V' 3 p prou petits tals que
esta definida 'aplicaci6

G IT XV = M, (. t,q) =F4, ..o F, (),
on F% és el flux de X a temps ¢t. Sigui M, C V una subvarietat de dimensié
m — r que contingui p, i tal que T,M = (X1(p),..., Xr(p)) ® TpM,. Aleshores
la restriccié ¥o: I™ X Mo — M és un difeomorfisme local en el punt (0,...,0;p),
tal que 0/9t" estd 1o-relacionat amb X;.
Restringint-la a subconjunts oberts més petits, s’obté un difeomorfisme 1, tal
que o, (8/0t") = X;.
Les coordenades t*, juntament amb unes coordenades qualssevol en M,, donen,

a través d’aquest 1., les coordenades desitjades en M.

Llesques integrals d’un conjunt de camps vectorials redrecats
Sigui D una distribucié tangent tal que D|y = (9/dz',...,0/dz") en

unes coordenades (z!,...,2™). Aleshores, donades constants qualssevol
¢t ..., c™ € R, les equacions
gt =t g =m

t

defineixen varietats integrals de D.

El resultat final no només prova ’existéncia de varietats integrals per a un subfi-
brat tangent involutiu, siné que també permet donar una descripcié conjunta de
totes les que tallen un obert prou petit: en un sistema de coordenades distingides
per a D les varietats integrals es poden redrecar simultaniament.

També prova que, fixat un punt, hi ha localment una unica varietat integral que
el conté.
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Observem, d’altra banda (i suposant M paracompacta), que si N C M és una
varietat integral conneza de D, llavors N NU és en general la unié disjunta d’un

conjunt numerable d’oberts de les llesques r-dimensionals anteriors.

Per a una distribucié tangent diferenciable de rang no constant la involutibitat
no implica integrabilitat. Tanmateix, es poden donar altres condicions suficients

d’integrabilitat (teoremes de Hermann, Nagano, Lobry, Matsuda i Sussmann).

Per a una distribucié tangent integrable D en M es pot definir un concepte
analeg al de corba integral maximal d’un camp vectorial.

Per cada p € M passa una tnica varietat integral connexa de D que és
mazimal, en el sentit que qualsevol altra esta continguda en aquesta. Tals
varietats integrals s’anomenen varietats integrals maximals de D, i en ge-

neral no sén subvarietats regulars, siné subvarietats immerses.

M és la uni6 disjunta de totes les varietats integrals maximals de D, les
quals son les fulles d’una foliacié de M.

Es pot dotar el conjunt M d’una topologia més fina, i d’una estructura diferen-
ciable, on les fulles sén subvarietats obertes. La varietat resultant, Mp, té en
general una infinitat no numerable de components connexos, i ’aplicacié identitat
Mp — M és una immersio bijectiva.

Quan la distribucié tangent és regular es diu que la foliaci6 és regular: totes les

fulles tenen la mateixa dimensié.

Aplicacié: equacions en derivades parcials de primer ordre

Sigui X un camp vectorial en M. Considerem 1’equacié en derivades par-
cials

fxu =0 5
on la incognita és una funcié definida en un obert de M. En un veinat
dun punt regular de X existeix una carta (z*) on X és un camp vectorial
coordenat, X = 9/0x'. En aquest obert, les solucions de 1'equaci6 sén les
funcions qualssevol de la forma

w=f(z2 ..., 2™).

Sigui ara h: M — R una funcid, i considerem 1’equacio lineal no homogenia
& xXu = h.
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Amb les mateixes hipotesis que abans, un cop redrecat X una solucié parti-
cular s’obté, en coordenades, integrant u, = [daz! h(z!,...,2™); totes les
altres solucions s’obtenen sumant-hi les solucions de ’equacié homogenia
associada Zxu = 0.

Considerem un sistema d’equacions en derivades parcials

.,S”Xiu =0 5
on X1,...,X, sén camps vectorials en M, linealment independents en cada
punt.
Si (Xi,...,X,) és una distribuci6 involutiva llavors al voltant de tot punt

hi ha coordenades locals (y!,...,y™) tals que (X1,...,X,) = (Y1,...,Y})
onY; = 9/0y’. Per tant les solucions locals del sistema sén les funcions de
la forma

u:f(yr+17"'7ym)'

Reciprocament, si al voltant de cada punt el sistema té m — r so-

m

lucions ¢g"*1,...,¢g™ amb diferencials linealment independents aleshores

(X1,...,X,) és involutiva.

Amb hipotesis similars es pot analitzar el sistema no homogeni

fxiu = hl .
Suposant que els X; generen una distribuci6é regular involutiva, amb un
canvi de base Y; = a’X; on els Y; siguin camps vectorials coordenats

s’obté el sistema Zy,u = h;a’;, que s’integra facilment com en el cas d'un
sol camp vectorial.

Considerem ara un sistema d’equacions en derivades parcials de la forma
ou®
1 d a1 d 1 n
o (..., 2% = A%x", ... z%u, . u”).
Ens demanem per Pexisténcia d’una solucié u = f(z) definida en un veinat
obert de 2, € R? que prengui el valor u, = f(z,) € R™.

Si existeix tal solucid, com que les seves components f® satisfan el teorema
de Schwarz, 1'is de la regla de la cadena implica que s’ha de satisfer la
condicio d’integrabilitat
0A4 n 0AY s — A N A% b
Oxi ~ Oub 7 Oxt oub !
en un veinat de (zo, uo).

Reciprocament, si es compleix aquesta condicié llavors en un veinat de
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T, existeix una unica solucié f de 'equacié en derivades parcials satisfent
f(xo) = uo.

El graf d’aquesta solucié és precisament la varietat integral que conté el punt
(zo,uo) de la distribucié tangent en R? x R generada pels d camps vectorials

a . . A T
Dt + A5 Ty La seva integrabilitat equival justament a la condicié d’integra-

bilitat anterior.

Sistemes de Pfaff

Hi ha una caracteritzacié «dual» dels subfibrats tangents involutius, i per
tant un enunciat «dual» del teorema de Frobenius.

Anomenem codistribucié en M un subconjunt C' C T*M tal que, per a
cada p € M, C, = CN'T; M és un subespai vectorial de I'espai cotangent
T;M. La dimensié dim C), s’anomena rang de C' en p.

Podem definir també el concepte de codistribucié regular com aquella que
és diferenciable i de rang constant.

Si D C TM és una distribucié tangent, prenent el subespai anihilador (o
anullador) en cada punt obtenim una codistribucié C' = D° C T*M, on

Dy = {ap € T,M | (Vup, € Dp) {ap,up) =0} .

Si D és regular llavors D° també ho és. Sirang(D) = r, rang(D°) = m—r.
Suposant D]y = (X1,...X,), llavors D°|y» = (a" 1, ... a™), on les af sén
1-formes diferencials diferenciables en un obert eventualment més petit,
linealment independents en cada punt, i tals que (a;, X;) = 0.

Aix0 es pot expressar d’una altra manera: si D C TM és un subfibrat vectorial,
llavors D° C T*M també ho és.

En les mateixes condicions, afirmar que 8 € Secjo.(D°) equival a afirmar
que (£, X) = 0 per atot X € Secioc(D). Afirmar que Y € Secioc (D) equival
a afirmar que (@, Y) = 0 per a tot a € Secjoc(D°).

Afirmar que j: N < M és una varietat integral d’una distribucié tangent
regular D de rang r, equival a afirmar que dim N = r i

J*(a) =0
per a cada a € Secjoc(D®). Aquesta expressié s’anomena sistema de Pfaff.

Donada una base local D°|y = (o™, ...a™), el sistema s’expressa de
forma equivalent com j*(a*) =0 (r +1 < k < m).
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Una distribucié tangent regular D és involutiva sii se satisfa la condicié
segiient:
a € QL (M) anihila D =5 da € Q2 (M) anihila D

(diem que w € Q2 (M) anihila el subfibrat tangent D quan w(X,Y) =0

loc

per a X, Y € Secioc(D)).

Hi ha una interpretacié algebraica d’aquest resultat. Si Z C Q°(M) és l'ideal
generat per Sec(D°), llavors D és involutiva sii Z és un ideal diferencial, és a dir,
d7 C T.

Suposem que D és una distribucié tangent regular, amb D°|y =
(a™t ... a™). Llavors D és involutiva (en U) sii es compleix el segiient:
al voltant de cada punt existeixen 1-formes diferencials ﬂf tals que, per a
cada k,

dakzz:o//\ﬂf.
¢

Amb les mateixes hipotesis, D és involutiva (en U) sii, per a cada index k,

da* Aa™ TP AL A Q™ =0.

Notem que si D és involutiva i usem coordenades (z!,...,2™) tals que
D|y = <8/3z1, cee 8/8xr>, llavors D°|y = (dz"*1, ..., dz™), la qual cosa
evidencia que les varietats integrals de D (previstes pel teorema de Frobe-
nius) s’expressen implicitament com z"+! = ¢! .. 2™ = ™.

En vista de la caracteritzaci6 de les varietats integrals (7.5.5) es pot generalitzar
el problema d’integracié de la manera segilient. Un sistema diferencial exterior ve
donat per un ideal Z C Q°*(M). Una varietat integral del sistema és una varietat
immersa j: N < M tal que j*(a) = 0 per a cada « € Z. El sistema es diu sistema
de Pfaff si T esta generat per 1-formes diferencials.

D’acord amb el teorema de Frobenius, un sistema de Pfaff 7 en M generat local-
ment per m—r 1-formes diferencials linealment independents té varietats integrals
de dimensié r per qualsevol punt sii Z és un ideal diferencial, és a dir, dZ C 7.

El cas general donat per un ideal diferencial Z qualsevol és for¢a més complicat.

Distribucions tangents no integrables

Les distribucions no integrables tenen una gran importancia en algunes
aplicacions, com ara la teoria de control.
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Considerem per exemple una familia arbitraria V C ¥i1oc(M) de camps vectorials
diferenciables en una varietat M. Donat un punt p € M, anomenem orbita de p
respecte a V el conjunt dels punts assolits aplicant els fluxos dels X € V a p:
t *
Op ={F¥ o...cF¢ (p) | ke N",t; e R, X; € V},

en el benenteés que els fluxos estiguin definits en els punts on s’apliquen.

El teorema de ’0rbita assegura, sense més hipotesis, que, de forma natural, aquest
conjunt és sempre una subvarietat immersa connexa. També en déna una des-
cripcié de l'espai tangent en un punt ¢: és ’espai vectorial generat per tots els
P, (X)gonels X € Viels ® sém tots els difeomorfismes que apareixen dins la
definicié de O,.

Les orbites fan una particié de M, perd notem que poden tenir dimensions vari-

ades i més grans que la dimensi6 de la distribuci6 associada a V.

A partir del teorema de ’orbita es pot provar el teorema de Chow—Rashevski:
en una varietat connexa, si els paréntesis de Lie successius dels camps vectorials
de V generen en cada punt tot I'espai tangent, llavors existeix una sola orbita, a

saber, tota la varietat.
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Connexions

Moltes de les operacions considerades en aquest tema es poden efectuar amb
graus de diferenciabilitat finits, perd per simplicitat la teoria s’exposara
amb aplicacions de classe C*°.

Connexions en una varietat

Hi ha un nombre sorprenentment elevat de maneres de definir una connexié.
Ho farem en termes de la derivacié covariant.

Sigui M una varietat diferenciable, X(M) el C*(M)-modul dels seus
camps vectorials diferenciables. Una connexié® (o, més propiament, una
derivaci6 covariant) en M és una aplicacié

V:X(M) x X(M) —» X(M), (X,Y)— VxY,
que satisfa les propietats segiients:
i) VxY és R-lincal en Y,
i) VxY és C*°(M)-lineal en X,
iii) donada f € C*(M), Vx(fY) = (Zx /)Y + f(VxY) .

Es diu que VxY és la derivada covariant de Y respecte a X.

(VxY)(p) només depén de:
e el valor de X en p;
e el valor de Y en un veinat qualsevol de p.

D’acord amb la primera d’elles, esta ben definit V,Y per a u € TM un
vector tangent qualsevol.

Sigui V una connexié en M, i sigui U C M un conjunt obert. Existeix
una connexié VY en U definida per la propietat segiient: si X,Y € X(M),
VUXlU Yy = (VxY)ly.

La definicié es pot fer aixi. Donats camps vectorials X', Y’ en U i un punt p € U,
siguin X,Y camps vectorials en M que coincideixen amb X', Y’ en un veinat
de p. Llavors es defineix (VY x,Y")(p) = (VxY)(p).

Sovint ometrem el superindex i escriurem simplement Vx:Y".

60 connexié afi, per a distingir-ho d’altres conceptes de connexié.
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Sigui (U, ) una carta de M. Els camps vectorials coordenats 9/dx" defi-
neixen una base de X(U), i per tant es pot escriure
%) k0O
Vo =—=I}—.
821' OxI 9 Ok
Les funcions I‘fj € C*°(U) s’anomenen simbols de Christoffel de la conne-
xi6 V relatius a la base 9/0x" (o a la carta (U, ¢)).

Més generalment, sigui U un conjunt obert tal que el modul X(U) té una
base de camps vectorials (F;), no necessariament camps coordenats. Lla-
vors també es pot escriure

Vg, Ej =T} Ey,

per a certes funcions Ffj que també anomenarem simbols de Christoffel.

Sigui M una varietat parallelitzable, de manera que el modul X(M) té una
base de camps vectorials (E;). Fixada aquesta base, hi ha una bijeccié entre
el conjunt de les connexions V en M i el conjunt de les families de funcions
diferenciables (I‘fj): una connexié té associats els simbols de Christoffel, i,
reciprocament, donades unes funcions (Ffj) la férmula

VxY = (Zxg" + Ffjfigj) Ey
pera X = f'E; i Y = ¢’ E; camps vectorials diferenciables en M, defineix
una connexib.

Dit altrament, els simbols de Christoffel determinen la connexid, en el sentit que

permeten calcular la derivada covariant en ’obert on estan definits.

La connexié estandard de R™

La connexié estandard de R™ és aquella on els simbols de Christoffel en el
sistema de coordenades canonic valen zero, V g % =0.
9zt 0T

Sigui M una varietat i V una connexi6 en M. Siguin (z°), (z) dos sistemes

de coordenades sobre un conjunt obert de M, i siguin Ffj,
simbols de Christoffel. Llavors

Ik =17 oz Lﬂaixk + o*z’ 879&“

K B Jxit Oxd 0xY  Oxt Oxd 0x0

ry 5 els respectius

Una connexié no equival a un camp tensorial, els simbols de Christoffel no sén
els components d’un camp tensorial, i no té sentit dir que una connexié és nulla.

Les connexions formen un espai afi, no pas un espai vectorial.
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Siguin V® connexions en una varietat, A, una familia de funcions diferen-
ciables tals que els seus suports formen un conjunt localment finit. Llavors
V =3, A VY, entesa com VxY = Y A, V*xY, és una connexié sii

S Ag = L.

Tota varietat diferenciable paracompacta’ té una connexio.

Reciprocament, es pot provar que 'existéncia d’una connexié implica que la va-

rietat és paracompacta.

Derivacié covariant de camps tensorials
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.

Sigui X un camp vectorial diferenciable en M. Existeix una tnica aplicacié
Vx:Te(M) — Te(M) de l'algebra dels camps tensorials diferenciables
en ella mateixa tal que sobre funcions coincideix amb Zx, sobre camps
vectorials coincideix amb Vx, i satisfa les propietats segiients:

i) Es R-lineal.

ii) Aplica T§(M) en TH(M).
iii) Vx(S®T)=(VxS) T+ S® (VxT).

iv) Commuta amb les contraccions interiors
Aquestes propietats signifiquen que Vx és una derivaci6 de la R-algebra T ¢ (M),

de grau (0,0), que commuta amb les contraccions interiors.

Es diu que Vx:Teo(M) — Te(M) és la derivacid covariant definida per la
connexio.

El valor de (VxT)(p) només depén de X (p) i del valor de T en un veinat
de p. Per tant, la derivacié covariant també es pot aplicar a camps tensorials
definits en un conjunt obert U C M.

Les propietats anteriors permeten calcular Vx sobre qualsevol camp ten-
sorial diferenciable a partir del seu coneixement sobre funcions i camps
vectorials, i per exemple si o € T (M) = QY(M)

<VX04,Y> = Vx<047Y> - (a,VXY>.

7 Aixd equival a afirmar que per a qualsevol recobriment obert de M hi ha una particié
de la unitat subordinada, a que M és metritzable, i també a que tot component connex
de M té base numerable d’oberts.
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Més particularment,

V o da? = ~TJ da.
ox"

En coordenades, suposem que s’escriu

y=Y" 38k , T=T) " da' @...@d"* @ 381 ®...® 8& .
Llavors Vy T = Sﬁ“ dz’' ®@...®@dz's @ 9/0x" ®. ..®0/9x' | essent S“ =
V(O + X T T - S T )

J1---Js n=1 31...2.4.% kin

Donat un camp tensorial T' € T3 (M), 'aplicacié VT definida per
(VT)(X1,...,Xs, Y, W', . w") = (VyT) (X1, ..., X, w', ... 0").

defineix un camp tensorial VI' € T, ,(M), anomenat diferencial covariant de 7T'.

Es habitual expressar V7' en components com

VT =T do?' ©... @ da? 9 ® =9

ozt 7 Gt
essent Tzl zrk — akT'Ll + Z T'Llu.é.“lrrln' _ ZS Tzl

..... n=1"j1--Js nl]léﬂb

Si f és una funcié, Vf = df.

ijn'

Derivacié covariant al llarg de camins
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexi6 en M.

Recordem que un camp vectorial al llarg d’'una aplicacié F: N — M és una
aplicacié Z: N — TM tal que, per a tot ¢ € N, Z(q) € Tpy M. Es a dir,
TMm © Z =F.

Els camps vectorials al llarg de F diferenciables constitueixen un C*(N)-

modul que podem denotar per X(F).

Si X € X(M), llavors Z = X o F és un camp vectorial al llarg de F; pero
en general no tot camp vectorial al llarg de F' es pot definir aixi.

Ens interessara particularment el cas d'un cami diferenciable v: I — M i el
C°(I)-modul dels camps vectorials diferenciables al llarg de v, X(v). Un
dels seus elements destacats és la velocitat del cami, v € X(v).

Donats camps vectorials X,Y € X(M), el valor de (VxY)(p) en un punt p
depén de X (p) i del valor de Y en un veinat de p. Pero en realitat bas-
ta conéixer el valor de Y al llarg d’un cami v tal que v/(0) = X(p).
Efectivament, si X = fi9/0z' i Y = ¢70/027, hem calculat VxV =
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(.,?X gk + Ff’j fig? ) 0/0x* i aixo en el punt p requereix simplement coneixer
(Zxg")(p) = D(g* o 7)(0). Podem escriure doncs

VoY = (D(g" = 7)(®) + T (1) DT (1) (07 0 1)) 2|

essent 4 'expressio local de .

¥(t)

Sigui v: I — M un cami diferenciable. Aleshores existeix una tnica aplica-
ci6 Vi: X(y) — X(v) que compleix les propietats segiients:
i) Es R-lineal.
ii) Si f e C®(I), we X(), llavors
Vi(fw)=Dfw+ fViw.
i) SiY e x(M),
Vi(Yoy)(t) = VywY.

Diem que V,w € X(v) és la derivada covariant de w al llarg de ~.

\Y
Altres possibles notacions: Viw = Vi{w =V yw = V%w =5V

Considerem una carta (U, ¢) en M, tal que y(I) C U. Llavors una base de
X() esta formada pels camps vectorials al llarg de « definits pels camps
vectorials coordenats: 9/9z° o .

Sigui w € X(7). Es pot expressar w = w’ 07, on w' I — R. Escrivim

Dt
també +' = ¢ aai o (essent (q'(t)) I'expressi6 local de «(t)). Llavors
x
-k k i) 0
Viw = (w + (T 07 g w]) ok 7

De manera analoga al concepte de camp vectorial al llarg d’una aplicacié, es
defineix camp tensorial de tipus (r, s) al llarg d’una aplicaci6 F: N — M
com una aplicacié Z: N — Tens,(TM) tal que, per a tot ¢ € N, Z(q) €
Tens, (T g M)

Els camps tensorials al llarg de F' de tipus (r, s) diferenciables constitueixen
un C*°(N)-modul que denotarem per 77 (F).

En una base coordenada apropiada Z € T%(F) s’expressa

Z|V:
= Zi (et e )@ @ oo F)e (50 o P oo (0o F),

essent Zﬁ;’" V' — R funcions diferenciables en un conjunt obert V" C N.
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Ens interessara particularment el cas d’'un cami diferenciable v: I — M i
els C*°(I)-moduls dels camps tensorials diferenciables al llarg de «, 7% (7).

La derivacié covariant de camps tensorials diferenciables al llarg d’un cami
~v: 1 — M es defineix tal com amb camps tensorials en M, i déna lloc a una
derivacié Vi To(y) — Te(vy) de la R-algebra T3(v), de grau (0,0), que
commuta amb les contraccions interiors, i que estén la derivacié ordinaria
de f € C>*(I) i la derivacié covariant de w € X(7).

Si Z € Te(n), lavors Vi Z € Te(y) s’anomena derivada covariant de Z
al llarg de ~.

Les propietats donades permeten calcular la derivada covariant de qualsevol
camp tensorial al llarg de ~.

Per exemple, si a € Q!(7) és una 1-forma diferencial al llarg de v, i w €
X(7), llavors

D{a,w) = (Via,w) + (o, Viw).

En coordenades, si a = A; dz‘o7,

Vta = <A] — (Ff:] o ’Y) qZAk> dl’jo’}/ .

Transport parallel i geodesiques
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.

Sigui v:I — M un cami diferenciable. Un camp vectorial al llarg de
diferenciable, w € X(7), es diu parallel si la seva derivada covariant al llarg
de ~ és nulla,

VtW =0.

Siguin M, V, v: I — M com abans. Donats t, € I iw, € T, )M, existeix
un tnic w € X(y) parallel tal que w(t,) = wo.

Es diu que w és el transport parallel del vector w, al llarg de v (respecte
a la connexi6 V).

Amb les mateixes notacions, I'aplicacié T, )M — X(7) definida per wo —
w és lineal.
Si (e;) és una base de T ;)M i w; son els corresponents transports paral-
lels, llavors:
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e Peratot t € I, (w;(t)) és una base de T ;M.
o (w;) és una base del C*(I)-modul X(7v).

Sigui Py, ¢: TyoyM — T M Poperador de transport parallel al llarg de +.
Donat qualsevol w € X(7),
P row(t) — wi(to
o) 1 P ) —wite)

t—to t—1to

I

de manera que el transport parallel determina la derivada covariant al llarg de .

Un cami diferenciable v: T — M es diu geodésica de la connexié V si v/ és
parallel al llarg de ~:

V{y' =0.
Si en coordenades «y s’expressa (q'(t)), llavors v és una geodésica sii se
satisfa ’equacié diferencial de segon ordre

G + (T o) " ¢ = 0.

Donat un punt v, € T\, M, hi ha una tnica geodesica maximal amb condicié
inicial vy,.

Més endavant es veura que les geodesiques de V es corresponen amb les corbes

integrals d’un cert camp vectorial S en TM, I’esprai geodésic de V.

Sigui y: I — M una geodesica, i ¢: J — I un difeomorfisme entre intervals oberts

de R. El cami reparametritzat v o ¢ és una geodesica sii ¢ és una afinitat.

Un camp vectorial Y € X(M) es diu parallel si és parallel al llarg de
qualsevol cami diferenciable.

Es el mateix dir que V,Y = 0 per a tot vector v, que VxY = 0 per a tot
camp vectorial X, o que VY = 0.

Es defineix igualment el concepte de camp tensorial parallel al llarg d’un
cami: V;Z = 0.

Analogament es defineix el concepte de camp tensorial T' € T (M) paral-
lel: V,T =0 per atotve TM, VxT = 0 per a tot camp vectorial X, o
simplement VT = 0.

Torsio i curvatura d’'una connexié

En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.
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L’aplicacié T: X(M) x X(M) — X(M) definida per

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]
és C°°(M)-bilineal (i antisimétrica), per tant equival a un camp tensorial
T € T3(M), anomenat tensor de torsié de la connexié.

Una connexi6 es diu simétrica (o sense torsi6) quan la seva torsié és nulla.

Considerem una referéncia local (E;) de camps vectorials diferenciables,

i sigui (E') la referéncia dual. Si Ffj sén els corresponents simbols de

Christoffel, i [E;, E;] = cijk, llavors
T=TSE' ®@FE ®E,, ambT}=TI}-TF—cl.

Per tant V és simetrica sii en una referéncia coordenada els I‘fj son simetrics

en (i,7).

Dues connexions en M son iguals sii tenen les mateixes geodésiques i la mateixa

torsio.

Donada una connexié en M n’hi ha una altra, dnica, que té les mateixes ge-

odesiques i torsié nulla.
L’aplicacié R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida per
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ— Vix.v4

és C°°(M)-trilineal (i antisimétrica en (X,Y)), per tant equival a un camp
tensorial R € T4(M), anomenat tensor de curvatura de la connexi6.

Considerem una referéncia local (E;) de camps vectorials. Si Ffj sén els

corresponents simbols de Christoffel, i [E;, E;] = cijk, llavors
R=R,E'QE'QE*QF,,
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
amb R =T — i s + U7, — T, — i T

Sila torsié de V és nulla, llavors R(X,Y)Z+R(Z, X)Y +R(Y, Z)X = 0 (identitat

de Bianchi algebraica).

Una connexié es diu plana si el seu tensor de curvatura és nul.

Sigui una varietat dotada d’una connexi6. Les condicions seglients sén equiva-
lents:
e La connexié és plana.
e Al voltant de qualsevol punt hi ha una base de camps vectorials coordenats
parallels.
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e El transport paralllel entre dos punts al llarg d’un cami que els uneixi dins
un conjunt obert difeomorf a una bola no depén del cami triat.
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Varietats pseudoriemannianes

D’ara endavant, llevat d’indicaci6é contraria, suposarem que totes les aplica-
cions sén de classe C*°. Tanmateix, moltes de les operacions considerades
es poden efectuar amb graus de diferenciabilitat finits.

Varietats pseudoriemannianes

Sigui M una varietat diferenciable. Una meétrica pseudoriemanniana (o se-
miriemanniana) en M és un camp tensorial g € T 2(M) 2-covariant, simétric
i no-degenerat.

Aquestes dues darreres propietats signifiquen que, en cada p € M, g, €
TrM @ Ty M defineix una metrica en l'espai tangent T, M, és a dir, una
forma bilineal simetrica no-degenerada. g,: T,M x T,M — R.

Es diu meétrica riemanniana si g és definit positiu. Es a dir, si en cada punt
gp €és un producte escalar en T, M.

Una metrica lorentziana és una metrica de signatura (1, m—1) (o (m—1, 1)).

Una varietat pseudoriemanniana [riemanniana, lorentziana| és una varietat
dotada d’una meétrica pseudoriemanniana [riemanniana, lorentziana).

Algunes notacions:

o (uplvp) = gp(up,vp), essent uy,, v, € T, M.

* [[vpll = v/ (vplvp) si (vp|vp) = 0.

o (X|Y)=g(X,Y):M — R, essent X,Y € X(M).
Dos vectors u, v € T, M sén ortogonals si (u|v) = 0.
Dos camps vectorials X, Y son ortogonals si ho sén en tot punt, és a dir, si
(X|Y) =0.
En el cas riemannia també podem parlar de 'angle entre dos vectors no
nuls u, v € T,M: és un nombre 0 tal que cos@ = (ulv)/||ull||v||-

Expressi6 local en una carta (U, ¢). Si g;; = (0/02"10/0x7), llavors g|,; =
gij dz' @ dzd. La matriu (g;;) és en tot p € U simétrica no-degenerada (i
definida positiva en el cas riemannia).

Més generalment, sigui (F;) una base de camps vectorials en un obert U. Llavors
gly = 9i; E' @ E7, essent g;; = (E;|E;), 1 (E') la base dual de (E;).
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La métrica estandard de R™

La meétrica riemanniana estandard de R™ és g = d;; dz* ®dz’ en el sistema
de coordenades canonic.

L’espai de Minkowski
L’espai de Minkowski és la varietat lorentziana donada per ’espai R™ i la
metrica de Minkowski: g = 7;; dz’ ® da’, on n = diag(1,—1,...,—1) (o
amb el signe oposat).

Si j: N — M és una subvarietat immersa d’una varietat riemanniana amb
metrica g, llavors j*(g) és una meétrica riemanniana en N.

Aquest resultat pot ser fals si g és pseudoriemanniana.

Una isometria [isometria local] entre dues varietats pseudoriemannianes
(M1, q1) i (Ms, g2) és un difeomorfisme [difeomorfisme local] F: My — My
tal que F*(g2) = g1.

Una isometria d’una varietat pseudoriemanniana (M, g) és un difeomorfis-
me de M en ella mateixa que deixa la metrica invariant.

Una isometria infinitesimal o camp de Killing és un camp vectorial X en M

tal que els difeomorfismes F'* definits pel seu flux sén isometries.
X és una isometria infinitesimal de (M, g) sii Lxg = 0.
Tota varietat diferenciable paracompacta admet una metrica riemanniana.

Es pot provar que una varietat paracompacta M admet una metrica lorentziana
sii hi existeix un camp vectorial diferenciable sense punts critics. Suposant M
connexa, aix0 es compleix sii M és no compacta o bé té caracteristica d’Euler—

Poincaré nulla.

Algunes construccions en varietats pseudoriemannianes
En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.

La metrica en cada punt p € M defineix un isomorfisme d’espais vectorials
gp: TpM — Ty M, (Gp(up), vp) = g(up, vp).

Globalment aixo defineix un difeomorfisme
§g:TM — T*M

que de fet és un isomorfisme de fibrats vectorials.
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Aquest isomorfisme es trasllada als moduls de seccions: 'aplicacié
X(M) = QYM), X—goX=X

és un isomorfisme, amb invers 0 — 57 o 0 = 6%

En coordenades lisomorfisme §:TM — T*M s'expressa (a%,v')
(x%,v'g;;(z)), i el seu invers (z%, ;) — (2%, ;9% (x)), essent (¢/) la ma-
triu inversa de (gi;): ¢”gjr = 0.

Es freqiient escriure per exemple v; = v'g;;, etc. Aquest fet d’abaixar
i apujar els indexs justifica la notacié v”, of, i que aquests isomorfismes
s’anomenin isomorfismes musicals.

Més generalment, els isomorfismes musicals definits per una metrica per-
meten abaixar o apujar indexs qualssevol en un camp tensorial. Els camps
tensorials obtinguts d’aquesta manera a vegades son dits geometricament
equivalents.

Donada una funcié f: M — R, el gradient de f és el camp vectorial

grad f = g odf.
Per tant, (grad f|X) = (df, X).

En coordenades, grad f = g% 68;1 %

En una varietat pseudoriemanniana (M, g) existeix una mesura canonica vy, ano-
menada volum riemannia.
En el domini d’una carta (U, ¢), la integral d’una funci6é f: U — R ve donada en
termes de la seva expressié local per
/fdvg: fa',. . a™) /| det(giy)] da - da™,
U e (U)
on (gij) és la matriu de g en la carta donada.

En el cas de ser M orientada aquesta mesura ve induida per una forma de volum
canonica (24, també anomenada forma de volum riemannia. En una carta corres-

ponent a ’orientacié de M s’expressa
Qg = +/|det(giy)|dz' A ... Ada™.

La connexid de Levi-Civita

En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.
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Una connexié V en M es diu riemanniana si la metrica és un camp tensorial
parallel, és a dir, Vg = 0.

Aixo també es pot expressar dient que V x g = 0 per a tot camp vectorial X
i també de la manera segiient: per a qualssevol X,Y, Z € X(M),

Lx(9(Y,2)) =9(VxY,Z)+g(Y,Vx Z).

Que una connexié V sigui riemanniana també equival al segiient: donats
un cami v: I — M i v,w € X(v) qualssevol, es compleix

D(v|w) = (Vyv|w) + (v|Vew).
En aquestes condicions, si v, w sén parallels llavors (v|w) és constant, i
doncs el transport parallel és una isometria.

En particular, si v és una geodeésica llavors (y/|7’) és constant.

Teorema fonamental de la geometria riemanniana

En una varietat pseudoriemanniana existeix una tinica connexié riemanni-
ana sense torsio.

Aquesta connexié esta definida per la férmula de Koszul:
2AVxY|Z) = Zx(Y|Z) + L (X|Z) — Z2(X[|Y) +
+((XY]|12) + ([2.Xx])Y) + ([Z2,Y]|X).

La connexié definida s’anomena connexié de Levi-Civita de (M, g). Si no
es diu el contrari, sempre que tinguem una varietat pseudoriemanniana la
considerarem dotada de la connexi6 de Levi-Civita.

Donada una carta de M, en la corresponent base de camps vectorials co-
ordenats, els simbols de Christoffel de la connexi6 de Levi-Civita sén

1 0gje 0gie 0g;
Pfj _ §gk€ ( j - J

drt  Oxd Ozt
) . ko okl g g — 1
També s’escriven I'}; = g"°[i7,¢], on els [ij, £] = 3
menen simbols de Christoffel de primera espécie.

O0gje | Ogic  0gi5\ _,
oz’ oxJ 8xf> S ano-

Subvarietats d’una varietat riemanniana

Sigui j: M — M una subvarietat immersa d’una varietat riemanniana amb

meétrica § i connexié de Levi-Civita V. Llavors g = j*(j) és una métrica
riemanniana en M.
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La inclusié permet identificar T,M com a subespai de Tj(p)]T/f per a tot
p € M. Tenim una descomposicié
T 1
TjpyM =T, M & (T, M)
en suma directa de subespais ortogonals. Amb ella doncs tot vector w €

Tj(p)M es descompon en suma w = w' + w' de part tangent més part
normal.

Considerem dos camps vectorials X, Y en M. En un veinat de cada punt
p € M els podem estendre a camps vectorials definits en un obert de M
i usar la connexié de M per a calcular v xY; podem usar aquesta notacié
ja que el valor d’aquesta expressi6 en cada punt de M no depén de les
extensions usades. Tenim doncs un camp vectorial v xY: M — M al llarg
de la inclusi6. Podem descompondre’l com a suma d’un camp vectorial
tangent a M i un camp vectorial normal a M:

%XY = (%XY)T + (ﬁxy)L .

La connexio de Levi-Civita d’una subvarietat
L’expressi
VxY = (VxY)T
defineix una connexié en M, que coincideix amb la connexié de Levi-Civita
de g.

L’expressio
I(X,Y) = (VxY)*
és C°°(M)-bilineal i simétrica.
Per a cada punt p € M Vaplicacié II defineix doncs una aplicacié bilineal simetrica
T,M x T,M — (T,M)* anomenada segona forma fonamental de M.

Per definici6 tenim doncs la férmula de Gauss:
VxY =VxY 4+ II(X,Y).
Si N és un camp vectorial normal a M es compleix I’equacié de Weingarten

(VxN|Y) = —(N|II(X,Y)).

Suposem ara que M i M sén varietats orientades i que M és una hipersuperficie
en M. En aquest cas hi ha un tnic camp vectorial normal unitari N en M tal
que, si (Xi,...,Xm) és una base positiva de M, (X1,...,Xm,N) és una base
positiva de M.
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En aquestes condicions es pot reemplagar la segona forma fonamental vectorial
II per una segona forma fonamental escalar

hX,Y) = (II(X,Y)|IN),
és a dir, tal que II(X,Y) = h(X,Y)N.

Hem definit doncs un camp tensorial 2-covariant simétric h en M. En cada punt,

associat a la forma quadratica h a través de la meétrica g, hi ha un endomor-
fisme simetric S de cada espai tangent T, M, a vegades anomenat aplicacio de
Weingarten. Per definicié, (S(X)|Y) = h(X,Y). Els valors propis de S es diuen
curvatures principals. El producte de totes elles s’anomena curvatura gaussiana:
K = det(5).

La teoria de les superficies de R?® es pot continuar desenvolupant seguint les linies

esbossades . ..

Sigui M una varietat riemanniana i C' C M una corba connexa orientada. Es pot
parametritzar C' localment amb un cami{ ¢: I — M tal que ||c'|| = 1 (pardametre
arc) amb Porientacié de C. Sigui t = ¢ € X(c) el vector tangent: per a cada s € I
t(s) és una base positiva de T'.(5)C. Suposem que els vectors (t, Vst, ..., vrTit)
sén linealment independents en un s, € I. Aplicant-hi el procediment d’otonor-
malitzacié de Gram-Schmidt obtenim una base ortonormal (fi(s),...,f,(s)) de

T.syM per a s en un veinat de so. Es la referéncia de Frenet. Les derivades

covariants d’aquests vectors son combinacions lineals d’ells mateixos amb uns

coeficients dits curvatures: sén les féormules de Frenet—Serret. Etc.

Teorema d’embedding de Nash
Tota varietat riemanniana amb base numerable d’oberts és isomeétrica a una sub-

varietat d’un R™.

Curvatura en una varietat pseudoriemanniana
En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.

El tensor de Riemann
Sigui R el tensor de curvatura de la connexié de Levi-Civita de g. El
tensor de curvatura de Riemann és el camp tensorial Rie € T4(M) obtin-
gut abaixant 'index contravariant de R al darrer lloc:

Rie(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z|W).
En una base de camps vectorials, Rie = RijMEi ® ... Ef on Rijre =
R gne-
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Hi ha diversos convenis possibles en aquesta definicié; per les simetries de Rie, el

resultat final pot diferir en un signe.

Una varietat riemanniana és plana si és localment isometrica a I’espai eu-
clidia.

Una varietat riemanniana és plana sii la seva connexié de Levi-Civita és

plana (és a dir, el seu tensor de curvatura és nul).

FEl tensor de Ricci

El tensor de curvatura de Ricci és el camp tensorial Ric € T3(M) obtingut
fent la contraccio interior del primer index covariant de R amb el seu index

contravariant:
Ric = ¢{(R).
En una base de camps vectorials, Ric = Rj,E/ @ E*, on Rjj, = Réjk.
Aqui també hi ha diversos convenis possibles en la definicié, que poden produir

canvis de signe.

La curvatura escalar

La curvatura escalar és la funcié S € C>°(M) obtinguda fent la traga del

tensor de Ricci:
S = try(Ric) = tr(Ric?).

En coordenades, S = R,’g = gijjk.

En el cas d’una superficie els tensors esmentats tenen un sol component inde-

pendent que és, essencialment, la curvatura gaussiana de la superficie. De fet, el
Rie(X,Y,Y, X)

theorema egregium és conseqiiéncia de la formula K =
XNV [P = (XY

E per

a (X,Y) una base arbitraria de l’espai tangent.

Distancia en una varietat riemanniana

Sigui M una varietat pseudoriemanniana, v: I — M un cami de classe C!
a trossos i tal que (7/|7’) > 0. La longitud (o llargada) de «y és

o) = / 1l

La longitud és invariant per reparametritzacions: si ¢:J — I és un difeo-
morfisme entre intervals oberts de R, £(y o ) = £(7).
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Sigui M una varietat riemanniana connexa. Donats p,q € M, sigui
d(p,q) = inf{£(7) | v cami C! a trossos de p a q}

Aleshores d és una distancia que defineix la topologia de M.

Aquesta distancia s’anomena la distancia riemanniana de M.

Sigui M una varietat diferenciable (separada) connexa, perd no ne-
cessariament paracompacta. Les condicions segiients sén equivalents:

e )M admet una metrica riemanniana.

e M és metritzable.

e M té base numerable d’oberts.

e M és paracompacta.

Una varietat riemanniana connexa es diu geodesicament completa si les seves

geodesiques estan definides en tot R.

Teorema de Hopf—Rinow
Sigui M una varietat riemanniana connexa, d la seva distancia riemanniana. Les
condicions segiients sén equivalents:

e Els conjunts tancats i fitats (per d) sén compactes.

e [’espai metric M és complet.

e )M és geodesicament completa.
En aquestes condicions, donats p,q € M existeix una geodesica que els uneix, de
longitud d(p, q).
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Varietats simpléctiques
Totes les varietats i aplicacions se suposaran de classe C*.

Varietats simplectiques. Teorema de Darboux

Sigui M una varietat diferenciable. Una forma simpléctica en M és una
2-forma diferencial w € Q?(M) tancada (dw = 0) i no-degenerada.

Per a cada p € M, w, € /\2T1*,M defineix una forma bilineal alternada
en TyM, wy,: TyM x T,M — R. Que sigui no-degenerada significa que
Iaplicaci6 lineal &y: TpyM — Ty M deduida, @y (up) = wp(up, ), és un iso-
morfisme

Una varietat simplectica és una varietat dotada d’una forma simplectica.

Una forma simplectica w és localment exacta. Quan ho és globalment, es
diu que la varietat simplectica és exacta. Si w = d, es diu que 6 és un

potencial simpléctic de w.

Sigui (M, w) una varietat simpléctica.

e dim M és parella, m = 2n.

e L’aplicacié W:TM — T*M, v — i,w, és un isomorfisme de fibrats
vectorials.

e L’aplicacié X(M) — QY(M), X — ixw = @& o X, és un isomorfisme de
C°(M)-moduls.

e M és orientable. Com a forma de volum es pot prendre Q = wA .7.
Aw, Q@ = Lw"" o també Q = (—1)["/2]%wA”.

R?2" té una forma simplectica canonica,
w=dz! Ada" Tt +da® Ada"T? 4+ .+ da™ Ada?,
o també w = dz! Ada? +da® Adz* + ...+ dz? ! A da?n.

Si N és una varietat diferenciable qualsevol, el seu fibrat cotangent T* N
esta dotat d’una forma simplectica canonica, wy = —dfy.

Sigui (U, ¢) una carta de M, amb funcions coordenades ¢ = (21,...,2™).

Si w; = w(8/02°,0/027), llavors w|y, = 3 w;; dz* Adz?. La matriu (w;;) és
en tot punt antisimetrica i no-degenerada.
Si X = f10/02%, ixw = fiw;;dz?
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En les coordenades naturals corresponents dels fibrats tangent i cotangent,
expressi6 local de @ és W(2", u') = (2%, u'w;;).
Teorema de Darboux
Sigui (M, w) una varietat simpléctica de dimensi6 2n. Per a tot punt p € M
existeix una carta (U, (z%,y;)) en p tal que

wlp = dz® Ady; .
Una tal carta es diu carta simplectica, i les coordenades es diuen
simplectiques, o de Darboux.

Aquest teorema afirma que tota varietat simpléctica és localment isomorfa a R?"
amb la seva forma simpléctica canonica. Aix0 implica que, a diferéncia de la
geometria riemanniana, en la geometria simplectica no hi ha invariants locals

altres que la dimensié.

No hi ha una caracteritzacié simple de les varietats que admeten una estructu-
ra simplectica. No tota varietat orientable de dimensié parella n’admet. Per

exemple, si M és compacta, cal H3g (M) # 0.

Camps vectorials hamiltonians
En aquest apartat (M,w) és una varietat simpléctica.

Considerem l'isomorfisme @: TM — T*M. Donada una funcié h: M —
R es defineix el camp hamiltonia o gradient simpléctic de A com el camp
vectorial

X =0"todh.

En altres termes,

ixhw =dh.

Es diu que h és la funcié hamiltoniana de X}. Esta determinada per X

llevat d’una funcié localment constant.

Un camp vectorial X en M es diu hamiltonia si és el camp hamiltonia d’una
funcié.

Un camp vectorial es diu localment hamiltonia si cada punt té un veinat

obert sobre el qual X és hamiltonia.

Denotem per X, (M) C X1n(M) C X(M) els subespais vectorials dels camps
vectorials hamiltonians i localment hamiltonians.
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Sigui X € X(M). Les tres afirmacions seglients sén equivalents:

e X és localment hamiltonia.
e ixw és una 1-forma diferencial tancada.
o Lxw=0.

Teorema de Liouville

La forma de volum simpléctica ) és invariant pels camps vectorials local-
ment hamiltonians.

Per a cada p € M, els valors dels camps vectorials hamiltonians en el punt p

recorren tot Tp M.
Si a és una forma diferencial, Zrxa = f%xa+df Nixa.

Teorema de Li Hua Zhong

Sigui (M,w) una varietat simplectica connexa, o € QF(M) una forma di-
ferencial invariant per tots els camps hamiltonians.
Si k és imparell, « = 0. Si k és parell, a = ch%, on c € R.

Si X, Y s6n camps vectorials localment hamiltonians, aleshores [X,Y] és
una camp vectorial hamiltonia, amb hamiltoniana w(Y, X).

Ezpressio local en coordenades de Darbouz

Sigui (2%, y;) un sistema de coordenades de Darboux: w = dx?Ady;. Llavors

o (Ai 0 , Bﬁ) = A'dy; — B;da’.

ozt Oy;
L’expressié del camp hamiltonia X}, és
X, oh 0 oh 0

- dy; Ozt Ozt dy;

Sigui N una varietat, X € X(N). La funci6 lineal X: T*N — R, definida per
f(pq) = (pg, X(q)), 6s la hamiltoniana del camp vectorial XT~ € X(T*N).

Claudator de Poisson

Sigui M una varietat, i w € Q?(M) una 2-forma diferencial no-degenerada,
de la qual per ara no suposem que sigui tancada. Donada una funcié f
en M, podem definir-ne com abans el gradient respecte a w per X; =
~—1

w o df
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Donades dues funcions f,g: M — R, en definim el paréntesi de Poisson (o
claudator de Poisson) com la funcié

{fig} =w(Xy, Xy) =ix,ix,w= Xy f=—-Xpg.
(10.3.2) Es compleix

{f.9} =9/}

{fg.h} = flg,h} +9{f. h}

(i analogament per la dreta).

(10.3.3) Z’[Xfng]‘FX{f’g}w = —ixyixfdw.

(10.3.4) w és tancada sii se satisfa
[Xr, Xq] = —X{f,9}-

(10.3.5) dw(vangXh) = {f7 {97 h}} + {gv {fa h}} + {h7 {f7 g}}

(10.3.6) w és tancada sii el seu paréntesi de Poisson {-,-} satisfa la identitat de
Jacobi.

(10.3.7) Sigui (M,w) una varietat simpléctica.
L’espai vectorial C*>°(M), amb el paréntesi de Poisson {,-}, és una R-
algebra de Lie.
L’aplicacié C*°(M) — X(M), f — Xy, és un antihomomorfisme d’algebres
de Lie.
El nucli d’aquest morfisme sén les funcions localment constants; la imatge, els

camps vectorials hamltonians.

(10.3.8) FExpressio local en coordenades de Darboux

Sigui (2%, y;) un sistema de coordenades de Darboux per a w. Llavors

{rgy=2L 09 01 0

oxt Oy;  Oy; Ox'

(10.3.9) Considerem coordenades (z*) qualssevol en M. Llavors

= g J —
o} =122 5 g
(10.3.10) Encara en coordenades qualssevol, escrivim w = 1 a;; dz* A d2?, on a;; =
w(0/024,0/027); sigui A = (a;;).
D’altra banda, escrivim b = {2%, 27}; sigui B = (b¥).

Ambdues matrius estan relacionades per B = (AT)~%.
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Amb les mateixes notacions, les coordenades sén de Darboux sii A = J, essent
0o I
J= (_I ! )

Sigui (M, w) una varietat simpléctica.
Unes coordenades (%, ;) sén de Darboux sii satisfan
{$i7xj} =0, {yi;yj} =0, {xiayj} = 53

(«relacions de commutacié canoniquesy).

Teorema de Darbouz generalitzat

Sigui (M,w) una varietat simpléctica de dimensié 2n. Siguin fi, ..., f-
(r < n) funcions definides en un veinat obert de p € M, amb diferencials
linealment independents en p, i tals que

(es diu que «estan en involuciéy ). Llavors existeixen funcions fry1, ..., fa,
g1, - - -5 gn tals que, en un veinat de p, (f1,-.., fn,91,---,9,) és una carta

simplectica de M (w =", df; A dg;).

Simplectomorfismes i transformacions canoniques
Siguin (M7, w) i (M, ws) varietats simpléctiques. Una aplicacié p: My —
My es diu simplectica si

@*(w2) = wi .

Un difeomorfisme simpléctic s’anomena simplectomorfisme (o isomorfisme
de varietats simpléctiques).

La composicié de simplectomorfismes, o I'invers d’un simplectomorfisme,
son simplectomorfismes.

Sigui ¢: M7 — My un difeomorfisme entre varietats simplectiques. Les
afirmacions segiients sén equivalents.

e  és un simplectomorfisme

e Per a tota h € COO(MQ), (p*(Xh) = ti*(h)-

e Per a totes g, h € C*(Ma), ¢*{g,h} = {¢*(g9), " (h)}.
La darrera afirmacié significa que ¢*: C*(Mz) — C*°(M;) és un isomor-
fisme d’algebres de Lie.

Si f: Ny — Ny és un difeomorfisme, llavors T* f: T*N; — T*Ny és un
simplectomorfisme per a les estructures simplectiques canoniques.
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Un simplectomorfisme o automorfisme d’una varietat simpléctica (M, w) és
un difeomorfisme ¢: M — M tal que ¢*(w) = w.

Podem definir un simplectomorfisme infinitesimal de M com un camp vec-
torial X € X(M) tal que el seu flux deixa w invariant, és a dir, que w
és invariant per X: Zxw = 0. Aix0 significa, doncs, que X és un camp
vectorial localment hamiltonia.

Siguin (Mj,w;) i (Ma,ws) varietats simplectiques. Un difeomorfisme
p: M7 — My es diu transformacié canonica si aplica camps vectorials lo-
calment hamiltonians en camps vectorials localment hamiltonians.

Sigui ¢: M7 — My un difeomorfisme entre varietats simplectiques connexes.
0 és una transformacié canonica sii existeix un ¢ € R* tal que

P (w2) = cwy .
A més, si X7 € Xp,(M7) té hamiltoniana local hy 1 p.(X1) = Xo € X (Mo)
té hamiltoniana local hs, existeix un k£ € R tal que, localment, ch; =
©*(ha) + k.

Es compleix també que ¢*{g, h} = 1{p*(g),¢*(h)}.

Es diu que ¢ és la valéncia de la transformacié canonica. Un simplectomor-
fisme és, doncs, una transformacié canonica univalent.

Sigui ¢: My — M una transformacié canonica de valencia c entre varietats
simplectiques exactes, amb formes simplectiques w; = —d6;.
Existeix localment una funcié Fy € C* (M) tal que

@*(92) - 691 = dFl .

Es diu que F} és la funcié generatriu de la transformacié canonica.

Varietats de Poisson

Sigui M una varietat, C*(M) la seva algebra de funcions diferenciables.
Una estructura de Poisson en M és un producte (dit paréntesi de Poisson)

C™(M) x C*(M) — C*(M), (f,9) = {f.9}
R-bilineal que satisfa les propietats segiients:
o {f,9} = —{g, f} (antisimetria)

o {f,{g,h}}+{g, {h, f}} +{h,{f,g}} =0 (identitat de Jacobi)
o {f,gh} ={f,gth+{f,h}g (regla de Leibniz)




(10.5.2)

(10.5.3)

(10.5.4)

(10.5.5)

(10.5.6)

Xavier Gracia — Varietats Diferenciables. Definicions i resultats — 12 set 2016 103

M, dotada d’aquest producte, s’anomena varietat de Poisson.

L’espai vectorial real C>°(M) esta dotat, doncs, de dues estructures: és
una algebra associativa commutativa amb el producte ordinari de funcions
i una algebra de Lie amb el paréntesi de Poisson. Ambdues estructures
estan relacionades per la regla de Leibniz, que significa que, per a tota f,
{f,—} és una derivaci6 respecte al producte associatiu.

També ho és {—, f}, en virtut de 'antisimetria.

Una algebra associativa i commutativa dotada d’un producte de Lie que satisfa

la regla de Leibniz es diu dlgebra de Poisson.

Com que {—,h} és una derivacié de C*°(M), es correspon amb un camp
vectorial diferenciable X}, anomenat camp vectorial hamiltonia® de h. Per
definicid,

{f,h}=Xn-f.
L’aplicacio

C®(M) - X(M), hw— X,
és un antihomomorfisme d’algebres de Lie:

(X7, Xgl = =Xy -

El centre de C*° (M) respecte al paréntesi de Lie esta format per les funcions
f tals que {f, g} = 0 per a tota g; equivalentment, sén les funcions f tals
que Xy =0. A vegades s’anomenen funcions de Casimir.

Donat un paréntesi de Poisson existeix un camp de bivectors diferenciable
A € Sec(N*TM) tal que

{f,9} = A(df,dg).

A és el tensor de Poisson de la varietat de Poisson.

Reciprocament, donada una seccié diferenciable A de A2TM, la férmula
anterior permet definir un paréntesi de funcions antisimetric i satisfent la
regla de Leibniz; pero la identitat de Jacobi se satisfa sii A satisfa una
condici6é d’integrabilitat que es pot expressar com

[A,A] =0,

on [—, —] denota el paréntesi de Schouten de camps de multivectors.

8Un altre conveni s’obtindria definint X}, com {h, —}.
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A partir del tensor de Poisson A es defineix un morfisme de fibrats vectorials
NTM —TM, a,— Aag,—).
Notem que Aodh = Xp.

Si U C M és un subconjunt obert d’'una varietat de Poisson la restriccié
del tensor de Poisson la dota d’una estructura de varietat de Poisson.

En particular, siguin (z%) coordenades locals de M en un conjunt obert U.

1 ..
Es pot expressar Aly = §A” 8(::)51' 852]8 Donades f,g € C>(U), el seu
paréntesi de Poisson és {f, g} = Aij—f—g. En particular, {z%, 27} = A%,

Oxt Oxd
El rang de l'estructura de Poisson en un punt x € M és el rang del seu

tensor de Poisson en aquell punt, és a dir, rang /A\l = dim Im /A\I, que és un
nombre parell < dim M.

En qualsevol varietat el tensor de Poisson nul defineix una estructura de
Poisson de rang 0.

Una varietat simplectica, dotada amb el seu parentesi de Poisson, és una
varietat de Poisson de rang maxim ( = dim M). La relacié entre les dues
estructures ve donada pel fet que A=tot.

Reciprocament, una varietat de Poisson correspon a una varietat

simplectica sii té rang maxim.

Estructura de Lie—Poisson en una dlgebra de Lie

Sigui g una R-algebra de Lie de dimensié finita, g* el seu espai dual dotat de
la seva estructura diferenciable canonica, C*>(g*) la seva algebra de funcions
diferenciables. Si f € C*°(g"), la seva derivada Df(x) en un punt z € g* és una

forma lineal en g*, o sigui, un element de g** = g. D’aquesta manera es defineix
un producte de funcions

{f,9}(z) = (z,[Df(x), Dg(z)]),

anomenat paréntesi de Lie—Poisson de g*.

Morfismes de varietats de Poisson

Siguin M, N varietats de Poisson. Un morfisme de Poisson és una aplicacié dife-

renciable ¢: M — N tal que preserva els paréntesis de Poisson respectius:

o {g1,923n = {¥"(91), 9" (g2) } s -
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Teorema de descomposicio de Weinstein

Sigui (M, A) una varietat de Poisson de dimensié m, p € M un punt, 2r el
rang de A,. Existeix una carta local de M centrada en p, amb coordenades
(T4, Ty YLy oy Yry 21,5« -+, Zm—2r), tal que, en un veinat de p,

N0, 0 0D
A= ; ox; 4 Ay; +j§fjk(z) 0z; 4 Oz’

amb f; funcions tals que f(0) = 0.

El primer sumand defineix una estructura simplectica sobre la subvarietat z = 0,

mentre que el segon és 'anomenada estructura de Poisson transversa.

Foliacio simpléctica d’una varietat de Poisson

Sigui (M, A) una varietat de Poisson. La distribuci6 tangent ImA C TM
esta generada pels camps vectorials hamiltonians i doncs és diferenciable.
Es integrable, de manera que les seves varietats integrals maximals defi-
neixen una foliacid, anomenada foliacié simpléectica de M. Cada fulla d’a-
questa foliacié té una estructura simpléctica natural. Dos punts pertanyen
a la mateixa fulla sii es poden unir per la juxtaposicié d’un nombre finit

de corbes integrals de camps vectorials hamiltonians.
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Complements

En aquesta secci6 s’apleguen alguns resultats rellevants que han anat apa-
reixent al llarg del curs dins la llista de problemes o en examens.

Producte de varietats

Siguin M; (1 < i < k) varietats diferenciables. Hem definit la varietat
producte M; x...x M. Denotem les projeccions per pr;: My X ...x M, —
M;. Sén aplicacions diferenciables.

Per simplicitat, en tota I’exposicié no considerarem més que el producte de
dues varietats.

Una aplicacié G: N — My x Ms és de classe C" sii ho sén les seves compo-
nents G; = pr; oG (1 <1i < 2).

L’espai tangent d’un producte

Siguin p; € M;, i escrivim per abreujar p = (p1,p2). Considerem les apli-

cacions tangents T, pr;: Ty, poy (M1 x My) — Ty, M;. Llavors I'aplicaci6
(Tppry, Tppry): Ty, po) (My X Ma) — Ty, My x Ty, Mo

és un isomorfisme d’espais vectorials.

Eventualment, amb aquest isomorfisme podem identificar un espai Tp, M; amb

un subespai de T(,, p,)(M1 X Maz). També podem escriure T, ,,) (M1 X M) =

Tp, My & Tp, Ma. Aixi un vector tangent del producte s’escriu u; + ug, essent
uy € Tlel ius € szMQ.

Considerem una aplicaci6 G: N — My x My de classe Ct. Mitjancant
I'isomorfisme anterior, T,G: TqN — Tgq) (M1 X Ma) s’identifica amb I'a-
plicacié (TyG1, TyG2): TyN = Ta, (9 Mi X Tayig)Ma. Es a dir,
T,(G1,Gs2) = (T;G1,T,G2).
Considerem ara, per simplicitat, una aplicacié F: My, x My — N, de clas-
se Ct. Sigui p = (p1,p2) € My X Ms. Usem les identificacions anteriors.
Sigui u = (u1,u2) € Tp(My x M) = Ty, My x T),, Ms. Llavors
TpFu="Ty F(,p2)-u1 + Tp,F(p1,-) -usg.
En particular, donada f: M1 x M2 — R,
<diﬂf7 U) = <dP1 f('7p2)7 U1> + <d102f(p17 ')7 ’LL2>.
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Teorema de la funcié implicita
Tornant a Paplicacié F: My x My — N de classe C', posem ¢ = F(p1, ps)
i suposem que Tp, F'(p1,-): Tp, Mo — T¢N és un isomorfisme.
El teorema de la funcié implicita assegura l’existéncia local d’una unica
aplicaci6 h, definida en un veinat de p; i amb valors en un veinat de po, tal
que

F(z1,22) =q < x2=h(x1).
Si F és de classe C" llavors h també ho és, i

Tplh = _(T;DzF(pla '))_1 ° T;D1F<'7p2)'

Globalment tenim un difeomorfisme
(Tpry, Tpry): T(My x Ma) — TM; x TMs.

Considerem per exemple un camp de vectors tangents Y en M; x Ms.
Amb la identificacié donada pel difeomorfisme anterior es pot escriure Y =
(Y&,Yé)7 essent Yi: My X My — TM; i Yo: My x My — TMs (de fet sén
camps vectorials al llarg de les projeccions pr; i pry).

Amb la mateixa identificacié, un camp vectorial X; en M; (per exemple)
déna lloc a un camp vectorial X en My x My: X (p1,p2) = (X1(p1),0).
Més particularment, el camp vectorial unitat d/d¢ de R déna lloc a un
camp vectorial en la varietat producte R x M, que podem denotar per

8/0t.

Grups de Lie

Un grup de Lie és un conjunt G dotat d’estructures de grup i de varie-
tat diferenciable, de manera que el producte i la inversié sén aplicacions
diferenciables:

wGxG—=G, (z,y)— xy;

G =G, z—az b

Aquestes operacions sén diferenciables sii ho és Iaplicacié (z,y) — zy .

Sigui G un grup de Lie, g € G un element fixat. La translacio per ’esquerra
Ly;:G— G, Lg(z)=gz

i la translacié per la dreta
R;:G — G, Ry(zx)=u=xyg
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sén difeomorfismes.

Un subgrup de Lie (regular) d’un grup de Lie G és un subconjunt H C G
que és alhora subgrup i subvarietat (regular). Amb les estructures induides,
H també és un grup de Lie.

Per a comprovar si un subgrup H C G d’un grup de Lie és una subvarietat,
n’hi ha prou amb veure-ho al voltant d’'un punt (per exemple, I’element
neutre e).

Analogament, un subgrup de Lie immers és un grup de Lie que és alhora subgrup

i subvarietat immersa.

Dins els grups multiplicatius R*, C*, H* dels cossos dels nombres reals, comple-
x0s i quaternions, els elements de modul 1 en formen subgrups de Lie: Sp, Si,
Ss.

Dins el grup lineal real GL,(R), el conjunt SL,(R) de les matrius de determi-
nant 1 n’és un subgrup de Lie. També ho és el conjunt O, (R) de les matrius

ortogonals, aix{ com el de les matrius ortogonals de determinant 1, SO, (R).

Un morfisme de grups de Lie és una aplicacié f: G — G’ entre grups de Lie

que és morfisme de grups i de varietats.

Un morfisme f sempre té rang constant.
Si f:G — G’ és un morfisme de grups de Lie, llavors Ker f C G és un
subgrup de Lie (regular).

En canvi, la imatge f(G) pot no ser una subvarietat regular de G’.

Sigui G un grup de Lie. Un camp vectorial X en G es diu
invariant per I’esquerra quan és invariant per les translacions per ’esquerra
L, (g € G):

T(Ly) o X = X oLy,

Denotem per X1,(G) el conjunt dels camps vectorials invariants per les-

querra en G.
De manera analoga es defineix el concepte de camp vectorial invariant per la

dreta.

D’acord amb la seva definicid, un camp vectorial invariant per ’esquerra
esta determinat pel seu valor en el neutre. De fet, fixat un vector tangent
u € T G, aplicacié

Xu:G—=TG, g~ T(Ly)u,
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és un camp vectorial diferenciable, invariant per ’esquerra.
Considerem coordenades apropiades de G, en les quals I’expressio local de
la multiplicaci6 és ji. Llavors expressi6 local de X, és

Xu(z) = (z, Dofi(z, ) u),

essent u els components de u en les coordenades considerades.

Doncs es conclou que 'aplicacio
XL(G) = T.G, Xw— X(e)

és un isomorfisme d’espais vectorials.

Si (u;) és una base de TG, els camps vectorials invariants per 'esquerra
X; corresponents sén una base del R-espai vectorial X1,(G). Encara més,
son linealment independents en cada punt, de manera que sén una base del
C>*(M)-modul X(G) dels camps vectorials diferenciables en G; doncs, tot
grup de Lie és parallelitzable.

El conjunt dels camps vectorials invariants per l'esquerra Xy (G) és una
subalgebra de Lie de X(G).

L’isomorfisme anterior Xp,(G) = T.G permet transportar estructura
d’algebra de Lie dels camps vectorials invariants per l'esquerra als vec-
tors tangents en el neutre.

L’algebra de Lie de G, usualment representada per g o Lie(G), és qualsevol
d’aquests dos conjunts, X1, (G) o T.(G), amb aquesta estructura.

Es podrien fer construccions similars amb els camps vectorials invariants per la

dreta.

Donada una base (u;) de g, podem escriure [u;, u;] = cfjuk. Els nombres cfj €eR

s’anomenen constants d’estructura de l'algebra de Lie (en la base donada).

El grup lineal
El grup lineal GL,(R) és un subconjunt obert de ’espai vectorial M,,(R). Per

~

tant la seva algebra de Lie gl,, (R) s’identifica amb l’espai vectorial T;(GL,(R)) &
M- (R).

Donat u € M, (R), sigui X, el camp vectorial invariant per lesquerra definit
per u; amb la identificacié T(GL,(R)) = GL,(R) x M, (R), aquest és X, (g) =
(9,9u). Es comprova que [Xu, Xy] = Xy ], essent [u,v] el commutador de les
matrius u, v. D’aquesta manera, ’algebra de Lie gl,,(R) del grup lineal s’identifica
amb lalgebra de Lie M, (R).
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Sigui G un grup de Lie, X un camp vectorial invariant per ’esquerra. Sigui
~ la corba integral maximal de X tal que v(0) = e.

Donat z € G, £(t) = xy(t) és la corba integral maximal de X amb condicié
inicial £(0) = x.

~ esta definida en tot R, de manera que X és complet.

De fet, v: R — G és un morfisme de grups de Lie.

Es diu que v és un subgrup uniparameétric, i que X(e) € g és el seu
generador infinitesimal. (Cal recordar que la imatge v(R) C G pot no ser

una subvarietat regular.)

Orientabilitat

Una forma de volum en una varietat M és una forma diferencial de grau
maxim Q € Q™ (M) que no s’anulla enlloc. Llavors tota altra forma dife-
rencial de grau m s’escriu f 2, amb f una funcié qualsevol.

Si € és una forma de volum, en cada punt 2, defineix una orientacié de
I'espai vectorial T, M.

Si  és una forma de volum en M i X és un camp vectorial, llavors existeix
una Unica funcié div X tal que

ZxQ = (divX) Q.
S’anomena divergencia de X (respecte a 2).
Una varietat M es diu orientable si té una forma de volum. Una orientacié

de M és una tria d’una classe de formes de volum ({f$2| f > 0}). Si M és
connexa, llavors admet dues orientacions.

Si una varietat és orientable llavors hi ha un atles de M tal que tots els
canvis de coordenades tenen jacobians positius. El reciproc és cert si M és
paracompacta.

Equacions diferencials de segon ordre

Sigui £&:I — TM un cami en TM. ¢ és aixecament canonic (velocitat)
d’un cami en M sii & = T(rar) 0 €.
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Sigui Y un camp vectorial en TM. Totes les corbes integrals de Y sén
aixecaments de camins en M sii

T(TM) oY = IdTM .
Es a dir, a més de ser seccié de mrar, Y és seccié de T(7ar).

D’un camp vectorial Y € X(TM) que satisfa la condici6 anterior es diu que
satisfa la condicié de segon ordre. Si y: I — M és un cami, Y defineix una

equacio diferencial de segon ordre en M:

'YN — YO’)//.

En coordenades naturals (2%, u*) de TM, expressié d’'un d’aquests camps
vectorials és

Y =4 9 +ai(x,u) 9

ox’ out’
i 'expressié local de 'equacié diferencial de segon ordre corresponent és

& =a(x, ).

FEsprais
Sigui Z un camp vectorial en TM satisfent la condicié de segon ordre. Les
condicions segiients sén equivalents:

i) Per a qualsevol ¢ € R* i qualsevol solucié £&:1 — M de l'equacié
diferencial de segon ordre definida per Z, el cam{ n(t) = £(ct) n’és
també solucid.

ii) Per a qualsevol ¢ € R i qualsevol v, € TM, Z(cv,) = ¢ T(m) - Z(vg),
on m.: TM — TM és ’'homotecia de rad ¢ sobre les fibres.

iii) [A,Z] = Z, on A és el camp de Liouville de TM.

iv) En coordenades naturals (z*,u’) qualssevol de TM l'expressi6 de Z és
Z ,: uZ% + al(x,u)% ,

on les a*(x,u) sén homogenies de grau 2 en u.

Un camp vectorial satisfent la condici6é de segon ordre i aquestes condicions

equivalents es diu esprai.

Es pot provar que, si Z és de classe C*° en TM sencer, llavors la seva expressié en

coordenades té la forma Z(z,u) = uk% + hfj(x)uiuj%, amb hf; simétriques

respecte als indexs inferiors.

L’esprai geodésic d’una connerio

Sigui V una connexié en M. Existeix un camp vectorial S € X(TM),

satisfent la condicié de segon ordre, caracteritzat per la propietat que les
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corbes integrals de S son les velocitats de les geodesiques de V. S és un
esprai; s’anomena l’esprai geodesic de la connexié.

En coordenades naturals de TM s’expressa

k_O ki j O

Les formes diferencials canoniques del fibrat cotangent

Sobre T* M existeix una 1-forma diferencial canonica 6,;, definida per
00 (p) = (Tpmar)-p  (p € T"M).

La 2-forma diferencial
wy = —dly

és no-degenerada.

Orr, war sén les formes diferencials canoniques (o formes de Liouville) de
T*M.

Considerem una carta de M, i siguin (z*,p;) les coordenades naturals cor-
responents de T*M. L’expressio de les formes diferencials canoniques en
aquestes cartes és

Or = p; dat, wy = dzt A dp;.
La contraccié amb wj; defineix un isomorfisme entre els fibrats vectorials
tangent i cotagent:

o T(T*M) — T*(T*M), Onr(Wp) = oy, w-
En les corresponents coordenades naturals s’expressa wps(z,p;u,h) =
(z,p; —h,u).
L’aplicacio

X(T"M) —» X*(T*M), X = ixwyr,

és un isomorfisme de C°°(T*M)-moduls.

Existeix un difeomorfisme canonic T(T*M) = T*(T*M).
També es pot provar que hi ha un difeomorfisme canonic T(T*M) = T*(TM).

Tanmateix, no existeix cap difeomorfisme canonic entre aquestes varietats i
T(TM).
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Sobre T* M existeix una forma de volum canonica.

m(m—1)/2 1

Es pot prendre per exemple Qp; = (—1) —wM A AWy
m!

Llavors en coordenades naturals Qp; = da' A ... Adz™ Adpi A ... Adpp,.

Fluxos dependents del temps

La formulacié geometrica més simple d’una equacié diferencial en una varie-
tat ve donada per un camp vectorial, que modelitza una equacié diferencial
ordinaria, de primer ordre, autonoma, en forma explicita. La formulacié
geometrica de casos més generals requereix 1'as d’estructures més compli-
cades. En aquesta seccié considerarem el cas d’una equacié no autonoma,
o dependent del temps, de la forma 2’ = f(¢,z). La situacié més simple
s’obté treballant en la varietat producte R x M.

Un camp vectorial dependent del temps en M és una aplicacié X: W —
TM, definida en un subconjunt obert W C R x M, tal que, per a tot
(t,p) e W, X(t,p) € T,M.

Es a dir, X és un camp vectorial al llarg de la projecci6 W — M.

Aquest camp vectorial defineix una equaci6 diferencial
2 =X(t,x);
una solucié d’aquesta equacié és un cami v: I — M tal que, per a tota t,

@) eW i o'(t)=X(t~().
Si y(to) = po, es diu que v satisfa la condicié inicial (¢, po)-

Si X és de classe C', el teorema d’existéncia i unicitat permet demostrar
I’existencia de solucions maximals i del flux. Una manera d’obtenir aquests
resultats és convertir I'equacié diferencial en una equacié autonoma equi-
valent.

A partir de X es pot construir un camp vectorial X en W, a vegades
anomenat la suspensié de X:

~ 0
X=—+X
6t+ ’

on estem utilitzant el camp vectorial unitat de R, 9/0¢, i que l'espai tan-
gent d’'un producte és la suma directa dels espais tangents dels factors:
T(t’p)W = T(t,p) (R X M) =T R®T,M.
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Una corba integral de X és un cami 5 = (50,%1): I — W tal que

Dio=1, # =Xo%.
Observem que 7y (t) = t+const, de manera que només quan const = 0 (cosa
que es pot aconseguir aplicant una translacié al parametre d’evolucié) el
cami 7y és soluci6 de I'equacié dependent del temps.

El nou camp vectorial X té solucions maximals Fto,p(t) 1 un flux maximal
F:D — W, amb domini D ¢ R x W C R x R x M, i amb 7, ,(t) =
F(t,to,p). Observem que 3z, ,(0) = (to, D).

Donat (to,p) € W, sigui t — 7, p(t) la solucié6 maximal de 2’ = X (¢, z)
amb condicié inicial v, p(to) = p. Sigui F: D — M T’aplicacié, definida en
un subconjunt D C R x W per

F(t7t07p) = '-Yto,p(t) .
Es el flux dependent del temps de X.

El subconjunt D C R x W és obert, i, si X és de classe C* (k > 1), el flux
F:D — M és de classe C*.

Usant la suspensié de X es pot bastir una demostracié senzilla a partir de la
teoria independent del temps. Només cal notar que es pot definir F' a partir
del flux F de X i una translacié: F(t — to,to,p) = (t, F(L,to,p)). Aixi doncs el
domini D és el transformat de D pel difeomorfisme (s, to,p) — (54 to, to,p), i €l
grau de diferenciabilitat de F' és el de F.

0

Sigui F’ la velocitat de F respecte a la primera variable real: I = TFo o
Aleshores

F'(t,to,p) = X(t, F(t,to,p)) -
Sigui
F' = F(t,s,-): Mys — M .
El seu domini és el conjunt obert M, C M obtingut tallant D amb {t} x
{s} x M.
Les aplicacions F'** satisfan la llei de grup
F =1dyy,
Ft”t/ o Ft’t _ Ft”t
(alla on es pugui calcular la composicid).
F's: My, — Mg és un difeomorfisme, amb invers F'¢.
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Si X és un camp vectorial independent del temps amb flux F', aleshores el seu

flux dependent del temps ve donat per F''t = Ft'~t.
Derivada de Lie

Considerem una funcié dependent del temps f:W — R, de classe C!.
Volem avaluar el canvi del valor de f al llarg de les corbes integrals de X,
f(t, Ftte(p)). Podem escriure aquesta expressié com (EF')*(f;)(p); aqui,
per a cada t, f; = f(t,-) és una funcié definida en un conjunt obert de M.

Es compleix que

d 0
Sl Fe) = (Pt (aﬁ

on hem utilitzat una notaci6 similar per a X; = X(¢,-); en particular,
d af
— t,F(p) === +2 to

dt t:tof(7 (p>) (at + Xf)( 7p)7

on s'entén que Zx f(t, p) = (L. f1) (p).

t=t1 t=ty

+ gth ft1> (p) ’

Amb hipotesis i notacions similars, es poden obtenir expressions analogues
per a la derivada de Lie d’'un camp tensorial dependent del temps R:

i tto\ * _ t1to \* 87R

g” t:tl(F ) (Be) = (F75)" {5 + xR )
d tto \* _ aj

dt t:to(F y(B) = <8t Jr‘gXR) —
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per un difeomorfisme (6.2.9)

immersi6 (3.3.2)

immersié difeomorfa (3.6.2)

isometria (9.1.10)

isometria infinitesimal (9.1.11)

isometria local (9.1.10)
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isomorfisme canonic entre un espai
vectorial i els seus espais tangents
(2.4.5)

lema de construccié de varietats
(4.1.1)

lema de la ceba (1.7.5)

lema de Poincaré (6.4.7)

lema d’escapament (5.4.1)

lema de translacié (5.2.6)

lema d’Urysohn llis (1.7.9)

llei de grup (5.3.3)

longitud d’un cami (9.6.1)

métrica de Minkowski (9.1.8)

meétrica lorentziana (9.1.3)

metrica pseudoriemanniana (9.1.1)

métrica riemanniana (9.1.2)

metrica riemanniana estandard
de R" (9.1.7)

morfisme de grups de Lie (A.2.7)

morfisme de Poisson (10.5.14)

obert coordenat (1.1.2)

operador local (4.8.7)

orbita d’un camp vectorial (5.6.1)

orbita d’un punt per una accié (5.5.4)

orientacié d’una varietat (A.3.3)

paréntesi de Lie (4.4.8)

paréntesi de Lie—Poisson (10.5.13)

paréntesi de Poisson (10.3.1)

paréntesi de Poisson (10.5.1)

particié continua de la unitat (1.7.1)

particié de la unitat subordinada a
un recobriment (1.7.1)

particié diferenciable de la unitat
(1.7.3)

potencial simpléctic (10.1.3)

producte d’un camp tensorial per
una funcié (6.2.1)

producte d’un camp vectorial per
una funcié (4.3.6)

producte exterior (6.3.7)

producte tensorial de dos camps
tensorials (6.2.2)

projeccié canonica del fibrat
cotangent (4.6.1)

projeccié canonica del fibrat tangent
(4.1.2)

pull-back d’una 1-forma diferencial
per una aplicacié (4.9.2)

pull-back d’una funcié (1.5.4)

pull-back d’un camp tensorial
covariant (6.2.6)

pull-back d’un camp tensorial per un
difeomorfisme (6.2.9)

pull-back d’un camp vectorial per un
difeomorfisme (4.5.3)

punt critic d’una aplicacié (3.5.4)

punt critic d’un camp vectorial
(5.6.1)

punt regular d’una aplicacié (3.5.4)

punt regular d’un camp vectorial
(5.6.1)

push-forward d’una 1-forma
diferencial per un difeomorfisme
(4.9.8)

push-forward d’una funcié per un
difeomorfisme (1.5.10)

push-forward d’un camp tensorial per
un difeomorfisme (6.2.9)

push-forward d’un camp vectorial per
un difeomorfisme (4.5.3)

rang d’una aplicacié (3.3.1)

redrecament d’'un camp vectorial
(5.6.5)

referéncia de Frenet (9.4.7)

relacié d’equivaléncia regular (3.7.1)

secci6 local d’una distribucio tangent
(7.1.3)

segona forma fonamental escalar
(9.4.6)

segona forma fonamental vectorial
(9.4.5)

simbols de Christoffel (8.1.4)

simbols de Christoffel de primera
espeécie (9.3.5)

simplectomorfisme (10.4.2)

simplectomorfisme infinitesimal
(10.4.5)

sistema de coordenades (1.1.2)

sistema de Pfaff (7.5.5)
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sistema linealitzat d’una equacié
diferencial en un punt d’equilibri
(5.6.7)

subfibrat tangent (7.1.10)

subgrup de Lie (A.2.4)

subgrup uniparametric d’un grup de
Lie (A.2.17)

submersié (3.3.2)

subvarietat (3.1.1)

subvarietat de R™ (1.2.7)

subvarietat immersa (3.6.1)

subvarietat oberta (1.2.5)

subvarietat regular (3.1.1)

suma de dos camps tensorials (6.2.1)

suma de dos camps vectorials (4.3.6)

superficie (1.1.9)

suport d’una funcié (1.6.1)

tensor de curvatura de Ricci (9.5.4)

tensor de curvatura de Riemann
(9.5.1)

tensor de curvatura d’una connexié
(8.5.5)

tensor de Poisson (10.5.5)

tensor de torsié d’una connexié
(8.5.1)

teorema de Chow—Rashevski (7.6.3)

teorema de Darboux (10.1.8)

teorema de Darboux generalitzat
(10.3.13)

teorema de descomposici6 de
Weinstein (10.5.15)

teorema de Frobenius (7.3.1)

teorema de Grobman-Hartman
(5.6.8)

teorema de Hopf-Rinow (9.6.6)

teorema de la funci6 implicita (A.1.6)

teorema de la funcié inversa (3.3.4)

teorema de la invariancia de la
dimensi6 (1.1.1)

teorema de Li Hua Zhong (10.2.8)

teorema de Liouville (10.2.5)

teorema de 'orbita (7.6.2)

teorema del rang constant (3.5.9)

teorema del valor regular (3.5.5)

teorema d’embedding de Nash (9.4.8)

teorema de redrecament de camps
vectorials (5.6.5)

teorema d’existéncia de particions de
la unitat (1.7.7)

teorema d’existéncia i unicitat per a
equacions diferencials (5.2.5)

teorema d’extensié de funcions
(3.2.6)

teorema d’embedding de Whitney
(3.6.8)

teorema fonamental sobre el flux
d’un camp vectorial (5.3.4)

torsié d’una connexi6 (8.5.1)

transformacié canonica (10.4.6)

transport parallel d’un vector al llarg
d’un cami (8.4.3)

valéncia d’una transformacio
canonica (10.4.9)

valor critic d’una aplicacié (3.5.4)

valor regular d’una aplicacié (3.5.4)

varietat analitica (1.1.12)

varietat de Poisson (10.5.1)

varietat diferenciable (1.1.12)

varietat diferenciable de classe C”
(1.1.8)

varietat geodésicament completa
(9.6.5)

varietat integral d’una distribucio
tangent (7.2.1)

varietat integral maximal d’una
distribucié (7.3.9)

varietat lorentziana (9.1.4)

varietat orientable (A.3.3)

varietat parallelitzable (4.3.10)

varietat producte (1.2.8)

varietat pseudoriemanniana (9.1.4)

varietat quocient (3.7.1)

varietat riemanniana (9.1.4)

varietat riemanniana plana (9.5.2)

varietats difeomorfes (1.4.2)

varietat simpléctica (10.1.2)

varietat simpleéctica exacta (10.1.3)

varietat topologica (1.1.12)
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vector cotangent (2.6.1) instant (2.4.10)

vector tangent (2.1.4) vector tangent unitat a R (2.4.8)

vector tangent a una subvarietat velocitat d’un cami (5.1.2)
(3.4.1) velocitat d’'un cami en un instant

vector tangent coordenat (2.3.1) (2.4.10)

vector tangent d’un cami en un volum riemannia (9.2.5)
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Index de notacions

En aquesta llista recollim notacions usades, habitualment o esporadicament,
al llarg de ’assignatura, comengant per algunes notacions d’algebra lineal,
calcul i alguns conjunts especifics.

S’ha d’entendre que algunes notacions emprades sén circumstancials i po-
drien ser canviades tranquillament per d’altres 1gual de raonables (exemple:
hem escrit habitualment les expressions locals com F pero F o Fy,, també
serien bones opcions). Mentre que d’altres notacions han estat triades per
designar construccions concretes de manera precisa, i a vegades amb la in-
tencié d’evitar confusions (exemple: l'aplicaci6 tangent T, F és designada
en alguns textos per (Fy),, (dF),, ... ia vegades sense especificar el punt).
En l'explicacié de les notacions ometem especificar el grau de diferenciabi-
litat necessari per portar a terme les operacions que s’esmenten.

Zin(E,F), Hom(E, F) espai de les aplicacions lineals entre dos espais
vectorials

E* = Zin(E,K)

(o, u) = aru = au)

espai dual d'un K-espai vectorial £

contraccié d’un covector o € E* i un
vector u €

T F* — E* aplicacié transposada d’una aplicacié lineal
T-E— F
Df(z): E— F derivada (o diferencial) en 2 d’una aplicacié f

entre oberts d’espais vectorials reals F i F

Dx,ufv D(x,u)f

0
D;f, a—fl derivada parcial de f: R™ — R respecte a la
4

derivada direccional de f en x segons el vector u

i-¢sima variable

Jf(z) = (Dif?)

matriu jacobiana de f:R"™ — R"

d
Df(to), —| f derivada de f:R — F en t, (considerada com a
dt |,
element de F)
S, esfera n-dimensional
P,.R), P, espai projectiu real n-dimensional
T tor n-dimensional
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Mn(R)
L.(R), GL(n,R)
L.(R), SL(n,R)

On(R)7 O(n,R)
SO.(R), SO(n, R)

(U, )
dim M
M x N
F

C>(M, N)
Cee (M), F (M)

F*(g)

Cmp

T, M
0,.,: T,M — R™

T,F

p

0
oxt p’

gufa U~f, U(f)

7l
7 1P

Ap: V= T,V

conjunt de les matrius quadrades d’ordre n amb
coeficients reals

grup lineal (en n variables sobre R)
grup lineal especial
grup ortogonal

grup ortogonal especial

Tema 1

carta d’una varietat

dimensi6 d’una varietat M

varietat producte de dues varietats

expressio local d’'una aplicacié F: M — N
respecte a cartes de M i N

conjunt de les aplicacions diferenciables entre les
varietats M i N

R-algebra de les funcions reals diferenciables

en M

imatge reciproca o pull-back d’una funcié
g: N — R per una aplicacié F: M — N

Tema 2

conjunt dels camins en M que passen per p a
t=0

espai tangent a la varietat M en un punt p
bijecci6 [y] — D#%(0) definida per una carta
(U,) enp

aplicacié tangent d’una aplicacié F' en p

vectors tangents coordenats en p associats a una
carta o amb funcions coordenades (z?)

derivada d’una funcié f: M — R segons un
vector tangent v € T, M

isomorfisme canonic entre un espai vectorial real
finitodimensional V' i el seu espai tangent en un

punt p
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d
—| ,E
dt to? ‘to

V' (), 3(t)
Dp(M)
T:M

dpf7 df(p)

v TM — M

&: 7, (U) » U x R™

TF

0
—  Ef
Oxt’ °

mwp: T*M — M,
T "M — M

oV:m M (U) —» U x R™

QY (M), T1(M)

vector tangent unitat de R en ¢,

velocitat o vector tangent d’un cami v: I — R en
tel

espai de les derivacions puntuals de C*°(M) en p
espai cotangent a M en p

diferencial d’una funcié f: M — R en un punt p

Tema 4
fibrat tangent de M

carta natural de la varietat TM definida per una
carta p: U — U de M

aplicacié tangent de F

camps vectorials coordenats definits per una
carta ¢ amb funcions coordenades (z?)
C°°(M)-modul i R-algebra de Lie dels camps
vectorials diferenciables en M

camp vectorial unitat de R

derivada d’una funci6é f respecte a un camp
vectorial X en M

paréntesi de Lie de dos camps vectorials
camps vectorials X, Y relacionats per una
aplicacié F

imatge directa o push-forward d’un camp
vectorial X per un difeomorfisme F’

imatge reciproca o pull-back d’un camp vectorial
Y per un difeomorfisme F

fibrat cotangent de M

carta natural de la varietat T*M definida per
una carta p:U — U de M

C°°(M)-moddul de les 1-formes diferencials

diferenciables en M
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df diferencial d’una funcié

(w, X), w(X), ixw contraccié d’una 1-forma diferencial w i un camp
vectorial X

F*(w) imatge reciproca o pull-back d’una 1-forma
diferencial w per una aplicacié F

F,(0) imatge directa o push-forward d’una 1-forma
diferencial € per un difeomorfisme F

Tema 5

et velocitat o derivada d’un cami, aixecament
canonic d'un cami en M al fibrat tangent TM

Yp:Ip = M corba integral maximal d’un camp vectorial amb
condicié inicial (0, p)

Fx:9x - M flux d’un camp vectorial X (Zx C R x M)
"v:Dx - TM vector tangent de F x respecte a la variable

temporal ¢

Fl: My — M_, difeomorfismes definits pel flux d’un camp
vectorial X

Oy orbita de p per un grup de transformacions
Tema 6

R(p), R, valor d’un camp tensorial R en un punt p

R(X1,...,Xp,01,...,0;) accié d'un camp tensorial de tipus (k, 1) sobre k
1-formes diferencials i £ camps vectorials

R+ S, fR suma de dos camps tensorials, producte d’una
funcié per un camp tensorial

TH(M) C*°(M)-modul dels camps tensorials
k-contravariants ¢-covariants diferenciables en M

R®S producte tensorial de dos camps tensorials

Teo(M) C°(M)-algebra dels camps tensorials
diferenciables

T*(M) C°°(M)-algebra dels camps tensorials

diferenciables contravariants
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Te(M) C°°(M)-algebra dels camps tensorials
diferenciables covariants

ci(R) contraccié de l'i-esim index contravariant amb el
j-esim index covariant d’un camp tensorial
homogeni mixt

F*(S) imatge reciproca o pull-back d’un camp tensorial
covariant S per una aplicacié F', o d’un camp
tensorial qualsevol per un difeomorfisme

F.(R) imatge directa o push-forward d’un camp
tensorial R per un difeomorfisme F'

QF (M) C>°(M)-modul de les k-formes diferencials
diferenciables en M

alp producte exterior de dues formes diferencials

(M) C>°(M)-algebra de les formes diferencials
diferenciables en M

ixa, i(X)a, Xoa contraccié d’una forma diferencial o amb un
camp vectorial X

da diferencial exterior d’una forma diferencial «

xR derivada de Lie d’un camp tensorial R respecte a
un camp vectorial X

Tema 7

Xioc(M) conjunt dels camps vectorials locals
diferenciables de M

Secioe (D) conjunt de les seccions locals diferenciables d’una

distribucié tangent D

Dist(V) distribucié tangent generada per un conjunt de
camps vectorials locals V

D° codistribucié anihiladora d’una distribuci6
tangent D
Tema 8

\Y operador de derivacié covariant

Ffj simbols de Christoffel d’una connexié
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VtEV?

>

Xy

xh(M) - 3€1h(M)

{f.9}

=)

operador de derivacié covariant al llarg d'un
cami v (¢, pardmetre)

operador de torsié6 d'una connexié

operador de curvatura d’una connexio

Tema 9

isomorfisme musical definit per una metrica g
gradient d’una funcié f respecte a una metrica
volum riemannia definit per una meétrica
simbols de Christoffel de primera espécie

segona forma fonamental d’una subvarietat d’una
varietat riemanniana

segona forma fonamental escalar d’'una
hipersuperficie

aplicaci6 de Weingarten

curvatura gaussiana

tensor de Riemann

tensor de Ricci

curvatura escalar

longitud d’'un cami v en una varietat
riemanniana

Tema 10

isomorfisme musical definit per una forma
simplectica w

camp vectorial hamiltonia, o gradient simplectic,

d’una funcié h respecte a una forma simplectica

camps vectorials hamiltonians i localment
hamiltonians d’una varietat simplectica M
claudator de Poisson, o paréntesi de Poisson, de
les funcions f, g en una varietat simplectica

isomorfisme musical definit per un tensor de
Poisson A
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Complements

/0t camp vectorial en R x M deduit del camp
vectorial unitat de R

Ly, Ry translacions per ’esquerra i per la dreta definides
per un element g € G d’'un grup de Lie

Xu camp vectorial invariant per ’esquerra definit
per un vector tangent v € T.G en un grup de Lie

XL(G) R-algebra de Lie dels camps vectorials invariants
per lesquerra en un grup de Lie G

g, Lie(G) algebra de Lie d'un grup de Lie G

div X divergencia d’un camp vectorial X respecte a

una forma de volum
0% aixecament canonic a TTM d’un cami v en M

Onr, war formes diferencials canoniques del fibrat
cotangent de M

S

suspensié d’'un camp vectorial dependent del
temps X

F(t, to,p) = Ft(p) flux dependent del temps d’un camp vectorial
dependent del temps
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