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Prefaci

Amb algunes diferencies, aquests apunts venen a ser I'esquelet de ’assigna-
tura de Probabilitat i Estadistica del Grau d’Enginyeria de Telecomunicacié
de I’Escola de Telecos de Barcelona, de la UPC, que estic impartint recent-
ment. No hi ha demostracions, ni gairebé exemples; només les definicions
i els resultats, d’importancia diversa. Aquestes notes no substitueixen els
apunts, ni els llibres, ni, encara menys, el treball personal.

El text sempre esta obert a millores, aixi que us agrairé que em feu arribar
correccions i suggeriments.

Les definicions hi apareixen indicades aixi. La resta d’enunciats sén pro-
posicions, teoremes, corollaris, ... Alguns comentaris i resultats auxiliars
també hi apareixen, amb una lletra més petita.
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Conceptes basics de probabilitat

Experiments aleatoris i esdeveniments aleatoris

Un experiment aleatori és un experiment & que es pot repetir tantes
vegades com es vulgui en les mateixes condicions.

Cada repeticié d’un experiment aleatori s’anomena prowva, i se n’obté un
resultat.

L’espai mostral és el conjunt 2 dels possibles resultats d’un experiment
aleatori.

Donat un experiment aleatori &, un esdeveniment aleatori és una pro-
posicié logica S[w] referida al possible resultat w d’una prova; la realitzacié
de la prova determina si S és cert o fals (si 'esdeveniment ha ocorregut o
no).

L’esdeveniment aleatori S s’identifica a un subconjunt S C €2, a saber,

S ={we Q| S[w] és cert}.
Amb aquesta identificacié, el conjunt de tots els possibles esdeveniments
aleatoris s’identifica amb el conjunt (1) de parts de €.

Les operacions logiques efectuables amb les proposicions referides als ele-
ments de 2 es corresponen amb les operacions de 1’algebra de Boole efec-
tuables amb els subconjunts de €2. Tenim una taula de correspondeéncies:

proposicions subconjunts

disjunci6 R o S uni6 RUS

conjunci6 RNS intersecci6 R1i S

negacié no R complementari R = R®:=Q-R
implicaci6 R = S inclusi6 RC S

equivalencia R <= § | igualtat R= S5

R pero no S diferéncia R-S=RNS

Hi ha algunes denominacions especials per a esdeveniments, o parells d’es-
deveniments, que també tenen la seva correspondencia en termes de sub-
conjunts:
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proposicions subconjunts

esdeveniment impossible (sempre fals) | @

esdeveniment segur (sempre cert) Q
esdeveniments incompatibles: quan subconjunts disjunts:
R i S és impossible RNnS=g

En vista d’aquesta equivaléncia, considerarem els esdeveniments tant com a pro-

posicions o com a subconjunts, segons ens resulti més convenient.

Algebra d’esdeveniments

Encara que hem identificat esdeveniments aleatoris S amb subconjunts S de
I’espai mostral €2, per motius tant teorics com practics cal considerar només certs
subconjunts S C €.

Una dlgebra de conjunts o dlgebra d’esdeveniments' d’un conjunt
és un subconjunt .% C () no buit i estable per complementari i unions
finites:

(i) F # @;

(ii) Ac F = Ac Z;
(i) AL Be ¥ = AUBe Z.

Si se satisfan les condicions anteriors, també se satisfan:
(iv) 9,Q € Z;
(v) ABe ¥ = ANBec #%.

En termes més tecnics, podriem dir que una algebra de conjunts és una subalgebra
de Boole de Z(2).

Tanmateix, per al desenvolupament de la teoria de la probabilitat no n’hi ha
prou amb requerir la propietat (iii) per a unions finites; cal considerar unions

numerables.

Una o-algebra (de conjunts, o d’esdeveniments) és una algebra de conjunts
on en lloc de la propietat (iii) imposem que .Z sigui estable per unions
numerables:

I Aquest terme usat més habitualment en el context de la teoria de la probabilitat.
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(iii") 4, € F (1€ N) = _UNAi € Z.
1€

En tal cas, .# també és estable per interseccions numerables:
(V) 4, €7 (ieN) = ﬂNAi € Z.
1€

Evidentment, una o-algebra és una algebra; el reciproc és fals. No hi ha diferéncia

entre els dos conceptes quan € és finit.

Sigui © un conjunt, i ¥ C () un conjunt arbitrari de parts de Q. La o-
algebra generada per € és la o-algebra més petita que conté els elements de €.
A vegades es representa per o(¢). Es la interseccié de totes les o-algebres que

contenen €.

Espais de probabilitat

Un espai mesurable, o espai probabilitzable, és un parell (2, F) on
e ) és un conjunt no-buit;
e F és una o-algebra en Q.

Axiomes de Kolmogorov, 1933
Una mesura de probabilitat (o funcidé de probabilitat o simplement pro-
babilitat) en (Q,.%) és una funcié P:.# — R que satisfa les propietats
segiients:

(i) Normalitzacié: P(Q2) = 1;

(ii) Positivitat: P(A) > 0 per a tot A € .F;
(iii) o-additivitat: si A; € & (i € N), amb A; N A; = & per a i # j,

aleshores
P(J 4)=> Pay).
iEN iEN

En altres paraules, P és una «mesura positiva normalitzaday.
La terna (2,.7,P) és un espai de probabilitat amb espai mostral i
conjunt d’esdeveniments 7.

En el cas que § sigui finit, .# és una algebra d’esdeveniments, i la o-
additivitat es redueix a l'additivitat:
SiA,Be.%,amb AN B = o, aleshores P(AU B) = P(A) + P(B).

Una mesura de probabilitat satisfa també les propietats segiients:
(iv) P(2) = 0;
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(v) Complement P(A) =1—P(A);

(vi) P(4) <

(vii) Monotoma A C B = P(A) < P(B).
) P(A-B) =P(A4) - P(AN B);

x) P(

(i AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Foérmula d’inclusio-exclusio

P(AiU...UA,) =
ZP )Y P(AiNA;)+Y  P(ANA;NAR) — .+ (1) P(41N...N 4y).
1<jJ 1<j<k

Lemes de convergéncia monotona
Sigui A; (¢ € N) una successio creizent d’esdeveniments de .# (A; C A;11).
Aleshores

P(Ui4;) = lin_n P(A;) =supP(4,;).
Sigui B; (i € N) una succes;ié decreizent d’esdeveniments de . (B; D
B;1). Aleshores

P(n;B;) = lilr'n P(B;) = iIZ_lf P(B;) .

Espais de probabilitat discrets

Sigui © un espai mostral numerable (finit o infinit). El conjunt £(Q2) de
totes les parts de €2 és una o-algebra, anomenada discreta.

Els esdeveniments elementals sén els subconjunts de €2 formats per un
sol element, {w}.

Tot esdeveniment A C Q és la unié (dbviament disjunta i numerable) dels
esdeveniments elementals que conté.

Si a més tenim una mesura de probabilitat P: #2(Q) — R, direm que
(Q, 2(2),P) és un espai de probabilitat discret.
Els esdeveniments elementals tenen associades unes probabilitats ele-
mentals que escriurem simplement

P(w) = P({w}).
Igualment escriurem amb la mateixa lletra P la funcié

P.Q =R, Pw) =P{w}),
i 'anomenarem funcio de massa de probabilitat, o simplement funcio
de probabilitat.
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Suposem que {2 és finit, Q@ = {w1,...,w,}, i escrivim p; = P(w;), Aleshores
les probabilitats elementals satisfan

e p; 20,
Les probabilitats elementals determinen la probabilitat de qualsevol esde-
veniment, ja que

P({wil,...,wir}) :pil —|— e +pir .

Esdeveniments equiprobables
Es diu que els esdeveniments elementals sén equiprobables quan les pro-
babilitats elementals associades sén totes iguals. Si |2| = n, aleshores cada
esdeveniment elemental té probabilitat 1/n.
Si A C Q té r elements, P(A) = T, és a dir,
(4) = I
€2

(«casos favorables entre casos possibles»).

En el cas que € sigui infinit numerable les probabilitats elementals també
determinen totes les probabilitats. Si A C 2, també tenim
P(4)=> Pw).
weA
Ordenant, si calgués, els elements de A, aquesta suma infinita es pot expressar

com una série, perd no hi ha cap quiestié de convergencia ja que la série és de
termes positius i és convergent perque la suma de totes les probabilitats elementals
val 1.

Notem que en el cas infinit els esdeveniments elementals mai no poden ser equi-

probables.

Esdeveniments independents
En tot el que segueix estem en un espai de probabilitat (2, %, P).

Dos esdeveniments aleatoris A, B C Q0 es diuen independents quan
P(ANB) =P(A)P(B).

Aquesta és la definici6 des del punt de vista teoric. A la practica la independéncia
ve donada per les condicions fisiques en queé es realitza ’experiment, i la férmula

anterior sovint s’utilitza per a definir les probabilitats.
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Una familia finita d’esdeveniments A1, ..., A, es diu independent quan,
per a tot subconjunt no-buit I C {1,...,n},
P(()4) =] P4).
i€l icl
Aquesta nocié es pot definir també recursivament: els n esdeveniments sén inde-
pendents quan P(A1N...NA,) = P(A1)...P(A,) i tot subconjunt de k d’aquests

esdeveniments, amb 2 < k < n, és independent.

El nombre de condicions a verificar és el nombre de parts I C {1,...,n} dek > 2
elements, o sigui 2" — (n + 1).
En particular, tres esdeveniments A, B, C' sén independents sii
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C),
P(ANnB)=P(A)P(B), P(BNC)=P(B)P(C), P(CNA)=P(C)P(A).

La independencia dos a dos no assegura la independéncia de tot el conjunt.

Producte d’espais de probabilitat

Considerem dos experiments aleatoris & i &5 descrits per respectius espais
de probabilitat (2, %, P;).

Si realitzem els dos experiments de manera independent (és a dir, cap dels
dos no afecta l’altre), aquesta realitzacié es pot considerar com un nou
experiment &, els resultats del qual sén parells (w1, ws) € Q1 X Qa.
Podem assignar una probabilitat P a certs esdeveniments de & de mane-
ra que P(A;xQ9) = P1(41), P(Q1xA2) = Py(As). Si considerem que
obtenir w; € A; és un esdeveniment independent d’obtenir wy € As, con-
cloem que la probabilitat que (wi,ws) € A;xAs ha de ser P(A41xA3) =
P1(A1) P2(A2). Aquesta férmula porta a definir el concepte de mesura de
probabilitat producte.

Siguin (21,.%1), (Q2, %) dos espais mesurables. Aleshores es defineix
I'espai mesurable producte com el parell (2 x Qq, F1; ® F3), essent
o )y X Q9, espai mostral producte;
o F1 ® Py, o-algebra en Q; x Qs generada pels productes cartesians
Ay X Ay, amb Ay € 71, Ay € P,

Suposem a més que P1:.%; — R, Py: %3 — R s6n mesures de probabilitat.
Aleshores es pot provar que existeix una unica mesura de probabilitat
Plegzyl ®92 — R
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definida pel fet que, si A1 € F#1 i Ay € Fy,
(P1 XPQ)(Al XAQ) = Pl(Al) PQ(AQ) .
S’anomena mesura de probabilitat producte de P; i Ps.
La terna (1 XQq, #1®.%5, P1 XP3) s’anomena espai de probabilitat pro-
ducte.

Suposem per exemple que els espais de probabilitat anteriors sén discrets. Ales-
hores l’espai de probabilitat producte (21 %2, %1 ® F2,P) també és discret, i
la funcié de massa de probabilitat és P = P1®P2: Q1 xQ2 — R, definida per
P((IJ1,W2) = P1(Ld1) Pz(wz).

De manera analoga es pot considerar la realitzacié independent de n ex-
periments &7,...,&,, que es descriuria amb el producte dels n respectius
espais de probabilitat: P(A1x ... xA,) =P1(41) - Pn(A4y).

En particular, els n experiments poden ser iguals (proves repetides).

Probabilitat condicionada

Siguin A, B esdeveniments aleatoris, amb P(B) # 0. La probabilitat de A

condicionada a (que hagi ocorregut) B és

P(A| B) = Ps(A) = P(PA(;)B)

La interpretacié de la probabilitat condicionada P(A|B) és que 'esdeveniment A
tenia una probabilitat a priori P(A). El fet de saber que s’ha verificat 'esdeveni-

ment B canvia la probabilitat de A, que passa a tenir una probabilitat a posteriori
P(A|B).

A i B sén independents sii P(A|B) = P(A).

Aix0 ens dona una interpretacié de la independéncia: A és independent de B

quan el fet que s’hagi verificat B no canvia la probabilitat que es verifiqui A.

Sigui (2, #,P) un espai de probabilitat, i sigui B € # un esdeveniment
amb P(B) # 0. Aleshores la probabilitat condicionada Pg:.# — R també
és una mesura de probabilitat en (£2,.7).

Una altra interpretacié de la probabilitat condicionada és que ens permet reduir
I’espai mostral. Sabent que ha ocorregut B, ’espai mostral, que era 2, es redueix
a B. Un esdeveniment A C ) passa a ser un esdeveniment AN B C B. El factor

ﬁ normalitza la nova probabilitat: igual com era P(Q2) =1, P(B|B) = 1.
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P(A|B) =1—-P(A|B).

Férmula de la probabilitat total i teorema de Bayes

Formula de la probabilitat total

Sigui (2, #,P) un espai de probabilitat. Sigui (4;);e; una familia nume-
rable (finita o infinita) d’esdeveniments que formen una particié de Q.
Per a tot esdeveniment B, es compleix la férmula de la probabilitat
total:

P(B) =) P(BNA;) =) P(B|A;)P(4).

En el darrer membre d’aquesta férmula, observem que la probabilitat condicio-
nada P(B|A;) no esta definida si P(A;) = 0. Tanmateix, aquest hipotétic valor
és irrellevant, ja que dins la relacié P(B N A;) = P(B|A;) P(A;) tant P(A;) com
P(B N A;) sén zero.

Si A, B sén esdeveniments, P(AN B) = P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A).

Teorema de Bayes
Sigui (§2,.%,P) un espai de probabilitat, i B € . un esdeveniment amb

P(B) #£ 0.
Si A és un esdeveniment tal que coneixem P(B|A), aleshores
P(B|A)P(4)
P(A|B) =
(1) = 5k
Suposem que Aj, ..., A, és una particié de € formada per conjunts de .%.
Aleshores
> P(B|Ag) P(Ar)

Ambdues igualtats es coneixen com a formula de Bayes.

Un cas particular és el de la particié formada per un esdeveniment A i el seu
complementari A:

P(AIB) = P(B]A) P(A)

P(B|A)P(A) + P(B|A)P(4)
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Variables aleatories

La o-algebra de Borel

Quan 'espai mostral no és numerable, no podem estudiar la probabilitat a partir
d’esdeveniments elementals. FEn aquest cas cal definir o-algebres apropiades.
Els casos més importants sén els de 2 = R, Q@ = R", o més generalment un

subconjunt de R™.

La o-algebra de Borel de R és la o-algebra % generada pels intervals
oberts de R.
Els elements de % s’anomenen conjunts borelians.

La o-algebra de Borel % conté tots els intervals (oberts, semioberts, tan-
cats; fitats o no fitats), aixi com tots els conjunts oberts, i els tancats, els
conjunts numerables, etc.

P també és la o-algebra generada pels intervals |—oo,a], amb a € R.

Variables aleatories

Sigui (€,.%) un espai probabilitzable. Una variable aleatoria en (), %)
és una «aplicacié mesurable» de (2, .#) en (R, %), on £ és la o-algebra
de Borel de R.
Es a dir, una aplicacio

X:Q—=>R
tal que, per a tot borelid B C R, la seva antiimatge X ~!(B) C € és un
esdeveniment de .Z.
Recordem que X '(B) = {w € Q| X(w) € B}.

Com que la o-algebra de Borel estd generada per les semirectes |—o0, a]

(a € R), per a comprovar que X és mesurable basta comprovar que
YVacR X '(-o0,d]) € F.

Variable aleatoria constant

Donat qualsevol ¢ € R, la funcié constant X = ¢ és una variable aleatoria.

Variable indicadora

Sigui £ C 2 qualsevol esdeveniment. La funcié indicadora de F, que a
vegades es representa per 1g:



(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

2.3

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 14

1g:Q—>R, 1lgw)=1lsiwekE, lgw)=0siw¢E,

és una variable aleatoria.
Si (9, .F) és discret aleshores tota funcié X:Q — R és una variable aleatoria.

Suposem ara que (€,.%,P) és un espai de probabilitat. Si X:Q — R és

una variable aleatoria, per a cada borelia B C R podem calcular
Px(B)=P(X € B) := P(Xfl(B)) = P({w €| X(w)e B}) .

La notacié P(X € B) és informal pero la usarem sovint; la llegirem dient que és

la probabilitat que, en realitzar I’experiment, el valor obtingut pertanyi a B.

Un cas particular important és aquell on B és un interval. Per exemple, escriurem

Pla < X <b) =P(X € [a,b)]).

Px: 2% — R és una mesura de probabilitat en (R, %).
Es diu que Px és la llet de probabilitat, o distribucio de probabilitat,

de la variable aleatoria X.

La llei Px conté una informacié parcial de P i X: ens informa de la proba-
bilitat dels esdeveniments vinculats als valors de X.

Funcio de distribucié d’una variable aleatoria

En aquesta seccié (£, #,P) és un espai de probabilitat i X: Q2 — R una
variable aleatoria.

Com que &£ esta generada pels intervals |—oo, x] (z € R), la llei Px de X
esta determinada per les probabilitats
Px(J—00,2]) =P(X <2)=P({w e Q| X(w) < z}).

La funcio de distribucié de X és la funcid
Fx:R—R, Fx(z)=PX <x).

Sia<b, Pla< X <b)=Fx(b) —Fx(a).

La funci6 de distribucié satisfa

e 0 < Fx(x) g 1.
e Fx és creixent.

Limits de la funcio de distribucio

(i) Igr_noo Fx(z) =0, xkar_loo Fx(z)=1.
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(ii) Fx és continua per la dreta: Fx(a) = Fx(a™).

(iii) Fx(a) — Fx(a™) = P(X=a).

(On hem escrit el limit per la dreta F(a*) = lim F(z), i analogament
F(a™).) v>a

Per tant, F x és continua sii tots els «esdeveniments elementalsy X=a tenen
probabilitat nulla.

Reciprocament, es pot provar que una funcié F: R — R és la funcié de distribucié
d’una variable aleatoria sii és creixent, satisfa els limits limg—,— oo Fi(z) = 0,

limz— 400 F(z) = 1, i és continua per la dreta.

La funci6 de distribucié permet expressar facilment les probabilitats dels esdeve-
niments X € I, amb I C R interval. Per exemple,

Pla<X<b) =Fx(b") —Fx(a), P(a<X<b)=Fx(b)—Fx(a™),
P(X<a)=Fx(a) P(X>b)=1—Fx(b), P(X3b)=1—Fx(b).

Variables aleatories discretes

Una variable aleatoria X: 2 — R es diu discreta si el seu conjunt de valors
Qx = X () C R és numerable.

Aix0 es compleix, per exemple, sempre que {2 sigui numerable.

Les variables constants i les variables indicadores sén discretes.

En tal cas, la llei de X defineix una probabilitat discreta en el conjunt Qx,
que queda determinada per la funcié de massa de probabilitat
leQ)(—>R, Px(l‘)EP(X:$),
perals x € Qx. Si J C R,
PXed)= > PX=y),
yeJNQx
i la funcié de distribucié és

Fx(@)= Y P(X=y).

yEQ X
y<z

Suposem que podem ordenar els elements de 2x de forma creixent:

Qx ={z;|i>1}, T1<z2<23<...
i que aquests tenen probabilitats elementals p; = P(X=x;). Aleshores Fx
és una funci6 esglaonada que es pot expressar en termes de la funcié esglad



2.5

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 16

de Heaviside? 0 = 10,400 cOm
Fx(z)= Zpi O(x-x;) .
i>1
La suposicié que hem fet no es compleix sempre, pero si en els casos importants.

Exemples importants de variables aleatories discretes

Es habitual fer servir una notacié de Destil X ~ Nom(param) per a indicar
que una varible aleatoria segueix una llei de tipus Nom amb parametres
param.

Llei de Bernouilli
X ~Bern(p), on 0 < p < 1.
Ve caracteritzada per
Qx ={0,1}, Px(1)=p, Px(0)=1-p.
La seva funci6 de distribuci6 es pot expressar
Fx(z) = (1-p)6(z) + pb(a-1).

Un experiment de Bernouilli és un experiment aleatori que pot tenir
dos resultats, que podem anomenar éxit i fracds. Si la probabilitat d’exit
és p (0 < p < 1), la probabilitat de fracas és 1-p.

A partir d’'un experiment de Bernouilli podem construir una variable ale-
atoria de Bernouilli, assignant els valors 1 o 0 segons els dos possibles
resultats (exit o fracas).

Si & és un experiment qualsevol i E C ) és un esdeveniment fizat referit
a &, podem definir un experiment de Bernouilli assignant a un w € Q2 I’exit
si w € F, el fracas en cas contrari.
La variable indicadora de E, X = 1 g, és una variable de Bernouilli. Esta
definida per

X(w)=1siweE (F esverifica),

X(w)=0siwgE (F no es verifica),
amb Px (1) =p = P(E).

Llet binomial
X ~ Binom(n,p),onn e N*i0 < p< 1.

2 Altres notacions habituals per a la funcié de Heaviside sén u, H, etc.



(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

(2.5.8)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 17

Ve caracteritzada per

Qx ={0,1,....n}, Px(k)= (Z)pk(l -y

Aquesta variable s’obté a partir de la repeticié n vegades de manera in-
dependent d’un experiment de Bernouilli de parametre p; X designa el
nombre d’éxits obtinguts.

Llei geométrica

X ~ Geom(p), on 0 < p < 1.

Ve caracteritzada per
Qx =N-{0}, Px(k)=(1-p)"'p.

El valor de la funcié de distribucid en els enters n > 1 és
Fx(n)=1-(1-p)".

X és el nombre de vegades que s’ha de repetir un experiment de Bernouilli

de parametre p fins assolir 1'exit.

Llei de Poisson

X ~ Poiss(a), on a > 0.

Ve caracteritzada per

o

o

La llei de Poisson de parametre a es pot obtenir com a limit de la llei
binomial de parametres (n,p = a/n) quan n — oo.

Q){ZlV—7 PX(k):e_(’

L’aproximaci6 Pginom (k;n, D) & Ppoiss(k; a=np) és bona si n > 20 i p < 0.05.

La llei de Poisson modela el nombre de vegades que ocorre un cert esde-
veniment en un interval fixat de temps, essent aquestes ocurréncies inde-
pendents; llavors el nombre mitja d’aquestes ocurrencies és el parametre .
Si el nombre d’ocurréncies en un interval [0, 7] és Poiss(a), el nombre d’o-
curréncies en un interval [0, ¢T] és Poiss(ca), per a ¢ > 0.

Llei binomial negativa
X ~ BinomNeg(r,p) on0<p<1liréeN".
Ve caracteritzada per

Qx ={r,r+1,...}, Px(k)= (];_Dpr(l—p)k".

X és el nombre de vegades que cal repetir de manera independent un experiment

de Bernouilli de parametre p fins a assolir  exits.
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Evidentment, quan r = 1 és una llei geometrica.
Llei hipergeométrica
X ~ Hipergeom(N, K,n), on N,K,n € N,amb0< K < N,0<n<N.

Ve caracteritzada per K N-K
k n-k

Suposem que tenim una urna amb N boles, de les quals K posseeixen una certa

Qx = {k | max(0,n+K-N) < k <min(n,K)}, Px(k)=

propietat, i n’extraiem n boles (sense reposicié). La variable aleatoria X designa
quantes de les boles extretes posseeixen la propietat esmentada.
Si reposéssim cada bola extreta aleshores les extraccions serien independents, i

X seria una variable Binomial(n, K/N).

Variables aleatories continues

Una variable aleatoria X es diu continua quan la seva funcié de distribucié
F es pot expresssar com

Fx(@) = [ fx(©)d,
on fx:R — [0, +00[ és una funcié positiva integrable anomenada funcid
de densitat (de probabilitat) de X.

En aquest cas, la funcié de distribucié Fx és continua.

De fet, per ser més precisos, Fx és «absolutament continua.

Hi ha variables aleatories amb funci6é de distribucié continua que tanmateix no
admeten funcié densitat; sén les variables aleatories singulars, que no considera-

rem.3

A efectes de la integral, podem canviar el valor de fx en un conjunt de
mesura nulla. Tanmateix, si Fx és de classe C! a trossos, prendrem fy =
' en els punts on Fy és diferenciable.

Si X té densitat fx, aleshores:
o Jgfx(z)de=1;
e P(X=a)=0;
« Pla< X <b) = [ fx(z)da

3 Hi ha textos que anomenen continues les variables X amb F x continua, i absolutament
continues les que tenen una funcié de densitat, fx. No necessitarem fer aquesta distincié.
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Reciprocament, es pot provar que qualsevol funcié positiva f:R — [0,400[ i
integrable amb [ f(z)dz =1 és la funcié densitat d’una variable aleatoria.

Si f és continua en xz, i Ax és petit, P(x < X < z+ Az) = f(z)Azx, de manera
que f(z)Az és un «element de probabilitaty.

Una variable aleatoria discreta amb Qx = {mi}@h r1 < x2 < ..., iprobabilitats
elementals p; = P(X=z;), admet una funcié densitat en el sentit de distribucions,
que es pot escriure en termes de la delta de Dirac com

fx(x) = Zpi d(x—w;) .

Exemples importants de variables aleatories continues

Distribucié uniforme
X ~ Unif(a,b) ona <b.

El seu recorregut és Qx = [a, b]. Funcié densitat:

1
=—— 1,4 -
f=3=g Y
Funcié de distribucio:
F(z)=0siz<a, F(w):gg_a sia<z<b, F(z)=1sixz=b.
—a
long(J

Si J C [a,b] és un interval, P(X € J) = 5
—a

Distribucié exponencial

X ~ Exp(A) on A >0.

El seu recorregut és Qx = [0, +00[. Funcié densitat:
flz)=Xe 0(x).

Funcié de distribucio:
F(x)=0siz<0, F(z)=1-e*siz>0.

La llei exponencial es pot considerar com un limit continu de la llei geomeétrica.
En efecte, considerem un interval de temps A > 0. Suposem que en cada interval
de temps } (k-1)A, kA] (k > 1) es pot produir un esdeveniment amb probabilitat
p = AA. El moment X > 0 de la primera ocurréncia de ’esdeveniment és descrit
per una llei geométrica: P(X > kA) = (1 — AA)*, 0 bé P(X > t) = (1 — AA)Y/A,
Quan A — 0 el segon membre tendeix a e **, que correspon a la llei exponencial.
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Manca de memoria
Sigui X una variable aleatoria continua i positiva. Diem que X és sense
memoria quan

Vt,s 20 P(X>t+s| X >t)=P(X >s).
Interpretacié d’aquesta propietat: si X descriu el temps que dura un procés, si a
temps ¢ encara no ha acabat, la probabilitat que duri un temps addicional s no
depén de t.
Una variable exponencial descriu per exemple la durada d’un sistema sense des-

gast.

Sigui X una variable aleatoria continua i positiva. X és sense memoria sii
és una variable exponencial.
Es pot fer un raonament similar si X és discreta i Qx = N. Aleshores X és una

variable geometrica.

Distribucié gaussiana o normal
X ~N(m,o0) onmeR, o>0.

El seu recorregut és 0x = R. Funci6 densitat:

fa) = ——exp (—“”;ﬁ) |

Funcié de distribucio:

- ()

on erf designa la funci6 d’error (vegeu apéndix).

Una funcié gaussiana és 'exponencial d’un polinomi de grau 2 amb coeficient
principal negatiu. Aixi doncs, la densitat d’una variable gaussiana ve descri-
ta, amb la normalitzacié adequada, per una funci6 gaussiana. La seva grafica

s’anomena campana de Gauss.
Una variable normal estindard és una variable normal amb parametres
m=01ioc=1.

En aquest cas les formules anteriors s’escriuen

1 —22/2 _1
f(x):\/%e 2, F(m)—§(1+erf(a:/\/§)).

Distribucié de Cauchy
X ~ Cauchy(a) on a > 0.

El seu recorregut és Qx = R. Funcid densitat:
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a/m
f@) = aa
Funcié de distribucié:
F(z) = - + — arctan z
2 7 a’

Variables aleatories mixtes

Hi ha variables aleatories que tenen un comportament alhora continu i
discret. De fet, pel teorema de descomposicio de Lebesgue, tota llei de
probabilitat en R es pot escriure com la suma d’una part discreta, una
part continua i una part singular.

El cas més habitual on ens trobarem una llei mixta és aquell on la funcié
de distribucié de X és continua a trossos i de classe C! a trossos, perd no
és ni constant a trossos (cas en qué X seria discreta) ni continua (cas en
que X seria continua).
Aix0 sovint passa quan el valor de X s’obté d’un procés en dues etapes: a
partir d’una variable continua amb probabilitat o (on 0 < @ < 1), o d’'una
de discreta amb probabilitat 1-«. Llavors la funcié de distribucié pren la
forma

F=aF + (1-a) Fy,
amb F., F,; les funcions de distribucié de les variables continua i discreta,
respectivament.
Podem descriure aquesta situacié amb una funcié densitat f = af. +
(1-a)f4, on f. és la densitat de la variable continua i f; és la densitat
de la variable discreta expressada en termes de deltes de Dirac.

El teorema de Moivre—Laplace

El teorema de Moivre-Laplace és un cas particular del teorema del limit
central aplicat al cas d’una variable de Bernouilli.

Teorema de Moivre—Laplace
Sigui X ~ Binom(n,p), i X ~ N(m=np,o=/npq) (essent ¢ = 1—p).
Aleshores

P(X=F) ~ fx (k)

quan n — oo, i k =~ np.
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Aixo significa que quan n és prou gran (diguem np(1-p) > 10) la binomial
es pot aproximar per una gaussiana. Com que X és discreta i X és continua,

farem les aproximacions segiients, per a k natural:

. 1 1
X=k X k——=k+ =
— 6[ 5 +2},

1 5 1
P(klgkng)zP(kl2<X<k2+2>7

P(ng)zP(X<k+;):FX<k+;).

Funcions de distribucio i densitat condicionades

Considerem un espai de probabilitat. Si £ és un esdeveniment amb P(E) #
0, haviem definit el concepte de probabilitat condicionada a FE.

Si X és una variable aleatoria podem considerar les probabilitats condici-
onades a F, i doncs la funcio de distribucié condicionada
FX(xE)::P(X<x|E):P(XP<(g)1E)
Si X és continua amb funcié de densitat fxy = F'y aleshores Fx (- | E) té
com a densitat la funcio de densitat condicionada
fx(z| E)=Fx(z | E),
si la derivada existeix. Llavors, si A C R és un borelia,
P(XEA|E) = jA dafx(z | E).
Analogament, si X és discreta la funcié de probabilitat condicionada
és
P(X=x1iFE)

Suposem que els esdeveniments E; formen una particié de 2. Podem aplicar
la férmula de la probabilitat total a la llei Px i als esdeveniments X < x.
Llavors

Fx(z) = Z Fx(z | Ei),
fX(x):ZfX(MEi).

Versié continua de la férmula de la probabilitat total:
Si F és un esdeveniment,
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+oo
P(E) = [ " P(E| X=2)fx()dz,
on s’ha definit P(F | X=z) = lim P(F |z < X < 2+Ax).
Az—0
Versié continua de la férmula de Bayes:

_ P(E| X=2)fx(2)
fx(z | E) = JIZP(E | X=a/)fx(a/) da’

Considerem ara un esdeveniment F de la forma X € B, amb B C R un
borelia tal que P(X€B) #£ 0.
Si X és continua amb densitat fx, aleshores la densitat condicionada és

fx(z| XeB) = { fx(z)/Px(B) size€ B,

0 altrament.
Si X és discreta la llei de X condicionada a X € B també és discreta, i la

funci6é de probabilitat condicionada ve donada per
Px(z| XeB) = { EX(“")/PX(B) si z € B,

altrament.

Funcions d’una variable aleatoria

Sigui (2, %, P) un espai de probabilitat, i X: 2 — R una variable aleatoria.
Sigui g: R — R una funcié mesurable Borel, és a dir, tal que, per a tot
borelia. B C R, g~1(B) C R també és un borelia. Aleshores g(X) =
go X:Q — R també és una variable aleatoria.

L’intereés de considerar g(X) pot ser variat. Bs possible que un experiment ens
doni X perd per algun motiu només puguem mesurar g(X). O que per algun

motiu ens interessi fer un canvi de variable Y = ¢g(X).

Cas d’una variable aleatoria discreta
Si X és discreta Qx = X () és numerable. Aleshores Y = ¢g(X) també és
discreta, i pren valors Qy =Y (Q) = g(Qx).
La funcié de massa de probabilitat corresponent a Y és
Py(y) = Z Px (a:) .
z€g~1(y)
Cas general

Si X és continua llavors Y = g(X) pot ser discreta (per exemple si g pren
un nombre finit de valors), continua (per exemple si 2x és un interval no
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degenerat i g és una bijecci6 continua amb un altre interval), pot ser mixta,
etc.
En qualsevol cas, la funcié de distribucié de Y ve donada per
Fy(y) = P(9(X) <y) =Px(Gy),
on
Gy =g '(—o0,y]) = {z | g(z) <y}).
En alguns casos es pot expressar la probabilitat de G, de manera explicita.
Per exemple:
o Si g és estrictament creixent i y = g(z) llavors G, = |—o0, ], i
Fy(y) =Fx(z).
o Si g és estrictament decreixent i y = g(z) llavors G, = [z, +0o0], i
Fy(y) =1-Fx(z7).

Quan g no és estrictament monotona la discussié és més complicada.

Transformacio de la funcio densitat
Si X és continua amb densitat fx i g compleix certes condicions, aleshores
Y = ¢g(X) és continua i es pot calcular la densitat fy a partir de fx.
El cas més senzill és aquell on g: Qx — Qy és un difeomorfisme de classe
C! (creixent o decreixent) entre dos intervals. Llavors
-1 -1 -1 1

fY—(fXOg )|Dg ‘_(fxog )|Dgog,1‘
Una expressié una mica més complicada es té quan g no és globalment
injectiva pero, llevat d’un nombre finit de punts, Q2 x és la unié d’un nombre

finit d’intervals on g és un difeomorfisme amb la imatge. Llavors
1

fy(y) = Z fx () @

on la suma s’estén a totes les antiimatges = d’una certa y (i per tant fy (y)

g(z)=y

val zero en les y que no pertanyin a la imatge de g).

Esperanca

Si (©,P) és un espai de probabilitat discret i X:Q2 — R una variable
aleatoria, es defineix 1’esperanca de X com el valor mitja dels valors que
pren, ponderats per les respectives probabilitats:
EIX] =) Pw) X(w).
weN
Una reinterpretacié d’aquesta suma porta a la definicié general d’esperanca.
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FEsperanca
L’esperanga (o wvalor esperat, valor mitja, mitjana) de X és el nombre
E[X] = E[X] = mx definit de la manera segiient:

e Si X és discreta,

ElX]= ) Px(z)z.
TEQx
e Si X és continua,

E[X] = jj:dx fx(z)x.

En tots dos casos se suposa que la convergencia és absoluta.

Propietats de I’esperanca:

i. Esperanca d’una variable constant: E[1] = 1.

ii. Esperanca de la variable indicadora d’un esdeveniment A C €
E[la] = P(A).
iii. Linealitat: E[aX + Y] = a« E[X] + BE[Y].

Una variable aleatoria X: ) — R es diu positiva quan pren valors positius,
o sigui X () C [0, 4o00[. Ho escriurem, com és habitual, X > 0.

Si X >0, llavors E[X] > 0.

Si Y és una variable aleatoria continua i positiva, E[Y] = fOJroo dyP(Y > y).

Teorema de l’esperanca

Sigui X continua amb densitat fy, i sigui g una funcié mesurable. Aleshores

—+o0
E(9(X)) = | _dafx(2) (@),
suposant que la integral sigui absolutament convergent.
Si X és discreta,
E(9(X)) = > Px(2)g(x),
FIS95
suposant que la suma sigui absolutament convergent.

Esperanca condicionada

Donada una variable aleatoria X i un esdeveniment A, tenfem la funcié
de distribucié condicionada Fx (-|A), i les funcions de massa i de densitat
condicionades si X és discreta o continua. A partir d’elles podem definir
I’esperanca condicionada:

e Si X és discreta,
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E[X[A] = > Px(z|d)z
1195
e Si X és continua,

+oo
E[X|4] = j dzfx(z|A)x
—0o0
L’esperanca es pot calcular amb una férmula de la probabilitat total. Si
A; sén esdeveniments que formen una particié de I’espai mostral,

X] = D EIX|A]P(4).

Variancia i moments

Variancia
Sigui X:Q — R una variable aleatoria. La variancia de X és el nombre
V[X] = Var[X] = 0% definit per

VIX] =E[(X —mx)?],

on myx = E[X], suposant que ambdues esperances existeixin.

Propietats de la variancia:
i V[X] 0 (positivitat)
V[X] = E[X?] - E[X]*.
V[aX] =a?V[X]sia€eR.
iv. V[X+c] =V[X]siceR.

Desviacio estandard
La desviacié estandard (o desviacid tipica) de X és
ox = V[X]'2.

Evidentment, o,x = |a| ox.

Sigui X una variable aleatoria amb mitjana m i desviacié estandard o > 0.

La wvariable aleatoria normalitzada de X és
- X—-m

ag

La variable normalitzada satisfa E[X] = 0, V[X] = 1.

Suposem que la variable X té dimensions fisiques, per exemple de longitud, L.
La funcié de distribuci6 és adimensional, perd la funcié densitat té dimensié L1,
I’esperanca té dimensié L, la varidncia té dimensié L2, i la desviacié estandard

dimensié L. La variable normalitzada és adimensional.
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Moments d’una variable aleatoria
Sin € N, el moment n-ésim d’una variable aleatoria X es defineix per
my, = E[X"].
Si X és discreta, m, =Y Px(x)a™.
n

Si és continua, m,, = [*°° dafx(z) "
mo = 1, E[X] = mq, V[X] = mg — m3.

El moment central n-ésim es defineix per
pun =E [(X - mX)n] .
po =1, 1 =0, po = V[X]

Parametres de les distribucions més usuals

En aquestes taules donem la mitjana m i la variancia 2 de diversos tipus
de variables aleatories.

variable m o’

Bern(p) D p(1-p)
Binom(n, p) np np(1-p)
Geom(p) 1/p (1-p)/p?
Poiss(a) o @
Hipergeom(N, K,n) | nK/N %
variable m o’

Unif(a,b) | (a+b)/2 | (b—a)?/12
Exp(\) | 1/A 13

N(m, o) m o?

Cauchy(a) | no existeix | no existeix

Desigualtats de Markov i Txebixev

Un esdeveniment A C 2 d'un espai de probabilitat es diu gairebé segur
quan P(A4) = 1.
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Equival a afirmar que P(A) = 0.

Obviament I’esdeveniment segur 2 és gairebé segur.

Aquest adjectiu Paplicarem en particular a una propietat qualsevol d’una
variable aleatoria, quan es compleix llevat d’un conjunt de probabilitat
nulla.

Per exemple, una variable aleatoria X és constant gairebé segurament
quan existeix un nombre ¢ tal que P(X=c) = 1. Aix0 es pot formular de
manera equivalent dient que

o Fx(z)=0peracadax<c iFx(z)=1peracadaz>ec

De manera semblant, X és positiva gairebé segurament quan és positiva
(= 0) per a tot w llevat d’un conjunt de probabilitat nulla. Aix0 es pot
expressar amb qualsevol d’aquestes condicions, que sén equivalents:

e P(X20)=1;

« P(X<0)=0;

e Fx(z) =0 per a cada x < 0.
En el cas que X sigui discreta aixo significa que Px (x) = 0 per a tot z < 0.
En el cas continu, que X admet una funcié de densitat tal que fx(z) =0
per a cada x < 0.
Si X és positiva llavors és positiva gairebé segurament, pero el reciproc pot no
complir-se, ja que X podria prendre valors < 0 en un conjunt de probabilitat

Zero.

Desigualtat de Markov

Sigui X una variable aleatoria positiva. Per a qualsevol nombre a > 0,
E[X
P (X > a) < EXT
a
Suposem que E[X] > 0. Aleshores la desigualtat de Markov es pot expressar
com P (X>CE[X]) <l

Desigualtat de Txrebirev

Sigui X una variable aleatoria amb esperanca m i variancia o? finites. Per

a qualsevol nombre a > 0,

2
P<|X—m|>a)<a—2.
a

Suposem que o # 0. Llavors, canviant a per k/o podem escriure també



(2.15.8)

(2.15.9)

(2.15.10)

2.16

(2.16.1)

(2.16.2)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 29

P <|X —m| >ko—) <1/k2.
Aixo expressa que la probabilitat que X s’allunyi k& desviacions estandard
de la seva mitjana és baixa (menor que 1/k?) quan k és gran.

La desigualtat de Txebixev és un instrument basicament teoric, ja que, essent

valida per a qualsevol variable aleatoria, la fita que dona no és gaire bona.

Tanmateix, hi ha variables aleatories on la desigualtat es compleix com una igual-
tat (la fita és ajustada).

Una variable aleatoria constant X = c té esperanca c i variancia 0.
Reciprocament, si una variable aleatoria X té variancia 0, llavors X és constant

gairebé segurament.

Llei dels grans nombres

Les lleis dels grans nombres descriuen el resultat de realitzar el mateix
experiment un gran nombre de vegades: la mitjana dels resultats (numerics)
obtinguts s’acosta a ’esperanca a mesura que es fan més proves.

Llei feble dels grans nombres per a un experiment de Bernouilli
Repetim n vegades un experiment de Bernouilli, i sigui X el nombre total
d’éxits. Per a tot ¢ > 0.

X
lim P<’—p‘<e> =1.
n—00 n
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Variables aleatories multidimensionals

Variables aleatories multidimensionals

La o-algebra de Borel de R" és la o-algebra %,, generada pels rectangles
oberts IT1 xIox ... xI, C R™.

També esta generada pels conjunts |—oo,aq] X ... x |—00,a,] C R™.

Sigui (€2,.%#, P) un espai de probabilitat. Una wvariable aleatoria n-
dimensional, o vector aleatori, és una aplicacio
X:Q—R"

«mesurabley», és a dir, tal que, per a tot borelia B C R", el conjunt
X H(B) ={w € Q| X(w) € B} és un esdeveniment de .%.

X = (Xi1,...,Xy,) és una variable aleatoria n-dimensional sii X, ..., X,
sén variables aleatories unidimensionals.

Considerem una variable aleatoria n-dimensional X: ) — R™. Si B C R"
és un borelia, podem definir

Px(B) = P(X € B) := P(X"{(B)) = P ({w €| X(w) e B}) .
Px: %, — R és una mesura de probabilitat en (R"™, %5,).
Per simplicitat, a partir d’ara farem la major part de ’exposicié amb n = 2.

Sigui (X,Y): Q — R? una variable aleatoria bidimensional. Si By, B C R
sén borelians, B; x By C R? és borelia, i
(X, Y)Y (B1xBy) = {w | X(w)€B 1Y (w)E€By} = X 1 (B1)NY (By).

La funcié de distribucié conjunta de (X,Y) és la funci6é que represen-
tarem per Fxy:R? — R i estd definida per
Fxy(z,y) :=Pxy(J—o0,z] x |—00,y]) =P(X < z,Y <vy).

Propietats de la funci6é de distribucié conjunta:
i. 0 < ny(li,y) < 1.
ii. Fxy(z,y) és creixent tant respecte a x com a y.
iii. lim Fxy(z,b) =0, lim Fxy(a,y)=0.
T——00 Y——00

iv. lim F z,y) = 1.
B oy XY (@)

v. Fxy(+,b) i Fxy(a,-) sén continues per la dreta.



(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

3.2

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 32

Plx1 <X <z, 1n <Y <yp) =
= Fxy(x2,y2) — Fxv(z2,91) — Fxy(z1,y2) + Fxy(z1,y1) .

Les funcions de distribucié marginals de (X,Y) sén les funcions de
distribucié de X i de Y.

Les funcions de distribucié marginals es poden recuperar a partir de la
funcié de distribucié conjunta:

Fx(z) = yggloo Fxy(z,y), Fy(y) = Jm Fxy(z,y).

Cas continu: funcié de densitat

La variable aleatoria bidimensional (X,Y) es diu continua, o les variables
X,Y es diuen conjuntament continues, quan la funcié de distribucié
conjunta es pot expressar com

&y
Fxy(z,y) = j_oo f_oo da'dy’ fxv (2',y") s

on fxy:R? — R és una funcié integrable positiva, anomenada funcié de
densitat conjunta.

La funcié densitat satisfa:

i. j dedy fxy (z,y) = 1.
R2
ii. Per a tot borelia B C R2?,

P ((X.Y) e B) =[] dedy fxy (z,y).

Si Fxy és de classe C2, aleshores

0%F
fxr(@.y) = Zo5 - @y).

Les funcions de densitat marginals de (X,Y") sén les funcions de den-
sitat fyx, fy de les variables unidimensionals X i Y.

Les funcions de densitat marginals es poden recuperar a partir de la funcié
de densitat conjunta:

fx(z) = fR dyfxy(z,y), fyr(y)= fR dzfxy (z,y) .

Distribucio uniforme

Sigui B C R? un borelid amb mesura (area) finita i no nulla. La distribu-
cio uniforme sobre B és aquella que té funci6é densitat constant sobre B



(3.2.7)

3.3

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)

X. Gracia — Probabilitat i Estadistica. Definicions i resultats — 12 juny 2024 33

i nulla fora de B. Per tant,

Fo 1

— 1p.
area(B) B

Distribucio normal bidimensional
La distribucié normal bidimensional té funcié densitat
flz,y) =
1 1 (z-m1)? (z-m1)(y-ma2) (y—m2)2)>
——exp [— —2p +
201024/ 1-p2 ( 2(1-p?) < i 2

o 0102 03
essent els parametres mi,ms € R, 01,09 €]0,+00[, =1 < p < 1.

Cas discret: funcié de massa de probabilitat

Suposem que X, Y:Q — R sén variables aleatories discretes; tenen conjunts
de valors Qx, Qy numerables. Aleshores el vector aleatori (X,Y): Q — R?
pren els seus valors en el conjunt numerable Qx x Qy C R?
La funcié de massa de probabilitat conjunta de (X,Y) és la funcié
Pxy: QX X Qy — R

Pxy(z,y) = P(X=2,Y=y) =P(X '(2) N Y '(y)).

Amb ella es pot calcular la probabilitat de qualsevol esdeveniment. Si
B C Qx x Qy,
Pxy(B) = Z Pxy(z,y).

(z,y)EB

Les funcions de massa de probabilitat marginals son les correspo-
nents a X i Y separadament, Px i Py.
Es poden obtenir a partir de la funcié de probabilitat conjunta:

Px(z)= Y Pxv(z,y), Py(y)= > Pxy(z,y).

yeQy TEQx

Distribucio trinomial

Considerem tres esdeveniments F1, E5, 3 que formen una particié de l'es-
pai mostral, amb probabilitats pi, p2, p3s. Es repeteix I’experiment n vega-
des, i es denota per X; el nombre d’éxits de I’esdeveniment F;. La distri-
bucid trinomial és la llei de probabilitat del vector aleatori (X1, X5, X3).
La seva funcié de massa de probabilitat és

n! 7 7 T
P(X1=mn1, Xy =np, X3 =n3) = ——— p1"'p2°p3°,
niina2ing!
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per als nombres naturals n; tals que ny + ngy + n3 = n.
De manera analoga es defineixen les distribucions multinomials. Les seves
distribucions marginals sén multinomials d’ordre inferior.

Independéncia de variables aleatories

Siguin X,Y:Q — R variables aleatories. Es diu que X i Y sén indepen-

dents quan, per a tot parell de borelians A, B C R, els esdeveniments

X~Y(A), Y~1(B) s6n independents:
P(XeAiYeB)=P(Xe€APY €B).

Si X, Y son variables aleatories independents, i g, h sén funcions mesurables
Borel, aleshores g(X), h(Y') també sén variables independents.

X 1Y sén independents sii la funcié de distribucié conjunta satisfa
Fxy(z,y) =Fx(z)Fy(y).

Suposem que X i Y sén conjuntament continues, amb densitat conjunta
fxy. Aleshores X i Y sén independents sii

fxv(z,y) = fx(z) fy (y)
gairebé pertot.

Ara suposem que X, Y son discretes. Aleshores sén independents sii la
funcié de massa de probabilitat satisfa
P(X=z,Y=y) = P(X=x)P(Y=y).

Podem expressar la nocié d’independeéncia en termes del producte d’espais de
probabilitat. X i Y sén independents sii

(R*, %2,Pxy) = (R, %1,Px) x (R, %1,Py),
on el segon membre denota el producte d’espais de probabilitat, de manera que
Pxy =Px ®@Py.
En general no és aixi: si X i Y no sén independents, les mesures de probabilitat

Px, Py (o les funcions de distribucié F x, Fy) no sén suficients per coneixer Pxy .

Condicionament

Siguin X,Y:Q — R variables aleatories. Podem definir la funcié de dis-
tribucié de X condicionada a Y = y com la probabilitat condicionada

Fxy(zly) = Fx(z[Y=y) :== P(X<z|Y=y),
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que esta definida en un parell de casos:
o quan Y és una variable discreta i P(Y'=y) # 0;
e quan Y és una variable continua amb densitat > 0 al voltant de y,
llavors P(X<z|Y=y) :=limay—o P(X<z |y <Y < y+Ay).

En el cas que la variable bidimensional (X,Y") sigui continua amb funcié
densitat conjunta fxy, la funcié de distribucié condicionada es pot calcular
com
ffoo da’ fxy (2, y)

fy (y) 7
de manera que la distribucié conficionada admet una funcié de densitat
condicionada

Fx(a|Y=y) =

fxy (zly) = fx (x| Y=y) := W

definida per a les y al voltant de les quals fy > 0.
fx (-]Y=y) és una densitat de probabilitat.

X 1Y s6n independents sii
fx(z|Y=y) =fx(z).

Esperanca condicionada

Les férmules per al calcul de lesperanga condicionada E[X|E] poden
aplicar-se en particular al cas d’un esdeveniment de la forma Y = y quan la
distribucié condicionada a Y = y esta definida. Aixi obtenim 1I’esperanca
de X condicionada a Y=y, que representem per E[X |Y =y].

Aquest és un nombre que depén del valor y que hagi pres la variable ale-
atoria Y. Per tant, podem considerar que és una variable aleatoria funcid
de Y; representem-la per E[X|Y].

En el cas que X 1Y siguin conjuntament continues I’esperancga condicionada
es calcula amb la féormula

E[X |Y=y] = f: da fx (z|Y=y)z.
En el cas que siguin discretes,
EIX|Y=y] = > P(X=z|[V=y)z.
TEQX
Si E[X] 1 E[XY] estan definides,
E[X] = E [E[X\Y]} .
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En el cas que Y sigui continua aixo és E[X] = jR dy fy (y) E[X |Y=y].
En el cas discret, E[X] = Z P(Y=y) E[X |Y=y].

YyEQy

Funcions de diverses variables aleatories. Suma de
variables aleatories

Sigui (X,Y):Q — R? una variable aleatoria bidimensional. Si g:R? — R,
és una funcié mesurable Borel, podem definir la variable aleatoria
Z=g(X,Y)=go(X,Y).
Donat z € R, sigui G, = {(z,y) € R? | g(z,y) < z}. Aleshores la funcié
de distribuci6 de Z és
FZ(Z) = P(g(X’ Y)gz) = P((X’ Y) € Gz)
En el cas que (X,Y) sigui continua, amb funcié de densitat conjunta fxy
obtenim

Fz(z) = fj dzdy fxy (z,y) .
G-

En particular, prenent g(z,y) = z + y, la suma de variables aleatories
X +Y és una variable aleatoria.

Si X,Y son variables aleatories conjuntament continues, Z = X + Y és
continua amb densitat

fz(2) = jR dz fxy (z, z-z) .
Siamés X,Y sén independents, llavors
fxiy =fx*fy
(teorema de convolucid).
Si X1 ~ Pois(a1), X2 ~ Pois(a1) sén independents, llavors X; + Xo ~
Pois(a14az).

Si X1 ~ N(mi,01), X2 ~ N(mz, o2) sén independents, aleshores ¢1 X1 + c2 X2 ~

N (c1m1 + coma, /302 + c%ag).

Transformacions i canvis de variable

Sigui X = (X1, X2): Q2 — R? una variable aleatoria bidimensional. Sigui
g:U — V una aplicacié mesurable Borel entre subconjunts de R?, amb
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Q(x,,x,) CU. Amb ella podem construir una nova variable aleatoria bidi-
mensional Y = go X, o

(Y1,Y2) = (91(X1, X2), g2(X1, X)) .

Suposem que g és un difeomorfisme entre conjunts oberts de R2. Si
(X1, X3) és continua amb densitat fx, aleshores (Y1,Y2) és continua, i ad-
met com a densitat la funcié fy

fy(y) = fx (97" (y)) [det Jg ™' (y)] .

Un cas més general és aquell en qué g no és injectiva. Sota certes condicions, en
tal cas, al segon membre cal sumar les contribucions de les diverses antiimatges
de y per g:

_ fx (z)
MO = D Todg@

g(z)=y

Esperanca d’una funcié de variables aleatories

Sigui (X,Y):Q — R? una variable aleatoria bidimensional continua, amb
densitat conjunta fxy, i considerem una funcié Z = g(X,Y’). Aleshores

E[g(X, V)] = [, dady fxy (2,9) g(2,)
Una expressio similar s’obté quan X i Y sén discretes.

En particular,

E[aX + 8Y] = « E[X] + BE[Y].
Suposem que X i Y sén independents.  Aleshores E [h(X)k:(Y)} =
E [h(X)} E [k(Y)}, i en particular E[XY] = E[X] E[Y].

Covariancia i correlaci6

Siguin X, Y variables aleatories amb esperances mx,my. La covariancia
de X 1Y és
CIX, Y] = E [(X - mx)(Y - my)]
suposant que existeixi.
Propietats:

i. C[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y].
ii. C[X,Y]=C[Y,X]
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ii. C[X,X] = V[X].

iv. ClaX,Y]=aC[X,Y].

V. C[X1+X2,Y] = C[Xl,Y] + C[XQ,Y}
V[X + Y] = V[X] + V[Y] + 2C[X, Y].

Suposem que ox,0y # 0. El coeficient de correlacié de X i Y és
CX,Y]
PXY ‘= .
00X 0y
lpxv| <1
Els moments conjunts de X i Y séon
myr = E [XIY*] .
En particular, mog = 1, mig = mx, mo1 = my.
Els moments centrals conjunts de X i Y son
,U/jk =E [(X — mx)j<Y — my)k] .
En particular, poo = 1, p1o = po1 = 0, pao = 0%, pto2 = 0%, p11 = C[X, Y]
Algunes d’aquestes dades es poden organitzar en forma de

m
o wvector d’esperances m = (mx ),
Y

. L _(CX, X] CX, Y] _ o% poxoy
o matriu de covariancies C = (C[Y, X] C[Y, Y] = oY OX af, .

Dues variables aleatories X,Y es diuen éncorrelades quan pxy = 0.
Equivalentment, quan C[X,Y] =0, o E[XY]| = E[X] E[Y].

X 1Y es diuen ortogonals* quan E[XY] = 0. En tal cas escriurem X 1 Y.

Tenim les relacions segilients:
i. XY incorrelades <= (X -mx) L (Y - my).
ii. X,Y incorrelades <— V[X+Y] = V[X]+ V[Y].
iii. X,Y independents = X, Y incorrelades.

Variable gaussiana bidimensional

Una variable gaussiana bidimensional (X,Y") esta definida per la funcié
densitat a R?
flz,y) =

4 Vegeu (3.13.2).
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1 1 (z-m1)? (z-m1)(y-m2) | (y-m2)®
———exp [— 5 5 —2p + 3
2wo1024/ 1-p? 2(1-p?) o3 0102 o3
que depén de cinc parametres: les mitjanes mq,me € R, les desviacions
estandard o1,09 > 0, i la correlacié —1 < p < 1.

Les seves densitats marginals sén gaussianes unidimensionals:

fi(e) = o exp (—(”CU’”)Z) ) = e exp (—(y‘g)z).

La distribucié de la variable X condicionada a Y = y és una distribucié
normal amb esperanca mi + pZL(y - mo) i variancia a?(1 — p?).

(Anadlogament Y condicionada a X = z.)
PXY = P-

Si (X,Y) és una variable gaussiana bidimensional, X i Y sén independents
sii PXY — 0.

A partir de la gaussiana bidimensional (X,Y") podem construir les variables nor-

. X v— .
mals normalitzades %, %, i amb elles la suma Z =

X—-mx _ Y-my
ox o
variancies 2(1 + p), 2(1 — p), respectivament. Z i T s6n incorrelades.

X—mx + Y -—my
oXx oYy

i la diferéncia T = . Aquestes s6n normals amb esperanca 0 i

Les podem normalitzar fent

- 1 (X*mx Y*my) - 1 (X*mx B Y*my)
2(1+p) N oX oy / 2(1-p) \ X ov /-
U,V s6n variables normals estandard independents.
Variables aleatories n-dimensionals
Recordem que una aplicacié X = (Xi,...,X,):Q — R" és una variable

aleatoria n-dimensional sii les seves components X; sén variables aleatories
unidimensionals.

En aquesta seccid escriurem les expressions generals que en seccions ante-
riors hem escrit per al cas bidimensional.

Si B C R™ és un borelia, podem definir
Px(B)=P(X € B) :=P(X '(B)).
Px: %, — R és una probabilitat en (R", %,).

La funcié de distribucié conjunta de X és la funcié que representarem
per Fx = Fx, . x,:R"™ — R, definida per
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Fx(21,...,2n) =P(X1 < 21,..., Xpn < 2p).

Les funcions de distribucié marginals sén cadascuna de les funcions
de distribucié de les X;, i s’obtenen fent — 400 la resta de variables dins
de la funcié de distribuci6 conjunta.

Més generalment, podem considerar funcions de distribucié «intermediesy,
com ara Fx, x,(x1,22) = Fx(x1,22,+00,...,+00) (els +00 corresponen a
fer el limit de les variables respectives).

La variable multidimensional X es diu continua quan la funci6é de distri-
bucié conjunta es pot expressar com

Fx(z1,...,7p) :le ~~fj:odx'1...dx;fx(xll,...,x;l),

— 0o

on fx = fx, x,:R™ — R és una funcié integrable positiva, anomenada
funcio de densitat conjunta.
Llavors, per a tot borelia B C R™,
P(XeB)= IB d"z fx (21, ..., 20) .
Si Fx és de classe C™, aleshores
0"Fx
Oxy...0z,

Les funcions de densitat marginals soén les funcions de densitat corres-

fx

ponents a les distribucions de probabilitat marginals.
Es poden recuperar a partir de la funcié de densitat conjunta integrant a
tot R les altres variables. Per exemple
fx,(x1) = de$2 .. demn fx(21,22,...,2,) .
Expressions similars s’apliquen als casos intermedis, per exemple
fx, x, (21, 22) = fRdxg .. fRdxn fx (21,22, .., Tn).

Les variables aleatories X7, ..., X,, es diuen conjuntament independents
quan, donats borelians B; C R qualssevol, els esdeveniments X; € B; sén
independents. Aixo equival a afirmar que

Fx(z1,...,2n) =Fx,(z1)...Fx, (z,).
En el cas continu aixo també equival a
fx(z1,...,zn) =fx, (1) ... fx, (zn)

gairebé pertot.

Les densitats condicionades es defineixen dividint la densitat conjunta
per les densitats marginals. Per exemple,
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fX X L1yeees L
le...Xk(Ila-~-xk‘Xk—i-l:zk-&-lau-an:xn)7 L L( L ’ n)

fXn X (Thg 1,y oo Tn)
El primer membre a vegades s’escriu f(x1,...,2g|Tg41, ..., Ty) de manera
despreocupada. Amb aquesta notacié observem que

f(z1,...,xn) =f(a1|@e, ... x20) f(22]T3, ..y 2n) oo (@i |@n) f(2s).

Les expressions per a ’esperanca d’una funcié de n variables aleatories, o
per a la densitat d’una transformacié d’una variable aleatoria multidimen-
sional, sén essencialment les mateixes que per a dues variables.

Considerant X com un vector columna, el vector d’esperances es defineix
com

mx = E[X] = (le .. .7’77‘)(")T7
i la matriu de covariancies

Kx =E[(X —mx)(X —mx)"] ;
té components k;; = E[(X; —mx,)(X; —mx;)].
Observem que k;; = C[X;, X;].

La matriu Kx és simetrica i semidefinida positiva.

Kx és definida positiva sii les variables X; — mx, sén linealment indepen-
dents gairebé segurament.

Sigui A un matriu m X n constant, Y = AX. Aleshores
mY:AmX, KY:AKxAT

Variables gaussianes n-dimensionals

La distribucié normal n-dimensional té funcié densitat en R™
1/2

f(x) = % exp (—;(x —m) A(x— m))
essent els parametres m € R™ un vector i A € M,,(R) una matriu simeétrica
definida positiva.
Una variable aleatoria n-dimensional X = (X3,..., X,,) es diu gaussiana
o normal quan té la densitat anterior. Els parametres de la densitat es
relacionen amb els parametres de X per

m=mx, A=K ;(1 .
Totes les distribucions marginals séon també normals, aixi com totes les
distribucions condicionades.
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Les variables X; sén independents sii sén variables incorrelades sii A és una
matriu diagonal.

Estimacio de variables aleatories

L’objectiu de l'estimacié és aproximar una variable aleatoria Y per una
variable aleatoria Y pertanyent a una familia predefinida. Aquesta Y s’a-
nomena estimador de Y.

El concepte d’aproximacio requereix d’algun tipus de distancia. El proble-
ma es pot plantejar en els termes segiients.
El conjunt de les variables aleatories definides en (€, .#,P) d’esperanca i
variancia finites (o sigui, amb moments de segon ordre) forma un espai de
Hilbert real (que podem denotar per simplicitat L2(Q2)), amb el producte
escalar

(X|Y) == E[XY].
(Tecnicament cal identificar dues variables X ~ X’ quan sén iguals gairebé
segurament.) Aquest producte escalar defineix la norma euclidiana || Z||s =
| Z|| = E[Z?]'/2, i 1a distancia euclidiana corresponents.
Llavors utilitzarem com a criteri d’aproximacié de Y per Y minimitzar
I’error quadrdtic mitja,

Iy -¥IP=E|(v -1 .

Estimacio per una constant
La millor estimaci6 de Y per Y = ¢ ve donada per ¥ = E[Y].

L’error quadratic mitja de l'estimaci6 és V[Y].

Estimacio no lineal
Sigui X una variable aleatoria. La millor estimacié de Y per ¥ = 9(X) ve
donada per la funcié g(z) = E[Y|X=x].

La grafica y = g(x) s’anomena corba de regressio.

En I'estimacié no lineal podem considerar els casos extrems:
e Quan X,Y sén independents g(z) = E[Y] és constant, de manera que la
informacié donada per X és irrellevant.
e Quan Y = h(X), g(z) = h(z). Obviament X determina Y completament.
Interessen els casos intermedis, on X pot aportar informaci6 rellevant, perd no

tota.
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Estimacio lineal

Sigui X una variable aleatoria. La millor estimacié de Y per Y =aX +b
(a, b constants) ve donada per
oy
a=pxy—, b=my—amx.
ox
L’error quadratic mitja és O’%(l — pg(y).

La corba de regressi6 ara és una recta de regressid, y = ax + b.

A priori pot semblar que I'estimacié lineal és menys precisa que la no lineal.
Tanmateix, l'estimacié lineal té l'avantatge que només requereix coneixer els
parametres basics de les variables, aixi com el coeficient de correlacié.

Si les variables (X,Y) sén conjuntament normals, llavors Paproximacié no lineal

coincideix amb la lineal.

Estimacio lineal per diverses variables aleatories

Siguin X, ..., X,, variables aleatories. En aquest cas busquem un estima-
dor de la forma

A~

Y:a1X1—|—...—|—aan
Les variables X, ..., X,, formen un subespai de dimensio finita (X1, ..., X,)
dins de L?(©2). Com sabem, la millor aproximacié ¥ de Y per un element
d’aquest subespai és precisament la seva projeccié ortogonal, que ve carac-
teritzada pel principi d’ortogonalitat:

Y-Y[X;)=0 (j=1.n)
Aixo dona un sistema lineal per als coeficients a;:

> EX;Xi|a;i =EYX;] (j=1.n)

i

que té una unica solucié quan la matriu és invertible, cosa que passa quan
les X; sén linealment independents.

L’error quadratic mitja corresponent a aquesta solucié és ||V - V|2 =
E[Y?] — E[Y2].

A vegades s’anomena estimacid lineal no homogénia una del tipus Yy =
a1 X1+...+a, X, +b, pero en realitat és una estimacié lineal amb X,, 1 = 1.
Convergencia de variables aleatories

En aquesta seccié X i X, (n € N) s6n variables aleatories unidimensionals
definides en un espai mostral €.
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Hi ha diverses nocions de convergencia de la successié (X,,). Les descriurem
succintament.

Convergéncia en distribucio

Xn 4 x quan, en tot punt z on Fx és continua, lirrln Fx,(z) = Fx(z).
També s’anomena convergéncia feble.

Convergéncia en probabilitat

X, -2 X quan, per a tot € > 0, lim P (|Xn—X| > 5) =0.
n
El limit també es pot expressar com lim P (\Xn—X\ < E) =1.

Convergéncia gairebé segura
X, £ X quan P ({w € limX,(w) = X(w)}) =1

També s’anomena convergéncia forta.

Convergéncia en la norma L (r > 1)
X, 5 X quan lim E [|X-Xn|r] —0.
Els casos més importants sén r = 1 (convergéncia en mitjana) i r = 2
(convergéncia en mitjana quadratica).
Les relacions més senzilles entre aquests tipus de convergencia son:
conv. gairebé segura = conv. en probabilitat => conv. en distribucié
conv. L” = conv. en probabilitat

sir>s>1, conv. L" = conv. L*

Si X1,..., X, son variables aleatories, la seva mitjana mostral

— Xi+...+ X,

X, =2t tan

n
també és una variable aleatoria. Si les X; tenen esperances i variancies
finites,
o OSEX] e, 1 2
E[Xn] = Ta V[Xn] = EZV[XL]_FEZC[XHX]]
i i<j

Si totes les variables son independents i idénticament distribuides (iid), amb
esperanca i variancia o2, llavors

o2

E[Yn] =K, V[Yn] = o
La mitjana mostral normalitzada és la variable normalitzada de la
mitjana mostral. En el cas iid és
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X
Z, —anH_ - N~ AT
o/\/n vn ; o
Llei feble dels grans nombres (teorema de Khintrin)

Sigui (X;);>1 una successié de variables aleatories independents i
idénticament distribuides, amb esperanca finita p. Aleshores la succes-

M convergeix en probabilitat cap a

si6 de mitjanes mostrals X,
Iesperanca u:

per a tot € > 0, hmP (|Xn i >£> =0.
Hi ha altres versions d aquesta llei que no requereixen que les X; tinguin mateixa

distribucié, pero llavors requereixen hipotesis addicionals.

La llei forta dels grans nombres, en la versié provada per Kolmogorov, té el
mateix enunciat que la llei feble anterior, pero estableix la convergencia gairebé
segura, que és una nocié més forta.

També aqui hi ha altres versions de la llei que, amb hipotesis addicionals, no
requereixen que les X; tinguin mateixa distribucio.

En situacions més generals, doncs, pot donar-se la convergencia en probabilitat

sense que es doni la convergencia gairebé segura.

Teorema del limit central (Laplace; Lindeberg—Lévy)
Siguin (X;);>1 variables aleatories independents idénticament distribuides,
amb esperanca f i variancia o2 # 0 finites. Sigui X,, la mitjana mostral
n-¢ésima de les X;. Aleshores
Xn—p
o/\n
Xn—p _
Aix0 significa que, per a cada z € R, hmP( /\/, < z) = ®(z), on
D(z) = ﬁ f_oo dt e~/ és la funci6 de distribucio d’una variable normal
estandard.

4, N(0,1).
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Estadistica

Més parametres de les variables aleatories

Si X és una variable aleatoria, ja en coneixem l'esperanca p = E[X], que
és un parametre de centralitzacié, i la variancia 0? = V[X], que és un
parametre de dispersié. Hi ha altres parametres interessants que descrivim
tot seguit.

Asimetria

El coeficient d’asimetria de X és
E[(X — )]

R3 = 73 .
o
Si la densitat de X és simetrica al voltant de p la asimetria val zero.

Curtosi
El coeficient de curtosi de X és
E[(X —p)']

1 .
o
Un valor gran significa que les «cues» de la distribuci6é sén pesants.

Ryq =

Com que una variable normal té curtosi 3, a vegades aquest valor es pren
com a referencia i es diu que k4 — 3 és 'excés de curtosi.

Com és obvi la definicié d’aquests parametres requereix 1’existéncia dels moments

fins a ordre 3 o 4, i que la variancia no sigui zero.

Moda

Una moda de X és un valor x on la funcié densitat de X té un maxim
local. Les variables més usuals tenen una tnica moda, perod una variable
pot tenir diverses modes.

Una definicié semblant es pot donar en el cas discret.

Mediana

La mediana és un nombre que divideix R en dues regions equiprobables.

En general, la mediana d’una variable aleatoria X és un nombre m tal

que P(X <m)=21/2iP(X =2m) > 1/2.

En el cas d'una variable continua aixo significa que m és solucié de
Fx(m)=1/2.
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Aquesta equaci6 té sovint una tnica solucié. Si el conjunt de solucions és
un interval, es pot prendre per conveni el seu punt mig com a mediana.

Quantils
Els k-quantils son nombres que divideixen R en k regions equiprobables;
també s’anomenen quantils les regions obtingudes d’aquesta manera.

Els casos més comuns sén k = 2 (mediana), k = 4 (quartils), ¥ = 10
(decils), k = 100 (percentils).

La funcio quantil

Considerem el cas d’una variable aleatoria continua, amb funcié de dis-
tribucié Fx:R — [0, 1]; recordem que és continua i creixent. Excloent els
valors de probabilitat 01 1, Paplicacié Fx: .S — ]0, 1[, definida en un interval
obert S C R apropiat, és a més suprajectiva.

Si aquesta funci6 és estrictament creixent llavors és bijectiva. La seva
inversa és la funcié quantil Qx:]0,1][ — S C R. Per definicid,

Qx(Fx(z)) =z, Fx(Qx(p))=p.
Hi ha una definici6é general de Qx, valida per a qualsevol Fx; ometem donar-ne
els detalls.

Si disposem de la funcié quantil aleshores és facil expressar els quantils.
Per exemple, els quartils sén els valors Q1 = Qx(1/4), Q2 = Qx(2/4)
(mediana) i Q3 = Qx(3/4).

S’anomena recorregut interquartilic la diferencia IQR = Q3 — Q1.

Els walors atipics o outliers d’una distribucié sén els que estan més

allunyats dels valors centrals. Per conveni es diu que X és un valor atipic
quan X < Q1 — 3IQR 0 X > Q3 + 2IQR.

Sigui X una variable aleatoria continua amb funcié de distribuci6 Fx estric-
tament creixent, de manera que esta definida la funcié quantil Qx:1]0, 1] —
S. Si U és una variable del tipus Unif(0, 1), aleshores la variable

Qx(U)
té la mateixa distribucié que X.

Per tant, qualsevol distribucié que compleixi les condicions esmentades es pot

generar de manera simple a partir d’una distribucié uniforme.
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Funcio caracteristica d’una variable aleatoria

Sigui X una variable aleatoria (real). Per a cada w € R, la funcié e =

coswX +isinwX és una wvariable aleatoria complexa.

La funcio caracteristica de X és la funcié6 Cx: R — C definida per
Cx(w) =E[e“X].

En el cas que X sigui una variable aleatoria continua, pel teorema de 1’es-
perancga

Cx(w) = IR dx fx(z)e“?,
que és, llevat d’un signe i un factor 27, la transformada de Fourier de la
funci6 de densitat.
Com que fy és integrable, Cx (w) existeix per a tota w € R. La funcié Cx
és continua.

Si X = (Xi,...,Xn) és una variable aleatoria n-dimensional es defineix
Cx:R"™ — C com

Cx(wi,...,wn)=E [exp(i(lel + ...+ wan))} ,
que en el cas continu és essencialment una transformada de Fourier n-dimensional

Cx(wi,. - ,wn) = JRH day ... day fx (21, . .., zn) e @121 FF@nEn)

Igual que passa amb la transformacié de Fourier, a partir de la funci6é carac-

teristica es pot reconstruir, sota hipotesis adequades, la funcié de densitat.

Algunes propietats:

i. Cx(0)=1.

ii. |Cx(w)] <1.

iii. El moment k-ésim de X, si existeix, es pot calcular derivant Cx:

—

dkC
ELX"] = (=)= (0).
iv. Les variables Xi,...,X, son independents sii Cx(w1,...,w,) =

CX1 (W1) e CX” (wn)
v. Si Z=X;+...4+X,, on les X; sén independents,

Cz(w) = Cx,(w) -+ Cx, (w)
(teorema de convolucid).

Funcid caracteristica d’una variable normal
Si X ~ N(u,0),
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1
Cx(w) =exp (ww - 202w2> .

Algunes distribucions associades a la normal

Distribuciéo gamma
X ~ Gamma(a, 8), amb parametres o > 0 (forma) i 8 > 0 (escala).
Esta definida per la densitat

1
fx(z) = 2P 2 >0.
0= Gera)
Observem que Gamma(1l, 3) ~ Exp(1/03).

Moments:

E[X") = gf =<~
En particular
EX]=aB, V[X]=aB*.

Funcié caracteristicas:
C -
x(w) = (1—ifw)>

Si X ~ Gamma(ay, 5), Y ~ Gamma(ag, ) sén independents,
X +Y ~ Gamma(ag + ag, ).

La suma de n variables Exp()) independents és Gamma(n, 1/X).

I+ k)
I'(a)

Siguin X,Y independents, i Z = X +Y. Si Z ~ Gamma(az,8) i ¥ ~
Gamma(ay, 8), llavors X ~ Gamma(az — ay, 3).

X -p\? 1
Si X ~ N(u,0), lavors (,u> ~ Gamma (2, 2>~
g

Distribucioé khi quadrat
X ~ x2, amb parametre n € N* (graus de llibertat).
Una variable aleatoria amb aquesta distribucié s’obté fent la suma X =
Z% + ...+ Z% on les Z; s6n N(0,1) independents. Per tant
X2 ~ Gamma(n/2,2),

1
- - .n/2-1 _—x/2
fX(x)_Qn/QF(nﬂ)x e , x>0.
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Els moments sén

(n 42k —2)!I'
(n—2)11 7

EX]=n, V[X]=2n.

E[X*] =

Quan n és gran (n > 50) la distribuci6 X2 es pot aproximar bé per una

N(n, v2n).

Distribucié t de Student

T ~ty,, n€N* (graus de llibertat).

Una variable T’ de Student s’obté prenent X ~ x2 i Y ~ N(0,1) indepen-
dents, i definint

Y
X/n
La seva densitat és la funcié parella
L) 1

fr(t)

B \/ﬂnF(%) (1+g)"TH ’
Quan n = 1 obtenim t; ~ Cauchy(1).

const

Quan t — Zl:OO, fT(t) ~ W,

per tant T" només té moments d’ordre

k < n.

La grafica de la densitat fr és semblant a la de la normal estandard pero
amb cues més pesants.

Quan n — oo tenim el limit lim f; (¢) = fN(o,l)(t)'

n—oo

Poblacions i mostres

Una poblacio és un fragment de la realitat format per un conjunt nombroés
d’elements (o individus) amb unes caracteristiques que admeten una des-
cripcié probabilistica. També pot ser el model matematic que descriu la
poblacié real (en aquest cas, pot ser finita o infinita).

Aquestes caracteristiques poden ser no numeriques, pero ens centrarem en
el cas numeéric.

Els objectius de I’estadistica inferencial son trobar el model probabilistic
que descriu una poblacié (amb els seus parametres) i verificar si el model
proposat és correcte.
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Una mostra d’'una poblacié és un subconjunt finit de la poblacié que és
objecte d’observacié. La mida de la mostra és el seu nombre d’elements.
En una mostra aleatoria simple aquest subconjunt es tria a l'atzar, i
de manera que totes les mostres de la mateixa mida tinguin la mateixa
probabilitat de ser seleccionada.

La mostra té associats uns valors x1,...,x, de la caracteristica numerica
considerada (dades). Podem considerar que aquests valors sén el resul-
tat d’avaluar n variables aleatories X1,..., X,,, totes elles amb la mateixa

distribucié de probabilitat.

Si es fes el mostratge amb reposicié (la qual cosa vol dir que eventual-
ment es podria repetir un individu) llavors les X; serien independents i
idénticament distribuides (iid). Aquest és el marc teoric més simple i
dins del qual treballarem.

En realitat, les X; no poden ser independents, ja que quan es trien elements
d’una poblacié finita es perd la independéncia. Tanmateix, si la poblacié
és prou gran aquest efecte no es notara.

Si en lloc d’una caracteristica numerica en recollim diverses, aleshores uti-
litzarem variables aleatories multidimensionals.

Estadistics

Suposem que un cert parametre de la poblacié ve descrit per una variable

aleatoria X. Considerem una mostra (X7, ..., X,) amb les X, variables ale-

atories independents idénticament distribuides, amb la mateixa distribucié

que X.

Un estadistic és una magnitud que es calcula a partir dels valors de la

mostra. Per tant, és una variable aleatoria de la forma
Z=9(X1,...,Xn).

Un estadistic es pot utilitzar per estimar un parametre d’una poblacid,

descriure les dades d’una mostra, o contrastar una hipotesi.

Els estadistics més importants son la mitjana mostral i la variancia mostral.

Mitjana mostral

La mitjana mostral és
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Si X té esperanca p i variancia o2,

— — 0—2

Si la poblacié és normal N(u, o), llavors

— o
X,~N{pu—1|.
" (” ﬁ)

Si la poblacié no és normal perd n és gran (n > 30) llavors el teorema
del limit central ens diu que X, es comporta com una variable normal
N (,0//n).
Variancia mostral
La variancia mostral esbiaixzada és

_ 1 & _

2 = ﬁz;(xi - X)2.

i

Atencié: hi ha diferent terminologia i notacié per a les variancies mostrals!

2

Si X té esperanca u, variancia ¢ i curtosi k4,

n—1 4

E[S?) = —¢2%, V[582]=0¢" n-1 <,{4 —1+ 3;‘*) .

n n?2
La variancia mostral corregida, o simplement variancia mostral, és
1 n .
7= —% (X; - X)?.
PRy
Aquesta definicié aplica un factor n/(n — 1) (correccié de Bessel) a la

varancia mostral sense corregir, de manera que la nova variancia mostral

té esperanca o2:

4 _
E[$2] = o2, V[§Y=T_ (;4;4 148 54) .
n—1 n

La desviacio mostral és l'arrel quadrada de la variancia mostral: S =

VS,

Siguin X7, ..., X,, variables independents idénticament distribuides N(u, o).
Aleshores:

i X ~ N, o/y/m).

ii. X, 152 s6n independents.
52

iii. (n—l)ﬁ ~x2_ .

. Yn — M

v, —/—— ~ty_1.

n

S/v/n
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Moments mostrals
El moment mostral k-ésim es defineix per
1
My =~ Z Xk,
Si E[X*] = ug, aleshores
2
EIM] = i, VM) = BEEE

De manera similar es poden definir els moments mostrals centrats.

Quantils mostrals

Els quantils mostrals s’obtenen ordenant els valors X; en ordre creixent, i
tallant-los en el punt adequat.

El cas més senzill és el de la mediana mostral, a vegades representada
per X,,.

Si n és imparell, és el valor en la posicié (n + 1)/2; si n és parell, es pren
la mitjana dels valors en les posicions n/2 i n/2 + 1.

Els quantils sén 1tils quan la variable no té esperanca, i sén més robustos
davant la presencia de dades anomales.

Minim 1 maxim mostrals

Soém els valors extrems dels X;.

Estimadors

Considerem una poblacié amb unes caracteristiques modelades per una
variable aleatoria X. Aquest model pot tenir associats uns parametres, o
més generalment quantitats que depenguin d’aquests parametres. Sigui 0
una d’aquestes quantitats.

Un estimador de 6 és un estadistic é(Xl, ..., X,) usat per a estimar el
valor de 6 a partir d’'una mostra (Xi,...,X,).

El valor que pren  sobre una mostra concreta (x1,...,2,) és una estima-
cio de 6.

El biaiz d'un estimador 6 de 6 es defineix com
B; =E[0—0].
Un estimador es diu no esbiaizat, o centrat, quan no té biaix:

A

E[)]=0.
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L’error quadradtic mitja de Iestimador 0 és
MSE, = E {(é - 9)2] .

E[(0—0)2] = Vi + B2,

Un estimador es diu consistent quan

lim E [(é— 9)2} ~0.

Per tant D'estimador és consistent sii lim,, V[0] = 0 i lim,, Bz =0.

Per a estimadors no esbiaixats la consisténcia equival a lim,, V[f] = 0.
Si lim E [(é - 9)2} = 0 aleshores, per a cada £ > 0, lim P (\é -0 < 6) =1
n n

Donats dos estimadors de 6, diem que és més eficient aquell que té menor
E [(é - 9)2} .
La mitjama mostral és un estimador no esbiaixat i consistent de ’esperanca

de la poblacié.

La variancia mostral corregida és un estimador no esbiaixat i consistent de
la variancia de la poblacié.

Meétodes d’estimacio: méetode dels moments

Se suposa que una caracteristica de la poblacié esta modelada per una
variable aleatoria X que depén de k parametres 8 = (01, ...,0;).
Suposem també que els moments m, d’ordres 1,...,k de X es poden cal-
cular. Aquests moments obviament depenen de 6:

m1 =E(X) = g1(01,...,0k),

mo = E(XQ) = 92(91, ey Hk) y

my = E(Xk) :gk(el,...,ek).

Suposem d’altra banda que tenim una mostra de mida n (Xi,...,X,).
Amb ella podem calcular els moments mostrals d’ordre ¢, amb 1 < £ < k:

1 n
m£:f§ Xt
1
n “
=1
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El metode dels moments consisteix a igualar uns amb altres, de manera
que s’obté el sistema de k equacions

A . 1 &
==Y X!/ (1<l<k);
ge(01,...,0k) nz ; (1<e<k)

aillar-ne 61, ..., O com a funcions de (X1,...,Xn), 1 prendre (éh ey Ok)
com a estimador de (61, ...,0;).

Meétodes d’estimacié: métode de la maxima versemblanca

Considerem un model estadistic dependent de k parametres 6 =
(01,...,0) € © C R, on la densitat de probabilitat d’obtenir un resultat
x = (z1,...,2,) € R™ ve donada per f(x;0) = f(x1,...,2n;01,...,0%).
Avaluant aquesta expressio en les dades x obtingudes obtenim una funcié
de 0, anomenada versemblanga. A vegades es representa per L(0;x) =

J(x;0).

Per a cada valor fixat de x, és possible que hi hagi un valor é(x) de § €0
que faci mdxima la versemblanca. D’aquesta manera obtenim una funcié
0:R™ — O, i, si es compleixen els requisits tecnics adequats, obtenim un
estimador

0(X1,...,X,)

de 0. Es 'estimador de mazima versemblanga de 6.

L’existencia de é( ) esta assegurada per exemple quan O és compacte i la
funcié (de ) L(-;x) és continua.

Si © és obert i £(+;x) és diferenciable, una condicié necessaria perqué 0(x)
sigui un maxim de la versemblanga és que en sigui un punt critic:

0 R
—f(x;0) =0 (1<r<k) quanf=0(x).
00,
Maximitzar la funcié L£(-;x) equival a maximitzar el seu logaritme. A
vegades s’anomena log-versemblanca la funcié

0(0;x) =log f(x;0),

definida alla on la densitat sigui estrictament positiva. Llavors el valor
de maxima versemblanca ha de satisfer les equacions de versemblanca

P
Ga (0x) =0 (L<r<h).
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Recordem que una condicié suficient per assegurar que s’ateny un maxim
local és que la hessiana
0%0(6;%)
( 00, 00 )
sigui definida negativa en el punt critic.

Suposem (com és habitual) que la mostra x esta modelada per n variables
independents identicament distribuides Xi, ..., X,, totes elles amb densi-
tat f(x;0). Aleshores f(x;0) = f(x1;0) ... f(fn;0), de manera que

((0;x) = Zlogf(xiﬂ%

Informacio de Fisher i fita de Cramér-Rao

Considerem un model estadistic dependent (per simplicitat) d’un sol parametre
6 i amb funcié log-versemblanga £(6;x) = log f(x;0). La seva derivada també és

una variable aleatoria %(0; Xi1,...,Xn).

Si G =g(Xi,...,Xn;0) aleshores

E [G%} -9 -k [%ﬂ .

00
ol AN 0%t
€ 55| =0 E{(a&) } _E{_%Q}
Es defineix la informacié de Fisher com
In(0) = E <%)2
Y ==1\ae) |-

ol

Desigualtat de Cramér-Rao
Si G(X1,...,Xn),

9 E[G]>2

V[G} > (897
Ip
Fita de Cramér-Rao
Sigui 0 un estimador de 6, amb biaix Bj. Aleshores
R 1+ 8B;/90)°
V(0] > U+ 0Bs/98)
I (0)
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Si 6 no té biaix,
Vo] > —

I (9)

Un estimador no esbiaixat es diu eficient quan aquesta desigualtat és una igualtat
(la variancia és la minima possible).

Intervals de confianca

En els apartats anteriors hem estudiat 1’estimacio puntual: a partir d’u-
na mostra aleatoria (Xi,...,X,) obteniem un valor estimat é(x) d’un
parametre desconegut 6. L’estimacid intervalar dona com a resultat
0 € Cx, on Cxy C © C R és un interval estimat a partir de la mostra.
El que es perd en precisié es guanya en confianca.

Considerem una mostra X = (Xji,...,X,) de mida n d’una poblacid, on
les X; son variables iid corresponents a una distribucié de probabilitat de-
pendent d’un cert parametre 6 (i eventualment d’altres parametres).

Un interval de confiancga per a 6, amb nivell de confianga c, és un
interval [L(X), U(X)], dependent de les dades mostrals, tal que

Ps (L(X) <0 <UX)) =,
per a qualsevol valor de 6.
Notem que 6 no és una variable aleatoria, siné un parametre concret (per bé que
desconegut). Els extrems de linterval si que sé6n variables aleatories.
En algunes ocasions es busca un interval estimat semiinfinit, ja sigui |—oo, U(X)],
o [L(X), +ool.

Valors tipics de confianga que es prenen: ¢ = 0.9, ¢ = 0.95, ¢ = 0.99.
En lloc de ¢ s’utilitza sovint 1 — «. Llavors oo = 0’1, 0’05,0'01.

Cada realitzacié concreta x de la mostra dona lloc a un interval estimat
[L(x),U(x)] concret. Els extrems de linterval a vegades es diuen limits
de confianca.

La interpretacié de l'interval de confianga és que, en una proporcié ¢ de
vegades que s’adquireix la mostra, I'interval de confianga obtingut conté el
valor del parametre 6.

En canvi, seria confis afirmar que «hi ha una probabilitat ¢ que el valor real de

0 estigui dins de l'interval de confianga obtingut».
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El procediment més habitual per a construir intervals de confianca consis-
teix a construir una nova variable aleatoria W = W (X, #) amb distribucié
de probabilitat coneguda i independent de 6, de manera que podem calcular
facilment

Po(w; < W(X,0) <wsy) .
Si trobem w1, we tals que aquesta probabilitat valgui ¢, llavors el conjunt
Cx ={0|w < W(X,0) < wy}
és un conjunt de confianga per a § amb nivell de confianca c¢; ens els casos
més favorables sera un interval.

L’interval [wy,ws] on la probabilitat de W és ¢ no és de cap manera unic;
per tant, tampoc no ho sera l'interval de confianca. Es pot triar amb el
criteri de que segui petit, o que sigui simeétric.
Per exemple, suposant que W tingui funcié quantil Q ben definida, podem
prendre

w =Q(559), we=Q(5).
(O sigui, w1 = Q(a/2), w2 = Q(1 — «/2).)
Treballant amb les desigualtats w; < W (X, 0) < wy s’ailla (si es pot!) 6, i
s’intenta obtenir l'interval de confianca de la forma L(X) < 6 < U(X).

Intervals de confianca per a alguns parametres destacables
Intervals de confianca per la mitjana si es coneix la variancia

Poblacio normal
Suposem que la poblacié és normal, X ~ N(u, o), amb o coneguda. Ales-
hores X,, ~ N(u,0/v/n). i
Yn — M
o/vn
Fixat un nivell de confianca ¢, 'equacié
P(—2, < Z < 2,) =c
determina
2o = Qz (19) ,

amb Qz la funcié quantil de la distribucié normal estandard.

Z = ~N(0,1).

La relacié |Z] < 2z, equival a
— o [— ag
Xn_zoig,u/gxn“v‘zoi-

Vn vn
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Per tant, en una proporcié ¢ de mostres, l'interval estimat
_ o _ o
Ty — ZO%’ Ty —|—zoﬁ

conté la mitjana p.

En el cas de ¢ = 0'95, z, = Q(0'975) = 17959964 . . . ~ 1'96.

Altres valors d’interes s’obtenen d’aquesta taula:

’ alguns valors critics de la normal estandard, p = Fz(z), 2 = Qz(p) ‘

p || 0.75 0.90 0.95 0.975 | 0.99 0.995 | 0.9975 | 0.999
0.674 | 1.282 | 1.645 | 1.960 | 2.326 | 2.576 | 2.807 3.090

Poblacio no normal

Si la poblacié no és normal perd la mostra és prou gran (n > 30) aleshores
pel teorema del limit central X, es comporta com una N(u,o/\/n) i se
segueix el mateix procediment.

Intervals de confiangca per a la mitjana si no es coneix la variancia

Poblacio normal

Suposem que la poblaci6 és normal, X ~ N(u,0), amb p, o desconegudes.

2

En aquest cas estimem la variancia ¢ amb la variancia mostral corregida

S2. Com sabem,

X —p
T=""Cn~t, 1.
Aquesta distribuci6 és coneguda, i donat un nivell de confianca ¢ podem

determinar t, = Qq,_, ( 136) de manera que P(—t, < T < t,) =c.

Llavors l'interval de confianca per a la mitjana u és
— Sn = S
Xn - toT% ) Xn +t07% .

Recordem que quan n és gran T tendeix a una N(0,1).

Poblacié no normal

Per a mostres petites no hi ha resultats generals.

Per a mostres grans es pot usar el meétode d’agregacié de dades: es divi-
deix la mostra (de mida n) en nq blocs de mida b ~ 30 (n = bny). Amb aixd
podem considerar que tenim una mostra de mida ny, on cada element és la
mitjana d’un bloc de mida b. Aquestes mitjanes tenen I’esperanca original
i, pel teorema del limit central, es comporten com variables normals, de
manera que s’hi pot aplicar el procediment descrit just abans.
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Intervals de confianca per a proporcions

Volem saber quina proporcié p d’'una poblacié posseeix una certa propietat.
Que un individu la posseeixi segueix una llei de Bernouilli de parametre p.
Volem estimar p a partir d’'una mostra aleatoria.
Si considerem una mostra aleatoria (Xi,...,X,), el nombre d’individus
que posseeix la propietat és

F=X;+...+ X, ~ Binomial(n, p)
(frequéncia absoluta). Podem usar com a estimador de p la freqiiéncia

relativa, que és la mitjana mostral de les Xj:

r
n

D’acord amb el teorema de Moivre-Laplace, si n, np, n(1—p) sén prou grans
podem aproximar F' per una distribucié N(np, /np(1 — p)). Aleshores p

és aproximadament una N (p, p(lnp)) Per tant

A~

p—p
p(1—p)

n
és aproximadament una N(0,1).

7 =

El valor z, = Qz (136) satisfa que P(—z, < Z < z,) = ¢. Encara que a
partir de les desigualtats es pot donar una expressio exacta del parametre p,
és més practic usar una expressié aproximada, valida perqueé n és gran.
Amb ella els limits de confianca (aproximats) per a la proporcié p sén
oo [POD)
n

Intervals de confiangca per a la variancia

Poblacio normal

Suposem que la poblacié és normal, X ~ N(u, o), amb p, o desconegudes.

Estimem la variancia 0? amb la variancia mostral corregida S2. Ara tenim
n—1

2 2
0_2 Sn ~ Xn—1-

La distribucié x? no és simétrica. Definim z; = Q (156), 9 = Q (1'2”‘),

essent Q la funcié quantil de la distribucié x2_;. Amb aixod
n—1
P(.Tl S ?5721 ng) =cC.

Les desigualtats equivalen a
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S S,
N e

que és l'interval de confianga buscat.

Hipotesis estadistiques i tests d’hipotesis

Una hipotesi estadistica és un enunciat relatiu als parametres d’una
poblacio.

Un test d’hipotesi és un métode d’inferéncia estadistica que pretén de-
terminar la validesa d’una hipotesi estadistica a partir d’una mostra de la
poblacié.

S’utilitza la terminologia segiient.
o Hipotesi simple Afirma que el valor 8 del parametre (o parametres)
de la poblacié pren un valor concret, 6,.
e Hipotesi composta Afirma que el valor 6 del parametre pertany a
un cert subconjunt ©,. Hi ha dos subcasos d’interés especial (quan
O, CR):
— Hipotesi unilateral
* Cua dreta 0 > 0.
* Cua esquerra 0 < 0,.
— Hipotesi bilateral 0 # 0,.

De manera més concreta, en un test d’hipotesi es vol confrontar dues
hipotesis:

e Hipotesi nulla: Hy: 6 € O, (tot i que acostuma a ser una hipotesi

simple);

e Hipotesi alternativa: Hy: 0 € O,.
El paper d’aquestes hipotesis no és simetric. Rebutjar la hipotesi nulla i
doncs acceptar l'alternativa requereix un cost i ha d’estar justificat amb
una evidencia suficient.

El test d’hipotesi divideix I’espai mostral en dues regions complementaries,
Q=0Q0UQ;.
¢ Regié d’acceptacio: si x € )y, no rebutgem la hipotesi nulla Hy.
e Regié de rebuig, o regid critica: si x € ()1, rebutgem la hipotesi
nulla Hy i doncs ens acollim a la hipotesi alternativa H;.
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Significacio i poténcia d’un test d’hipotesi
La bondat d’un test d’hipotesi depen de seleccionar correctament la regié
d’acceptacié (i doncs la de rebuig). A tal fi pot ser til examinar la pro-

babilitat de prendre una decisié incorrecta rebutjant, o no rebutjant, la
hipotesi nulla.

Hi ha dos tipus d’error a considerar:

e Error de primera espécie, o de tipus I: rebutjar Hy tot i ser certa.
e Error de segona espécie, o de tipus II: no rebutjar Hy tot i ser

falsa.
no rebutjar Hy | rebutjar Hy
Hy certa correcte! error tipus I
Hy falsa error tipus II correcte!

Suposem per simplicitat que Hy és una hipotesi simple 6 = 6,, de manera
que H;p és la hipotesi 6 # 0,, 0 6 € ©; = ©-={0,}. Siguin Qg i Q; les
regions d’acceptacié i de rebuig.
L’error de primera especie té una probabilitat

Po. (Ql) )
mentre que 'error de segona espécie té una probabilitat

Pg(0) peraf e 0.
Aquests errors es poden expressar en termes de la funcié de poténcia del
test: ®: 0 — [0, 1] definida per

D(0) = Py(21).
Llavors els errors de primera i segona espécie sén ®(6,) i 1 — ®(0) (per a
6 € ©1), respectivament.

Idealment voldriem minimitzar els dos errors pero habitualment disminuir-
ne un implica augmentar l’altre.

Es planteja el problema de manera que l’error de primera especie sigui el
de pitjors conseqiiéncies (principi de Neyman).

El nivell de significacié d’un test d’hipotesi, sovint denotat per a, és el
valor maxim que admetrem per a l'error de primera especie.

Llavors es fixa un nivell de significacié «, i entre tots els tests amb aquest
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nivell de significacié se’'n busca un que minimitzi 'error de segona espécie
(és a dir, que maximitzi la poténcia).

Alguns valors tipics que s’adopten per al nivell de significacié sén a =
0'1,0'05,0'01.

Habitualment no es treballa amb un estimador § de 0, siné amb una variable
Z amb distribucié coneguda.

Podem expressar la regié d’acceptacié en termes dels valors de é, 0 potser
millor de Z. Llavors la forma d’aquesta regié depeén de la hipotesi alterna-
tiva considerada (bilateral o unilateral) i els valors z que separen la regié
d’acceptacié de la regié de rebuig s’anomenen valors critics.

Suposant que Hy és 6 = 0, tenim aquesta taula:

hipotesi alternativa H; || regié d’acceptacié Ag

bilateral: 6 # 6y || [2a,)2as], o0 P(Z<24,) = § = P(Z>24,)

cua dreta: 0 > 0y || |—00,24], on P(Z > 2,) = «

cua esquerra: 6 < 0y || [za, +00[, on P(Z < z,) = «

Valor p d’un test d’hipotesi

El resultat d’un test d’hipotesi depén del nivell de significacié « escollit;
no ens diu si el valor observat de l'estadistic és proper a la frontera que
separa la regié d’acceptacié i la regié de rebuig. Un procediment alternatiu
consisteix a no prefixar «, siné mirar com el resultat del test depen d’ella.

Si tops €s el valor de 'estadistic de test T' obtingut en realitzar una prova,
i es pren aquest valor com a punt de separacié entre la regié d’acceptacio i
la regi6 de rebuig, llavors el valor p és el nivell de significacié corresponent.

En altres paraules, en un test d’hipotesi, el valor p (o p-valor, o valor de
probabilitat) és la probabilitat d’obtenir, suposant certa la hipotesi nulla,
un resultat de 'estadistic de test tan o més extrem que tons. Per tant el
valor p és, segons el cas:

o Cua dreta: Py, (T = tobs);

o Cua esquerra: Py, (T < tobs);
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o Test bilateral: 2min (Pgo (T < tobs), Poo (T = tobs)>.
En el cas que T tingui una distribucié continua i simetrica aquests nombres
son, respectivament,

e 1- F(tobs)a

. F<tobs),

o 2F(—[tobs]),
essent F la funcié de distribuci6é de T' quan 6 = 6.

Amb el valor p calculat, i fixat un nivell de significaci6 «, el test d’hipotesi
pren aquesta forma:

o No rebutgem Hj si el valor p és > «;

e Rebutgem Hj si el valor p és < a.

Una interpretacié habitual del resultat del valor p és la segiient:

e« 0< p<001: rebutgem Hy.

e 0’01 < p < 0'10: zona grisa, cal ser prudent. Es preferible repetir el
test, amb mostres més grans. Si no hi ha altre remei que prendre una
decisié, podriem adoptar p = 0’05 com a frontera entre rebuig i no
rebuig.

e 0’10 < p < 1: no rebutgem Hy.

De tota manera, 1'Gs del valor p és controvertit, i no hauria de ser I'inic argument

usat en un test d’hipotesi.

Comparacid entre test d’hipotesi classic i valor p

En aquestes dues taules resumim i comparem els procediments explicats:

test classic valor p

formular hipotesis nulla Hy i alternativa H;

decidir I'estadistic de test T’

seleccionar nivell de significacié a

establir regions d’acceptacié i de rebuig
per als valors de T'

fer una observacié tons de T

rebutjar Hy si tobs pertany a la regié de | calcular el valor p corresponent a

rebuig, altrament no rebutjar-la tobs 1 decidir a partir del resultat
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test de Hp: 6 = 6Oo; probabilitats calculades sota Hy; estadistic de test T’

hip. alternativa H;

regié d’acceptacié Ag

|

valor p

bilateral: 6 # 60p

[t1, tz], on P(T<t1) = % = P(T>t2)

2min (P(Tgtobs)v P(T2t0b5)>

cua dreta: 0 > 0g

]—o00,tal, on P(T>te) =

P (T2tobs)

cua esquerra: 6 < g

[ta, +oo[, on P(T<ty) =

P(T<tobs)

4.15 Tests d’hipotesi sobre parametres interessants

(4.15.1) En el cas de poblacions normals podem contrastar els valors dels parametres
mitjancant els estadistics de test segiients:

hipotesi estadistic nom
Xn — po
o= pio Z:%NN(OJ) test Z
(i variancia coneguda) oIvn
y7 - MO
W= o T:#mﬁn,l test T
(i variancia desconeguda) n/ VT
n—1)S2
o’ =0} X' = % ~Xno1 | test X
94
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Complements

Elements de combinatoria

En moltes situacions el calcul de probabilitats requereix comptar el nombre
d’elements d’algun conjunt finit. La combinatoria és la branca de la
matematica discreta que estudia I’enumeracié, construccié i existéncia de
configuracions que satisfan certes propietats prescrites.

Aritmeética basica

Si A és un conjunt finit, el nombre d’elements de A és un nombre natural
anomenat cardinal, que es representa per Card(A) = |A|.

La propietat basica dels cardinals és que |A| = |B| sii existeix una bijeccid
entre els conjunts A i B.

Les operacions amb cardinals es defineixen, de fet, a partir d’operacions
amb conjunts:

o [AUB|=|A|+|B|si Ai B son conjunts disjunts.

e« |AXx B|=|A||B].

o |Z(A,B)| = |B|, essent .7 (A, B) el conjunt d’aplicacions de A en B.

SiSCA, |A-S| =|Al—]S].

Donada una part S C A, es defineix la seva funcié indicadora (o funcid
caracteristica) com la funcié 1g: A — {0,1} definida per
1 sixzes

ls(x)—{ 0 sizgs
Reciprocament, qualsevol funci6 f: A — {0,1} defineix un subconjunt
i) ={z €Al f(z)=1} C A
Tenim doncs una bijeccid

P(A) — F(A,{0,1}), S 1g,
entre el conjunt de parts de A i el conjunt de funcions definides en A amb
valors en {0,1}. Per tant,

. |2 () =24

Principi d’inclusio-exclusio
[AfU...UA,| =
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D AL A A+ 1A N A A = (-1 AT NN Ay

1<J i<j<k
Casos particulars:
|AUB| =|A|+|B|—-|ANB|.
[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC].

Seleccions ordenades

Variacions

Les variacions de m elements presos de n en n sén les aplicacions
injectives {1,...,n} — A, essent |A| = m.

També podem interpretar-les com les cadenes de longitud n construides
amb un alfabet A de m lletres sense repetir-ne cap.

m!
Ve = ——.
™ (m—mn)!
Permutacions
Les permutacions de m elements sén les aplicacions bijectives
{1,...,m} — A, essent |A| =m.
Ea a dir, sén totes les possibles ordenacions dels m elements de A.

P,=V,=ml.

Variacions amb repeticio
Les variacions amb repeticio de m elements presos de n en n sén
les aplicacions {1,...,n} — A, essent |A| = m.
També podem interpretar-les com les cadenes de longitud n construides
amb un alfabet A de m simbols, amb possibles repeticions.

VR,, =m".

Permutacions amb repeticio

Les permutacions amb repeticié del conjunt {ai,as,...,an,} sén or-
denacions dels elements de A en successions de n elements de mane-
ra que a; aparegui nj vegades, as aparegui noe vegades, etc; Obviament,
ny+neg+...+n, =n.

n!
PRnl...nm
n | | |-
nilng! .. ngy,!

Seleccions no ordenades
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Combinacions

Les combinacions de m elements presos de n en n son els subconjunts
de n elements que hi ha en un conjunt A de m elements.

no_ (m\ _ m!
Cm = (n) Cnl(m—n)!’

També es corresponen amb les aplicacions A — {0, 1}.

Suposem que el conjunt A esta ordenat o, més simplement, que A =
{1,2,3,...,m}. Aleshores una aplicaci6 A — {0,1} és una seqiiéncia
de longitud m, i C}}, és el nombre de les seqiiencies amb n 1’s i m—n 0’s.

Encara suposant que A = {1,2,3,...,m}, podem especificar un subconjunt
S C A citant els seus n elements de manera creixent. Aixi veiem que les
combinacions de m elements presos de n en n també es corresponen amb
les aplicacions estrictament creixents {1,2,...,n} — {1,2,...,m}.

Propietats dels coeficients binomials

m>:<m>:1; <m>:OSin>m.
0 m n
m

PR’;lnl...nm — <'I’L> (’I’L—?’Ll) <n_n1_n2> (TL—’I’L1 _«H_nml).
ni no ns Nm

Combinacions amb repeticié

Les combinacions amb repeticié de m elements presos de n en n
sén seleccions (sense ordre) de n elements, amb possibles repeticions, d’un
conjunt A de m elements.

CRI, =P,y = (

m+n-—1
n .

També es poden interpretar com les maneres de distribuir n boles identiques
en m caixes diferents.

Si A = {1,2,3,...,m}, una tal distribucié es pot codificar amb una
seqiiencia de n 0’s i m—1 1’s, on els 0 codifiquen les boles i els 1 els canvis
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de caixa.

Alternativament, i suposant encara que A = {1,2,3,...,m}, les combinaci-
ons amb repeticié es corresponen amb les aplicacions creixents (no cal que
ho siguin estrictament) {1,2,...,n} — {1,2,...,m}, ja que podem citar
els elements de la combinacié de manera creixent (i amb repeticions).

Funcions especials

La funcié gamma és una funcié que en els nombres naturals coincideix
amb el factorial (desplacgat). En principi es pot definir per als nombres
reals x > 0 com la integral

+oo
I(x) = jo t"tetdt.

La funci6 gamma compleix la relacié de recurrencia
Iz+1) =z(z).
Quan n € N tenim
I'(n+1) =n!.
Fora dels enters un valor important és
1
a partir del qual es poden obtenir els valors de I" en els nombres semienters.

Quan x tendeix a infinit la funcié gamma creix més rapidament que qual-
sevol exponencial. La féormula de Stirling afirma que
I(z+1) ~ V2rx (%)m quan x — +00.
(infinits equivalents).
En el cas de x natural tenim
—n, n

n! ~v2mn e "n",

expressié d’intereés quan volem aproximar coeficients binomials, per exem-
ple.

La funcio beta és la funcié de dues variables reals estrictament positives
(en principi) definida per

Loz 1
B(z,y) = jo (1 - 1t de.
Esta estretament relacionada amb la funcié gamma ja que
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() T'(y)

Bla.y) = T(z+y)

La funcio d’error és la funcié de variable real definida per

o 2 T 42
erf(z) = ﬁfo e " dt.

El factor del davant s’ha escollit de manera que lim,_, erf(z) = 1. Sem-

blantment lim,_, o erf(z) = —1, ja que erf és una funcié imparella.
La funcié d’error és infinitament diferenciable, ja que la seva derivada és
2
erf (r) = —= e

Nz
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