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I. MOTIVACION E INTRODUCCION Gastoén Vila

I. Motivacion e Introduccion

1.1. Introduccidon

Este trabajo viene motivado por mi fuerte interés en la matematica discreta y la teoria
de numeros. A través de los resultados que se expondran, asi como las estructuras que se
emplean para poder entender mejor las razones que nos permiten arribar a las ecuaciones
para contar los distintos elementos descriptos a lo largo del curso de Misica y Matemati-
cas, me resultan especialmente interesantes ya que exponen esa dualidad implicita en las
matematicas de sencillez y complejidad. También creo que son realmente ttiles, al menos
para una persona sin formacién musical como yo, para poder conseguir cierto orden y
simplificacion en el vasto universo musical. Comprobar que las combinaciones realmente
utiles para nuestros propdsitos musicales, son tan extensas como queramos pero al mismo
muy limitadas por sencillas normas.

Por otra parte, creo que es una buena forma de cerrar el curso, retomar todos los
conceptos vistos. Pero enfocandolos desde un punto de vista cuantitativo en lugar del
analisis cualitativo impartido en el curso. Por esta razon, los temas a tratar se basan en
la combinatoria enumerativa, la teoria de grafos y algo de teoria de ntimeros.

Comenzaremos definiendo las principales estructuras combinatorias que nos permitiran
obtener las férmulas de conteo buscadas en cada unidad. Siempre que sea posible, se
acompanara con una explicacion grafica el razonamiento que da lugar a la féormula.

En la seccion siguiente, estudiaremos concretamente el conteo de acordes y su clasifica-
cion siguiendo varios criterios. También, en la medida de lo posible, se intentard remarcar
la conexién con la teoria de la musica que se puede extraer del resultado matematico.

Finalmente, se dara una leve pincelada de patrones en musica n-tonal aplicando los
resultados vistos anteriormente.

En general, el hilo conductor de los resultados que iremos comprobando serd el Teorema
de Polya.
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II. Resultados de combinatoria enumerativa

2.1. Cadenas

Para poder introducirnos en el conteo de acordes, escalas o ritmos; haremos un breve
repaso de teoria de combinatoria enumerativa y definiremos 2 estructuras sobre las cuales
se basa el conteo estos elementos.

Definicién 2.1: Una k-permutacién de un conjunto S es una seleccién ordenada de
k elementos de S sin repeticién. Si |S| = n, el nimero de k-permutaciones de S es el
nimero

nn—1)...(n—k+1)

Una n-permutacién se denomina permutacion y su numero es n!

Normalmente las permutaciones se denotan de dos formas:

weswo (1515 0)

Ambas formas son equivalentes, en la segunda queda escrito de forma més explicita de
qué forma reordenamos nuestros elementos. El 1 queda fijo. El 2 lo cambiamos por el 3,
y éste por el 5. Finalmente el 4 queda fijo también.

Definicién 2.2: Si |S| = n, entonces el nimero de subconjuntos de S con k elementos

es el nimero binomial
n\ n!
k) kl(n—k)

Una interpretacion de este valor es que de un conjunto de n elementos, tenemos k dis-
tinguidos y contamos las posibles formas de ordenarlo. Por lo tanto, a todas las posibles
permutaciones de S le estamos quitando las permutaciones de estos elementos destacados
y las permutaciones del resto de elementos. Esto se debe a que dentro de estas 2 categorias
(distinguibles y el resto) no diferenciamos entre los objetos. Si no fuese asi, tenemos que
reformular la definicién.

Para aclarar este tltimo concepto, pensemos en estos ejemplos:

= Un paquete con bolas rojas y bolas azules. En este caso, todas las bolas del mismo
color son indistinguibles.

= El mismo paquete del ejemplo anterior, pero ahora todas las bolas estdn numeradas.
Ahora cada bola es distinta.

La generalizacién del nimero binomial es la siguiente.
Definicién 2.3: El ntumero multinomial viene dado por

n n! -
(k:lk) =l kg alave ;k:"

La estructura que nos permite contar escalas, es una cadena. Por cadena entendemos la
siguiente figura
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En este caso, las cuentas negras del collar se pueden interpretar como la k£ del niimero
binomial. Si tuviéramos cuentas de varios colores, entonces el resultado nos lo daria el
nimero multinomial.

Para introducir la siguiente estructura, reformularemos el problema de contar cadenas
mediante las configuraciones.

Definicién 2.4: Dada una coleccién de objetos formada por m tipos distintos de
éstos, y un conjunto de n cajas. Diremos que cada tipo de objeto tiene cierto peso (w;),
donde < ¢ < m y disponemos de una ilimitada cantidad de objetos de cada tipo. Una
configuracion se obtiene poniendo un objeto en cada caja. El peso de la configuracion
resulta de la suma de los pesos de cada objeto en las cajas.

El problema de configuraciones trata el nimero de distintas configuraciones dado un peso.
En nuestro caso, los objetos son las cuentas y los distintos tipos son los colores. Las n
cajas son las posibles posiciones dentro de la cadena.

2.2. Collares

Los collares, nos serviran para contar acordes. Para nuestro estudio, un collar esta re-
presentado por la siguiente figura

Para poder estudiar el conteo de collares, generalizamos el problema de las configuracio-
nes teniendo en cuenta que dos configuraciones se consideran equivalentes si se obtienen
mediante una permutacion. Por lo tanto, estamos interesados en contar las distintas con-
figuraciones dado un peso y dado un conjunto de permutaciones . En concreto, nos
interesa que G sea el conjunto de todas las permutaciones ciclicas.

Buscamos aplicar el teorema de Polya para poder contar configuraciones de collares.
Para ello, se debe satisfacer que G sea un grupo. Como en nuestro caso G es el el conjunto
de las permutaciones ciclicas, este conjunto junto con la operacion de la composicién es
un grupo. Esto se comprueba de manera trivial ya que

= Si dejamos todos los elementos fijos, obtenemos la identidad, y por ende, el elemento
neutro del grupo.

» Toda permutacion la podemos contrarrestar con otra que devuelva todos los ele-
mentos a su posicién original. Por lo tanto, todos los elementos de G tiene inverso.

= Si aplicamos 2 permutaciones, esté claro que el resultado es una permutacién
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Otro punto importante es que toda permutacién se puede descomponer en ciclos disjuntos.
Por ejemplo, la permutacion

1 2
2 4

Definicion 2.5: El monomio indice-ciclo de una permutacién de n elementos es la
expresion

2 é ?, g I i g) = (2471)(853)(6)(9)

al ._a
2112572

an
n

Donde z; son simbolos arbitrarios. a; representa el nimero de ciclos de longitud i en la

permutacion.

Por ejemplo, para la permutacion anterior tendriamos el monomio
Z%ZgZ4

Ya que tenemos 2 ciclos de longitud 1, y luego un ciclo de longitud 3 y otro de 4.
Definicién 2.6: P(G; 21, 22, ..., 2,) es el polinomio indice-ciclo de un grupo de per-
mutaciones G. Es decir, es la suma de los monomios correspondientes a cada permutacion

de G.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Pdlya, uno de los resultados
basicos que se presentan en este trabajo.
Teorema 2.1: El nimero de configuraciones (usando n cajas y m tipos de objetos)

m
con peso Y ksw;; tal que dos configuraciones se consideran equivalentes si se pueden
i=1
. ., . . k.
obtener mediante una permutacién del grupo G, es equivalente al coeficiente de [] w;" del
polinomio

ép (G;Zwi,wa,...,Zw?>

Cabe destacar, que este teorema es una aplicacion concreta de un resultado mucho mas
general proveniente del Algebra, el lema de Burnside. Cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 2.2: Sea G un grupo finito de permutaciones de un conjunto finito X.
Entonces el nimero de 6rbitas de X bajo la accién de G es

1

|Gl

> |F(9)] tal que F(g) = {x € X|g(x) = =}

geG

La demostraciéon de cualquiera de estos 2 resultados es realmente compleja y sale del
interés de este trabajo. Pero en la bibliografia se puede consultar su demostracion.

Ejemplo: Sean n =05, m =2. Supongamos que w; son las cuentas negras y
wo las blancas. Por lo tanto tenemos que:

G = {(12345), (23451), (34512), (45123), (51234)}

. _ b
P(G7 2172272372:4725) =z +4Z5

6
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Teniendo en cuenta que |G|=5 y reemplazando z; = w! + w} obtenemos

1
R (w1 4+ w2)® 4+ 4(w] +wd)) = wi + wiwy + 2wiwi + 2wiw; + wiws + w)

Por lo tanto, aplicando el teorema de Pélya, el nimero que buscamos es el

coeficiente de w%wg, es decir, 2. Esto se corresponde con estos collares:

En estos momentos, ya estamos en condiciones de resolver el problema general de contar
collares. Sea N(n, k) el nimero de collares de 2 colores, formado por n cuentas de las
cuales k son negras. Pero antes introducimos un par de definiciones bésicas.

Definicién 2.7: La funcién phi de Euler, ¢(n), n € N cuenta la cantidad de nimeros
menores que n coprimos a éste. Observemos que si n es primo, entonces ¢(n) =n — 1

Denotaremos al minimo comin miltiplo entre m y n por [m,n].

Entonces, si queremos aplicar el teorema de Poélya, necesitamos determinar el poli-
nomio indice-ciclo de C),, donde C,, es el grupo ciclico de orden n. Si consideramos una
permutacion que desplaza los elementos k espacios, la longitud de un ciclo de un elemento
de esta permutacion es el menor d tal que

dk = mn

Como obtenemos un miltiplo de n, entonces sera como no haber aplicado permutacion
alguna. Con lo cual, podemos interpretar que [k,n| = dk. Si k fn = [k,n] = kn. Entonces,
d=n.

Suponiendo que k|n = que tienen un factor en comun. Sea este factor s. Por lo tanto

nos queda que
L [E @]

s s's

Como % /% = d = %. Por lo tanto, en cualquier caso se cumple que d|n. Por lo tanto,
los posibles ciclos en elementos de ), son todos los divisores de n. Teniendo en cuanta la
definicion de la phi de Euler, podemos concluir que

P(Cpy21y. .y 2n) = Z gb(d)zd%

dn

Si ahora aplicamos el teorema de Pélya, tenemos que reemplazar los z; por 2 + 4 y por
lo tanto nos queda la férmula

S CICEOE
din

Procediendo como en el ejemplo, el valor de N(n, k) es el coeficiente de x*y"~*. Tenemos
2 posibilidades:
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» d k. Estd claro que en este caso, no tendremos términos del tipo z*y"~*

., . k n—k
» d|k. Entonces podemos centrar nuestra atencién en el coeficiente de zay @ en la

expansién del binomio (z 4+ y)4. Y éste es justamente el coeficiente binomial (Z;g)

Por lo tanto nos queda la férmula siguiente
1 n/d
N(n, k)= — d
i) = 3 (1)

Observemos que N (n, k) = N(n,n—k) debido a la simetria de los coeficientes binomiales.
También cabe destacar que si queremos sumar todos los posibles collares de n cuentas, es
decir

Vo =2 Yo Y () =5 el
dln 0<k/d<n/d dln

debido a las propiedades de los niimeros binomiales.

2.3. Particion de enteros

Nos interesa contar particiones de enteros ya que esta relacionado con los conjuntos
de intervalos.

Definicién 2.8: Una particién de un entero n es una expresiéon de n como suma de
k enteros positivos.

Ejemplo: 12=4+2+2+1+1+1+1

Denominaremos como p(n, k) al nimero de distintas particiones de n en exactamente
k partes sin importarnos el orden de los sumandos. Este problema es incluso més com-
plicado que el de contar collares. La férmula explicita para resolverlo es un resultado
importantisimo de Teoria de Numeros conseguido por Ramanujan y Hardy. En nuestro
caso, utilizaremos una férmula recursiva. Primero una definicién.

Definicién 2.9: Dada una particién, por ejemplo 13=5+343+2, el diagrama de Fe-
rrers de esta particion es el siguiente grafico:

LR 2K N B J
L N
L L N J

LB J

Ahora definimos una funcién que cuente las distintas particiones de n en en enteros < k.
La llamaremos ¢(n, k). Para ello, observemos que hay 2 alternativas

1. las que incluyen a k como sumando. De este tipo tenemos g(n — k, k).

2. las que no incluyen a k. Por lo tanto, el mayor sumando que podemos encontrarnos
serd k — 1. Entonces tenemos ¢(n, k — 1) de este tipo.
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Por lo tanto, obtenemos la siguiente férmula recursiva
q(n, k) =qn—k,k)+q(n,k—1) para k <n

Cuyo caso base es trivial ya que ¢(0,k) = ¢(1,k) = ¢q(n,1) = 1. Ahora observemos el
diagrama de Ferrers: horizontalmente tenemos representado el tamanan de cada sumando
y verticalmente el n® de sumandos. Si ahora lo interpretamos al revés, obtendriamos para
el ejemplo anterior la particion 13=4+4+3+1+1. Es decir, antes teniamos una particion
de sumandos < 5, y ahora tenemos una de < 5 sumandos. De aqui podemos deducir que
ambas formas de contar las particiones son equivalentes.

Como nuestro objetivo es calcular p(n, k), mediante la férmula recursiva podemos
calcularlo obteniendo los valores para particiones de < k sumandos menos las de < k — 1
sumandos. Por lo que acabamos de ver, esto es

Pero tenemos definido por la recurrencia de la funcion ¢ las siguientes igualdades:

q(n, k) =qn —k, k) +q(n, k—1)
Q<n - k7 k) = Q(n7 k) - Q(na k— 1)

Con lo cual, nos queda finalmente que

p(”? k) - Q(n — k, k)
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III. Estudio de acordes

3.1. Resultados basicos

Trabajaremos con la escala de 12 notas equi-temperadas. Tal como se ha visto en clase,
se corresponde al siguiente diagrama:

F#/Gb

2 acordes se consideran iguales si uno se puede transponer al otro. Es decir, se corresponde
a una rotacion del diagrama anterior. En otras palabras, estamos buscando el n® de
distintos tipos de acordes fijada la primera nota, en una escala de L notas. Es relativamente
sencillo ver que estamos formulando con otras palabras el problema ya resuelto de los
collares. Ahora tenemos L cuentas y donde las cuentas negras son las notas que tocamos.
Entonces, si definimos Ch(L,n) como la funcién que cuenta estos acordes, se cumple que

Ch(L,n) = N(L,n)

Por lo tanto, aplicando los resultados ya vistos en el capitulo anterior, podemos calcular
todos los acordes de los que disponemos fijada L ya que

Ch(L,x) = N(L,x) — 1

Restamos 1 para esta férmula ya que no tiene sentido considerar como acorde a la
configuracion en la que todas las cuentas son blancas. En este caso, seria como no tocar
ninguna nota, por este motivo lo descartamos.

Ejemplo: Para L =12 tenemos que Ch(12,%) =352—1. Por lo tanto contamos
con 351 acordes esencialmente diferentes.

Calculando para distintas n obtenemos la siguiente tabla en la que queda nuevamente
de manifiesto la simetria de los coeficientes binomiales

n° de notas | n° de acordes

12 1
lo1l 1
2010 6
309 19
408 43
507 66

6 80

10
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Sumando estos valores, por ejemplo hasta 5, podemos ver que en un piano podemos
interpretar hasta 135 acordes diferentes con una sola mano. Es decir, poco mas del 38 %
de todos los posibles acordes.

3.2. Analisis de intervalos

En primer lugar, estudiaremos el minimo intervalo entre las notas de un acorde. Lo
denotaremos por I(L,n,m). Es decir, en una escala de L notas, nuestro acorde tendra n
notas e impondremos que la distancia minima sea m. La importancia de este calculo radica
en que el sonido de un acorde esta determinado en gran medida por los intervalos que
contiene. Los intervalos determinan las frecuencias relativas y éstas la estructura armonica
de la onda compuesta. Ademads, el intervalo minimo esta directamente relacionado con
la frecuencia de latidos. Ya que cuanto menor sea el intervalo minimo, menor sera la
frecuencia de latidos.

Por ejemplo, para acordes basados en A=440Hz, con m = 1 tendremos una frecuencia
de latido de 26 Hz. Es decir, serd muy facil de distinguir. Para m = 2 ya la frecuencia
de latidos es de 54 Hz. Por lo tanto, supone una gran diferencia. También tenemos otro
factor que hace de esta clasificacién algo interesante. Este factor, es més bien psicologico.
Esto se debe a que los acordes con valores pequenos de m inspiran sensaciones de tension
o suspenso habitualmente.

Para calcular la formula I(L,n, m) consideremos las siguientes cadenas como subcon-
juntos del collar que forma el acorde. Una formada por 1 cuenta negra (nota que usamos)
seguida de m-1 cuentas blancas. La llamaremos (b). Y otra formada por una cuenta blanca
al que denominaremos (w). Estas cadenas tienen la siguiente forma:

_.—;O-—O_...-Ol_f wlO—

m-1

Como nuestro collar debe tener n cuentas negras, entonces debemos tener esta cantidad
de cadenas del tipo (b). Es decir, que tendremos nm cuentas. Por lo tanto deducimos que
habra L — nm cadenas del tipo (w). Por lo tanto, tendremos un total de L — nm +n =
L — n(m — 1) cadenas. El punto clave estd en que ninguna cadena (b) es isomorfa a una
del tipo (w). Por lo tanto, el n° de collares distintos (es decir, el de acordes), es igual al
n° de collares distintos que podemos formar con cada una de estas cadenas. Con lo cual,
obtenemos que

I(L,n,m)=N(L—n(m—1),n)

Obviamente, I(L,n,m) =0 si nm > L.

Con esta férmula, es inmediato calcular, por ejemplo, I(12,%,2) = 30. Es decir, que
solo tenemos 30 acordes con intervalo minimo de al menos 2. Justamente, estos 30 acordes
son los que se suelen usar mas habitualmente. Lo cual es llamativo, ya que representan sélo
el 9% aproximadamente del total de acordes. Incluso, de este nimero todavia podemos
quitar mas acordes. Ya que podemos intentar quedarnos con los que sean "musicalmente
distintos”si quitamos los triviales y los que son subcojuntos de otros. Bajo estas condi-

ciones, jNos quedan sélo 12 acordes! En la siguiente tabla, los tenemos identificados para
L =12y clave de C.

11
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Particién | Acorden en Do Descripcion
435 CEG Mayor
4332 CE G Bb Séptima
4323 CEGA Sexta
22332 CDEGBb Novena
22323 CDEGA Sexta sumada a 9™
525 CFG Acorde sostenido
345 CEb G Menor
3423 CEbGA Sexta menor
3225 CEbFG Onceaba menor
3333 CEb F# A Disminuido
444 CEG Aumentado
22222 | CDEF# Ab Bb Todo el tono

Si queremos calcular el n® de acordes con intervalo minimo exactamente igual a m, le
podemos asociar la funcién K(L,n,m) y simplemente es

K(L,n,m)=I1(L,n,m)—I(L,n,m—1)

Nuevamente, un simple célculo nos da que K(12,%,1) = 321 (los que contienen un
semitono de intervalo). En la siguiente seccién los estudiaremos con mayor detalle.

3.3.

Definimos la funcién A(L,n, a) que contara el n° de acordes de n notas en una escala de
L notas y que tienen exactamente a adyacencias. Esta férmula tiene diversas aplicaciones
para el anélisis y composicién de musica. Ya que, en cierto modo, los estaremos clasificando
de acuerdo a su rareza” ya que justamente esa es la sensacién que producen estos sonidos;
y ésta aumenta con las adyacencias. Para valores bajos de a obtendremos armonias més
bien tradicionales. En cambio, para valores grandes conseguiremos sonidos mas tipicos en
la musica actual.

Teniendo en cuenta este tltimo detalle, podriamos elaborar una especie de clasificacién
de la musica de acuerdo al valor medio del parametro a.

Analisis de adyacencias

= ¢ = 0. La mayor parte de la musica del periodo Clasico cumple esta condicion.

» g — 0. Cuando el valor medio de a esta préximo a 0, ya nos encontramos principal-
mente con obras del periodo Roméantico.

= ¢ — 1. Las piezas de Jazz tradicional satisfacen estos valores de a.

= a > 1. Son trabajos de Jazz experimental o musica moderna. Pero tampoco es muy
comun.

Una observacion interesante es que debido a la equivalencia de octavas, podemos deducir
que a < 12. Por lo tanto, encontrar obras con a > 5 es realmente sorprendente.

Para simplificar el cdlculo de A(L,n,a), comenzaremos imponiendo que a = 1. Nue-
vamente volvemos a plantear las estructuras de las cadenas que forman parte de nuestro
collar. En este caso tendremos 3 tipos de cadenas:

*—8—O0 —O

—0O—

12
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La primera tiene 1 adyacencia. Y el resto no. Por lo tanto nuestro collar se puede crear
con estas 3 cadenas. Utilizando exactamente una de cada tipo. Para abreviar, las denomi-
naremos (1),(2) y (3) respectivamente. Por lo tanto, el collar tendra 1 del tipo (1), y n-2
del tipo (2) para cumplir la condicién de las n notas. Por lo tanto, del tipo (3) tendremos

L-—#1)—-(n—-2)#2)=L-3-2(n—-2)=L—-2n+1
Entonces, nos queda que en total el collar tendra un tamano de
l+4n—-24L—-2n+1=L—n

Como tenemos 3 tipos de cadenas diferentes, podemos asociarles 3 colores diferentes. De
este modo, deducimos que

A(L,n,1) = N(L—n,1,n—2,L —2n+ 1)

Aplicando la férmula vista en la introduccién, tenemos que encontrar d que divida a
(IL,n —2,L —2n + 1) = d = 1. Entonces tendremos sélo un término en la suma y
aplicando la féormula de los coeficientes multinomiales tenemos que

| (L —n)! (L—n—1)! (L—n—l)

A ) = g ) T2 )l (=D (L —205 D)\ n-—2

Al final conseguimos un coeficiente binomial ya que podemos pensar el problema fijando

la posicién de la adyacencia. Y luego trabajamos con las cadenas del tipo (2) y (3).
[(L+1)/2]

Observemos un hecho curioso. Si queremos calcular A(L,*,1) = ) (L;fgl) =

> (Lfffi). Por lo tanto el valor que buscamos es la suma de la diagonal del triangulo
i>0

de Pascal desde (LO_?’). Llamemos D(n) a esta suma si comienza en L = n + 3. Como a
cada paso estamos restando una unidad arriba y agregamos 1 abajo en este n® binomial, y

teniendo en cuenta que (}) = (".')+ (}7}). Esto implica que D(n) = D(n—1)+D(n—2).

Como se cumple que D(0) = D(1) = 1 = D(n) es el n-ésimo nimero de la secuencia de
Fibonacci. Por lo tanto, podemos concluir que

A(L,*,1=D(L - 3)

Para a = 2 tenemos que la cadena de tipo (1) puede adoptar 2 formas distintas:

—0-0-0-O—

1

—0—-0-0O—

2

Si estamos en caso 1, entonces #(2) =n — 3 = #(3) = L+ 2(1 — n)
Si estamos en el caso 2, tendremo que #(2) =n —4 = #(3) =L+ 2(1 —n)
Por lo tanto, aplicando un razonamiento como el del caso anterior, obtenemos que

A(L,n,2)=N(L—n,1,n—3,L+2(1—n))+ N(L—n,2,n—4,L+2(1—n))

L-n—1
:< ”3 >+N(L—n,2,n—4,L+2(1—n))
n_

Del mismo modo podemos proceder para los demas valores de a.

13
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3.4. Clasificacion por periodos

Definicién 3.10: Denominaremos como periodo al menor entero P > 1 para el cual
dado un acorde, al transponerlo P notas queda invariable.

En el siguiente ejemplo podemos verlo mas claramente.
Ejemplo: En las siguientes figuras tenemos un collar de periodo 1, otro
de 3 y el dltimo de 6.

Esto es interesante principalmente por su conexién con instrumentos de cuerda como
la guitarra. Al tocar un acorde, presionamos las cuerdas de acuerdo a los trastes. El
periodo, esta relacionado con el movimiento de la mano hacia arriba o abajo del cuello
sin cambiar la posicién de los dedos. De este modo, estamos transponiendo el acorde. Por
lo tanto es interesante sobre todo para valores pequenos de P.

Por lo tanto, definimos la funcién P(L,n,p) que cuenta el n° de acordes de n notas,
en una escala de L notas y con periodo exactamente p. La calcularemos recursivamente.
Primero, contamos los collares de periodo d < p tal que d|p; incluyendo las distintas
permutaciones ciclicas. Luego le restamos los de periodo estrictamente menor que p. y las
correspondientes permutaciones. Ahora sélo nos resta descartar las permutaciones ciclicas
de los collares de periodo p, pero esto es simplemente dividir por p ya que justamente
cada collar aparecerd p veces.

Los collares que queremos contar, estan formados por una cadena de longitud p que
se va repitiendo. En total, tenemos % de estas cadenas. Como el acorde tiene n notas,
entonces cada cadena tiene %> cuentas negras. Aplicando los resultados anterior, tenemos
que en total habra

(npp/ L) de estos collares

Para cada posible periodo d tendremos P(L,n,d) collares dstintos. Si contamos las per-

mutaciones ciclicas, entonces seran dP(L,n,d). Por lo tanto, aplicando el procedimiento
comentado anteriormente obtenemos

1 p
P(L,n,p) = — ( ) — Y dP(L,n,d)
L

p np/ L/d|nd|p

Con P(L,n,L/n)=1y P(L,n,p)=0sip fLo % mn.
Observemos que si (L,n) = 1 entonces todas las sumas son nulas ya que no tedremos

d que satisfagan las condiciones. Esto implica que P(L,n,p) = 0. También es interesante
que debido a la simetria de los coeficientes binomiales, se cumple que

P(L,n,p)=P(L,L —n,p)

14
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3.5. Analisis de intervalos maximos

Asi como estudiamos los intervalos minimos, podemos hacer algo similar con los maxi-
mos.

Definicién 3.11: La envergadura de un acorde de notas {my, ..., m,} tal que m; <
... < m, es equivalente a m,, —my. Es decir, son los semitonos que separan a la nota mas
baja de la mas alta.

Como las inversiones de un mismo acorde son isomorfas, en realidad nos interesa la inver-
sion de envergadura minima. Esto es interesante para por ejemplo, tocar el piano. Ya que
la envergadura estd relacionada con la anchura que debemos cubrir con nuestras manos
al tocar el acorde. Por lo tanto, los acordes de gran envergadura seran un poco més com-
plicados de interpretar. Para L = 12 tenemos que por definicion la envergadura puede ser
como mucho 11.

Teniendo en cuenta que la envergadura se define como la minima envergadura de cual-
quier inversién del acorde, éste no puede contener un intervalo mayor que L — s. Si no
fuese asi, podriamos rotar el acorde poniendo este intervalo al final del mismo, y por lo
tanto tendriamos una envergadura menor que la de antes. Lo cual contradice la definicién.
Por lo tanto, podemos deducir que

El n° de acordes de n notas con envergadura s es igual al n° de acordes de n notas con
intervalo maximo L — S

Definimos la funcién S(L,n,s) que cuenta el n° de acordes con envergadura igual a s.
Dado un collar cualquiera de L notas y envergadura s, podemos rotarlo hasta conseguir
que quede del siguiente modo

Qko_o..o...-o-}-[-.-...-o..]_...-t-ﬁ—o—o—o_-.‘o-j-)
ky ko, | ko=Les

b ey
)

Es decir, las cuentas negras ocupando las primeras s + 1 posiciones. Ahora construimos

n cadenas comenzando con una cuenta negra y agregandole k; — 1 blancas. Entonces
n—1
tendremos que » , = s por definicién. Esto implica que k,, = L — s.
i=1
Si a cada cadena le asignamos un color, sea I'(r) la cantidad de cadenas de color 7.
Entonces el cardinal de collares que contienen estas cadenas es

N(n,T(1),...,T(n))

Esta es simplemente la féormula que cuenta collares. Como estas cadenas no son isomorfas,
entonces esta férmula nos da el cardinal que buscamos.

Como debemos considerar todos los posibles k; y se cumple que ) k; = L. Para contar

=1
todos los collares debemos tener en cuenta la particion de L en n partes. Es mas, sabemos
que k; < L — s por la definicién de envergadura. Teniendo esto en cuenta, llegamos a la
siguiente formula

S(L,n,s)= Y N(n,®(1),...,(n))

ki+...kn=L

15
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donde al menos un k; = 12 — s y ®(r) es el n° de r’s en el conjunto {ky, ..., k,}.
Tenemos una conexién entre la envergadura y el intervalo minimo. La relacion es la
siguiente

5(12,n,10) = I(12,12 — n, 2)

Ya que un acorde con envergadura 10 no puede tener 2 notas consecutivas sin usar. Si
fuese asi, podriamos rotarlo hasta conseguir que éstas fueran al final del acorde, entonces
la envergadura seria menor que 10. Si consideramos el "dual’de este acorde, es decir,
cambiamos cuentas blancas por negras y viceversa; obtenemos un acorde de 12 — n notas
sin 2 notas consecutivas.

En general, se cumple que

S(Lyn,L—2)=1I(L,L —n,2)=A(L,L—n,0)

La tercera igualdad es trivial ya que si el intervalo minimo es > 2, entonces no hay
adyacencias.

3.6. Acordes elegantes

Una forma musicalmente mas util de analizar los intervalos de un acorde es notando
que, cuando tocamos un acorde de n notas, en realidad tenemos (Z) intervalos presentes.
Ya que el sonido de un acorde esta influenciado por todos los intervalos de todas las notas.
Esto nos permite
Definicién 3.12: El conjunto de intervalos completo de un acorde que consiste de las
notas {ms,...,my} tales que my < ... < m,, es el conjunto de valores m; — m; para
P> 7.

Lo que nos interesa es la variedad de un acorde, la cual viene dada por el n° de distintos
intervalos de este conjunto. Denominaremos a esta funcién como V(L, n,v). De modo que
L son la cantidad de notas de la escala, n las del acorde y v la cantidad de intervalos
diferentes en el conjunto de intervalos completo. Podriamos decir que el valor de esta
funcién esta relacionado con la riqueza” del acorde.

Para calcular esta funcién, miraremos un problema clasico de teoria de grafos: ”La
enumeracion elegante de grafos”.

Definicién 3.13: Dado un grafo G(V, E) tal que |E| = m, diremos que G es elegante
si existe una inyeccion V = {1,2,...,m} talquez#yyje{l,2,...,m}

z—yl — J

Aqui tenemos un ejemplo para Kj. El grafo completo de 5 vértices (todos los vértices
relacionados con todos):

16
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La cuestién es encontrar el valor minimo de aristas y el mayor de vértices que nos permitan
etiquetar elegantemente. Sea N este niimero; entonces es evidente que N > m ya que sino
el principio del palomar nos garantiza que no se cumplira la condicién. El problema esta en
que habitualmente no se puede alcanzar esta cota inferior.

Esta estructura se relaciona con nuestros acordes ya que los vértices representan a
las notas y las aristas etiquetadas a los intervalos. Por lo tanto, la relacién entre los 2
problemas ahora es obvia. Como tenemos (g) intervalos, estamos buscando la numeracion
elegante de K, ya que justamente en este caso m = (g) En una escala de tamano L, el
mayor numero de notas posibles es L — 1. Por lo tanto se debe cumplir que N < L. En la
siguiente tabla tenemos los valores de N para distintos K,

5 6 7 8

n:|?2 4
1 6 11 17 25 34

N :

Podemos ver que N < 12 = n < 5. Cabe destacar que este problema es realmente
complicado y no hay férmulas explicitas para calcular estos cardinales.

17
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IV. Tone-rows

En esta secciéon cambiamos radicalmente nuestro enfoca para analizar la relacién entre
la combinatoria y la musica tonal. Estos es, secuencias de n notas de diferente altura sin
repetirlas. A pesar de que durante el curso se ha estudiado la musica dodecatonal, y ésta
es la mas comun, los resultados expuestos a continuacién son puramente matematicos.
Por lo tanto se pueden aplicar a escalas de un nimero arbitrario de notas.

Definicién 4.14: Sea n > 3. Una tone-row en una escala de n notas es una aplicacién
biyectiva f: {0,1,...,n—1} — Z, tal que f(i) es el tono que suena en la i-ésima

i o~ f()

posicion de la tone-row.

Definicién 4.15: Sea n > 3, 2 < k < n. Una k-fila en musica n-tonal es una aplicacion
inyectiva f : {0,1,...,n — 1} — Z,. Por lo tanto, si k = n se trata de una tone-row.

Intentaremos aplicar el teorema de Pdlya para obtener algunos cardinales de patrones. En
primer lugar, observemos que:

= 2 k-filas fi, fo son equivalentes si f; se puede escribir como transposicion, inversion,
retrogradacion o cualquier combinacién de éstas sobre fy. Tanto la transposicion T,
como la inversién I son permutaciones sobre Z,. Y (T, I) es un grupo diedral. Por
lo tanto, podemos definir la retrogradacién como:

R (0,k—1)o(l,k—2)o---0(5—1,%) sik=0 mdd 2
Tl 0 k=1o(Lk=2)o---0 (52, EH) o (52) sik=1 mdd 2

Por lo tanto, | (R) | = 2

» Sea Il = (R), entonces

k
Lk 43 (k=0 méd?

. . 2y1+y2> S1 mo
P(H7y17y27"'7yk)_{ 1.k % kzl 'd2
s +yy,® ) sik=1 mé

Por lo tanto, aplicando el teorema de Pdlya, tenemos que el n°® de patrones de k-filas es:

1 kg n/2 n—2)/2 n EEy(n/2 _ .
L. % (Z ((2>k + 223! ((kﬁ) + (( k/2)/ ))) % <(k)k' + 22 5!(,#))) para n = 0 mod 2
k=1
y k=0 modd 2. Y donde (n)y = [[n—17J
=0
2. 3 (%2 2% (EZ:?%;)L;” + %((,:L)k') paran=0 méd 2y k=1 méd 2.

También podemos calcular el n® de patrones de tone-rows. Sea n > 3. Entonces el n°® de
patrones de tone-rows en musica n-tonal es

(n—1)!+
(n— 1!+

NN

(n— 1)) sin=1 mdd 2
(n—=2)1(2+1)) sin=0 mdd 2

nn—2)---2 sin=0 mdd 2

I =
donde n!! nn—2)---1 sin=1 mdd 2
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