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1. Introduccid
La utilitat de la caixa de ressonancia d’un determinat instrument de corda
¢s oObvia, transmetre 1 amplificar el so cap a I’exterior, tot 1 aixi la seva
interpretacio no €s del tot facil.
Pero 1 la del pont? Una simple part de fusta que no té cavitats
volumétriques, com pot transmetre el so? Que s’hi produeix al pont per tal

que les vibracions puguin ser transmeses sense cap dispositiu electronic?

Totes aquestes preguntes s’intenten contestar en aquest estudi de les

vibracions d’un pont de violoncel.

2. Representacio fisica del pont d’un violoncel

El pont s’encarrega principalment de transmetre la forca transversal de la corda,
produida per la vibracid de la corda al passar I’arc a la caixa de ressonancia.

Aquesta pressio, que és de 1’ordre dels 10 kp, és transmesa pel pont cap a la caixa de
ressonancia, encarregada d’irradiar el so a I’aire; ho aconsegueix gracies a la barra
harmonica (bass bar) que transmet les vibracions a la tapa superior i de I’anima

(soundpost) que les transmet a la tapa inferior. A I’esquema de la fig. 1 es poden veure

aquestes parts.

Fig. 1.a) Pont i anima, parts fonamentals de la
transmissio de vibracions del violoncel
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Tant 1’anima del violoncel com el pont s’aguanten i mantenen la posicid per friccid,

.

|_Barra harmanica

aixo els permet transmetre les vibracions. Un petit moviment pot canviar la sonoritat de
I’instrument. Per exemple, si es mou I’anima cap amunt, en direcci6 el batidor el so sera
més brillant i fort, 1 si es desplaca a la dreta, cap a I’exterior, també sera més brillant
pero el so empitjorara per les baixes freqiiencies. Aquests canvis es poden produir en
variacions de 0,5 a 1 mm; aixi és que la millor construccio necessitara una bona oida del

luthier.

Tornant a I’objecte del treball, tant I’estética com la funcionalitat del pont en determinen

la seva forma.(fig. 2)
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Fig. 2. A I’esquerra, pont d’un violoncel, i a la dreta pont d’un violi



La diferéncia més gran d’un pont de violoncel amb el d’un violi és la llargada de les
“cames” 1 €s deguda a la diferent manera de tocar per les diferéncies obvies de tamany.
Per exemple, un pont de violi en un violoncel impediria tocar les cordes extremes (Do i

La) i un pont de violoncel en un de violi seria molt incomode.

Tal com es pot veure al segiient apartat, les “cames” del pont son les encarregades
d’enllacar les vibracions del pont a la caixa. L’amplada de les “cames” depén de
I’amplada de la caixa de ressonancia, ja que la superficie inferior del pont s’ha de
recolzar a la perfeccio amb la caixa de ressonancia per transmetre eficagment les

vibracions.

Per aquesta ra6 a I’hora de fer un analisis sobre el comportament del pont es tenen en

compte principalment tres punts del pont, representats a la fig. 3.
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Es pot veure que els contactes de la corda al pont s’aproximen a un punt, per una
velocitat i una forga; aquesta for¢a (Fy) és la que és transmesa per l’arc del
violoncel-lista a la corda que arriba al pont pel contacte als talls de la seva part superior.
Per estudiar a les freqiiencies a que treballa el pont aquesta simplificacié d’assignar tots

els contactes de les cordes amb un punt és suficient.



Una forga de I’arc paral-lela al pont permetra dominar les diferéncies d’intensitat del so,
sind ¢és aixi sera estrident 1 irregular, fet caracteristic d’un instrumentista de corda

principiant.

El contacte del pont amb la tapa superior és representat com dos punts, un per cada peu,
on es tenen en compte les forces que s hi produeixen 1 les velocitats verticals, que seran

les encarregades de repercutir les vibracions a la tapa superior.

Aplicant les equacions de I’estatica en sentit vertical, es troba que les dues forces
verticals dels dos peus en cada moment seran iguals i de sentit contrari (si es negligeix

I’acceleracio del centre de gravetat).

D F =0 F,=-F, (1a,b)
1 per sumatori de moments igual a 0:
h (2a,b)
ZM=0 Flz:_FZZZFOyZ

Llavors es pot descriure una matriu que relaciona les forces amb les velocitats:

Fy VA vy VA yl Z y2 vy yy —Z y2 Z y2 vy ()
Fl = Zly le le 1 || ~Fy2 le le 1Y
F, Zzy Z, Zy v, Zy2 Z, Z, v,

Els termes representats com a Z, s’anomenen impedancies, en aquest cas son
impedancies mecaniques, que relacionen les forces aplicades a un sistema (pont) amb
les velocitats dels seus punts. Es la propietat que descriu el comportament del cos

envers les vibracions.

Com que el sistema es considera lineal els termes de les impedancies que relacionen les
velocitats dels peus amb la forca es poden considerar iguals (Z12=21, Zy1=Z1y, Zyy=2y,
Z11=Zy) pel fet que és simetric i1 les impedancies entre el peu 1 amb la del 2 sén de
signe contrari (Zy; = -Zy,). En realitat el pont no és del tot de simétric, ja que per les
cordes greus (menys freqiiencia) el do 1 el sol, necessiten estar més separades del
batidor, perqué sén més gruixudes, 1 també és millor pel fet que les vibracions sén més

“robustes”, a freqiiencies més baixes.



Sol (=98Hz —Gy,) A la figura 4 es pot comprovar
Do (=654 Hz-C;) | Re(=146,8 Hz-D;) o '
La (= 220Hz —As) I’asimetria de la part superior del pont

de violoncel.

Eggers  (1959) 1  principalment
Steinkopf (1963) es van dedicar a

mesurar aquestes impedancies, en un

pont de violoncel.

Fig. 4 Il-lustraci6 on es veu que la Per construir correctament un pont cal
part superior del pont no és del tot
simétrica saber com es comporten les

deformacions en ell, per captar-les s’han utilitzat mecanismes holografics, on s’utilitzen
rajos laser que en ser aturats per 1’objecte incideixen sobre una capa fotografica i
d’aquesta manera es poden captar els moviments.

Perd un model molt interessant per estudiar les vibracions al pont d’un violoncel va ser
el que va plantejar Zimmermann (1967), on es basava amb 1’estudi cinematic del pont

en qliestio.

3. Estudi cinematic del pont

Des de ja fa unes desenes d’anys ’evolucié del violoncel ha portat a conéixer el pont
del violoncel tal com el coneixem ara, tot i que és dubtds que en un principi es tingués
un rigoros coneixement de la seva precisié de funcionament, com moltes coses, ha
evolucionat a partir de la propia experiéncia. Tot 1 aixi la mecanica i la matematica ha
ajudat a entendre el seu comportament envers les vibracions.

Zimmermann el 1967 va simplificar el moviment del pont

R Y

amb dos graus de llibertat, el moviment de la part superior i
g ._ ...... oo it la part inferior del pont, on la superior conté els suports de
les cordes i el cor, i a la part inferior les cames.

A la figura 4 es pot veure la simplifiaci6 del model

cinematic, considerant els peus del pont rigids 1 que vibra

Fig. 4 Simplificacio com si estigués compost de dos blocs.

del model cinematic



Cal tenir en compte que s’estan considerant els desplagaments com a infinitéssims.

La millor manera d’estudiar les vibracions en casos
com aquest ¢s definir centres de massa i les seves
ds inercies (fig. 5). La coordenada x, és la coordenada

local que permetra trobar el quée es desvia

horitzontalment els suports de les cordes. Com que

el sistema es descriu amb dos graus de llibertat (fig.
2), es defineix una segona coordenada independent,
Xy

Llavors es procedeix a estudiar el sistema a partir de

Fig. 5. Representacié estructural del pont, la resoluci6 de les equacions de Lagrange.

util per fer I’estudi cinematic.

3.1 Equacions de Lagrange

Les denominades equacions de Lagrange s’utilitzen a la mecanica per
trobar equacions del moviment. La seva aplicacid en el camp de 1’actstica
pot representar atipica pero sera molt Util en aquest cas.

La seva definicid és forga complexa, a continuacio s’explicara el més breu
possible.

Es basen en el fet que en un cos, la suma de les poténcies virtuals s’anul-la.
Zsistw* = ZSistg.V* + Zsist F.V* =0 (4)

On & s6n les forces d’inércia, i F representen les forces d’interaccio, les quals es poden

dividir amb les que son conservatives i amb les que no; i les v* son les velocitats
virtuals.

Com que per definicio les forces d’inércia son:
F=-2m-a (5)

1 la velocitat és la derivada temporal d’una distancia:

d — (< 30P wala:  OOP oV
V= —OP — .q. equival a: N _ Y 6
dt [,Z_ll oq } i og, o9 ©)

On q; son les diferents coordenades generalitzades.



Operant també s’obté: o = 4 ooP (7)
dt oq;

si s’anomena llavors #* a la poténcia virtual feta per #.

g*: _ m.a.@ = _Z m.dv o0P — iz m'V'@ — mvi@ =
sist aQ. sist dt aq| dt sist aq| sist dt aq|

o d oV oV d 0 (1 o (1
Léﬂ.> | — mv—— — mv—  |=—| ———| —- m.v2 | m.v2 —

_dar ar o
dtog, o,

I pel que fa a les poténcies virtuals referides a les forces conservatives, com que és

conegut que les forces conservatives deriven de potencial escalar (Feons—=grad V):

F >l<cons == v (ql) (9)
aq;

. * . .y . J4
Tornant a I’eq. 4, si s’acaba anomenant F, a les forces d’interacci6 exteriors que no sén

conservatives, s’arriba a I’expressié general de les anomenades equacions de Lagrange:

d(oT oTr ou .
—| |- —+T==F
dt[aqij og, - oq,

(10)

Vist breument la defincié de les equacions de Lagrange ja es pot avangar en el seu
estudi. Abans pero, s’han de trobar les expressions de I’energia cinética i potencial del
sistema.

NOTA: la velocitat del centre de masses my, es troba formulant:

X, =X, +od, (11)

S u

on o ¢s la velocitat angular de la part superior del pont, llavors es troba que :

©=""0 12
q. (12)
1 que:
d
o a4y 0,
Xg =X, T @ do_x +_dS(XS x) (13)



L’expressio de I’energia cingtica és:
T(G) =%- m-v(G)% + %-H(G)- w2 (14)

1 per tant, aplicant les dades del sistema quedara:

2
e I s e s s [ | —x )
T=_-m,-%i+--m, EXUJF s(xs xu)) +3 mo( J(xS X,) (15)
. g

d,
L S

corresponent a la corresponent a la part inferior
part superior

on ip €s el radi d’inercia del moviment de la part superior.

L’expressio de I’energia potencial és:

U(G) = 1. x(G)” + 1p.» (16)
2 2
on, s ¢és la rigidesa horitzontal i D la torsional, llavors es té:
§] :l-s-xuz +l'22-(xS -x,)
2 2 d; 17)

Les equacions de Lagrange aplicades al sistema del pont del violoncel son:

%

0
d (aT]_aT+au _ 18)

dt | ox; . OX, '

on F; és la forga que s’introdueixen al sistema (F,y, — a la part superior-).

Com que:

ﬂzmu).(u +m, (Xu +d_0'(xs _Xu)j[l_d_oj_[l_()} M, (Xs _Xu) (19)

oX, d d, d,

d(ar d d i )’

—|=—f=m % +4m_ -[1-=21]|% +—2(%. =% )|=|->1] -m, (X —X 20
dt(a)‘(uj u u 0- ( dsl(u ds (S U)J (dSJ 0 (S U) ( )
ouU D

— =X, —— (X, — X 21

axu u dsz (S U) ( )

S’arriba a:




Procedint igual per a I’altra coordenada:

d (ot cody o o de ()
a[ajzmo'[xu +d_ (Xs Xu)] d +m, (d j (Xs Xu) (24)

S R (P P T O 0 I - OO
0 "u ds ds ds 0 s dS ds dsz s u (26)

Aquesta segonas equaci6 s’iguala a 0 ja que a la coordenada x, no s’hi associa cap forga
externa.

Ja s’ha esmentat que els desplagaments es consideren infinitéssims, perd a més, son

vibracions que depenen del temps; la velocitat, desplagament i acceleracio en la forma

polar s’escriuen:

x=v-el
v-el o v
X = ——— per simplificar: X = —
Jo Jo

%= jw-v-e per simplificar: X= jo-Vv

aplicant aquest concepte i identificant les parts de les equacions anteriors com:
w3 @ @

Zy, = ja{mu +m, -(l—j—j}z +m, '[;Lj}r 535; J?LCOD (28)

Zy = jw{(%f J{;_(;T:IJF(LZ% (29)

Es poden simplificar les dues expressions generals com:

Zuu Yy _Zsu Vs = Fs (30)

Zss "V _Zsu “Vy =0 (31)
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Substituint i aillant les expressions anteriors s’arriba a la conclusié que:

F Zy Lo —Z2
_ S — ZYY — uu SS SU (32)
Vv Zy,

S

on Zyy és la impedancia que relaciona la velocitat amb la forca aplicades a la part
superior del pont, al contacte amb les cordes, ja que es consideren els peus rigids.
I tal com s’ha vist a I’apartat anterior (Eq. 3):

Z. v =F (33)

vy S 0y

Concloent aquest estudi cinematic s’observa que quan Zyy=0, la velocitat del punt
superior del pont pot prendre qualsevol valor per una Fo,=0, entra en un moviment
ressonant.

La freqiiéncia d’aquest moviment ressonant es pot relacionar amb els parametres fisics

del pont; substituint a I’eq. 25 resulten dues freqiiencies ressonants:

S D
CHAmem, o) ©

Els valors que se’n poden treure d’aquestes expressions son una molt bona aproximacio

dels valors calculats experimentalment, mitjangant técniques apropiades.

Seguidament es procedeix a tenir valors quantitatius d’aquest resultat, substituint per
valors reals, on les petites variacions de les magnituds de les dades entre diferents ponts
no fan canviar significativament els resultats.

S’utilitzen dades orientatives d’un pont real amb unes masses de my=5g, m,=4g (el pont
sencer sol pesar entre 7 i 9,5g), unes rigideses horitzontal i torsional de: s = 3,6:10° g-s?,
D =6,3-10" g'em™ (com més massa tingui el pont més gran seran aquests normalment),
un radi d’inércia de iy=2,45cm, 1 les distancies representades a la figura 5 de: dp=1 cm i
ds=3cm.

Substituint a les equacions 34 1 35 es troba que ®;=6324 rad/s 1 ®w,=13414 rad/s que
indiquen la velocitat en qué es mou el punt superior del pont. Les freqiiéncies que els
corresponen son: f, =2 _1006 Hz | f, =2 _2135Hz. Com es veura al segilient

27 27

punt, son molt proximes als valors calculats experimentalment.
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4. Models experimentals per determinar les vibracions

Per verificar la certesa d’aquests calculs s’haurien de corroborar experimentalment. Per
la dificultat de recollir el material necessari i la precisiéo a I’hora de mesurar el treball
conclou amb I’estudi fisic-matematic del pont, i a continuacié s’esmenten algunes

tecniques experimentals per veure el comportament de les vibracions.

4.1 Holografia

Consisteix en veure els petits desplacaments del pont quan aquest esta vibrant.
L’holografia es basa en el fet que quan s’il-lumina un objecte amb un feix de llum, 1’ona
queda refractada, i hi ha ones de llum que queden desfasades. Mesurant aquesta
refraccio a I’incidir sobre el pont quan vibra es podra saber quant s’ha deformat.
S’aconsegueix gracies a que si s’il-lumina una capa fotografica aquesta pot rebre les
ones tant les refractades com les que no i es podra tenir una representacié bidimensional

del que s’ha deformat.

Mitjangant aquest metode es poden
veure dos modes ressonants que té el
pont. Les magnituds de la freqiiencia,
obviament depenen de les propietats

del pont, tal com queda reflexat a les

! equacions 34 1 35.

Fig. 6 Modes ressonants del pont del violoncel

4.2 Utilitzant sensors
Cal dir que en aquest cas el que es busca ¢és la matriu d’admitancies, que és la inversa de

la matriu d’impedancies.

Vy ay a8y Fy ayy ay, —8y Fy
-1
V=YF=2"F= Vi |=1ay 11 12 Fl =| a,, a, -4, | Fl (36)
v, azy a, ay Fz - ayz —a, a, Fz

S’han fet les mateixes suposicions que en 1’eq. 3, on el pont es considera simétric
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Connectant un peu del pont amb un camp magneétic d’un transductor electrodinamic que
sigui capa¢ de crear una forga, (segons la figura 3 representaria la F,), connectant la part
superior del pont també en un camp magnetic que crei un voltatge induit 1 mesurant la

velocitat en aquest punt superior (vy), es podra trobar el valor ay, (fig. 7).

Per calcular la impedancia, Zy, o la seva inversa (I’admitancia a,y), de la qual se n’ha
obtingut la férmula teorica a I’anterior apartat (eq. 32), es pot procedir a excitar la part
superior del pont, amb una forg¢a produida mitjancant un camp magnétic i llegint la
velocitat en aquest mateix punt. En aquest cas s’ha d’asseguar que v; i v (les velocitats

del peus del pont siguin nul-les) (fig. 8).

Es crea un voltatge induit, s L,
representa la magnitud de S’excita el punt superior i se’n

I’admitancia a,». calcula la velocitat
- Fy, vy

{ it Transductor i 4

inamic
-

Fig. 7 Métode experimental Fig. 8 Métode experimental
per calcular a,, per calcular Z,. v;=v,=0

Aquests metodes aplicats a ponts de violi 1 de violoncel, permeten veure que quan el
pont esta en ressonancia, quan Z,,=0, el pont de violi vibra a una freqiiéncia 3 vegades
més alta del qué ho faria en un de violoncel. Es a dir, si es toca la corda do (C2) del
violoncel, que esta a un extrem del pont; la corda que hi ha en el mateix extrem pero en
un pont de violi sera el Sol (G3) i la relacio de les seves freqiiéncies és 3:

foy 196

= ~3 (37
fo, 054 S

Altrament dit, les freqiiéncies ressonants en un pont de violi corresponen pels volts de

3000 Hz 1 6000 Hz.
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5- Conclusions

Les cordes no poden transmetre el so a 1’aire per si soles, ja que no desplacen un volum
d’aire prou gran perque es pugui arribar a sentir el so plenament. Per aix0 les vibracions
necessiten ser transmeses a la caixa de ressonancia mitjancant el pont, I’element

estudiat.

Mitjangant les equacions de Lagrange s’ha pogut trobar matematicament la impedancia
que relaciona la forca amb la velocitat del punt de contacte amb les cordes. Bo hauria
estat poder verificar els resultats experimentalment, perd requereixen uns aparells
especifics de mesura de dificil abast. Tot 1 aixi, s’ha pogut veure que els resultats

obtinguts s’adiuen for¢a amb experiments ja realitzats.
Aquest camp de 1’acustica ¢és forca complex, perd no deixa de ser interessant. L estudi

realitzat només correspon a una petita part del conjunt de 1’actstica del violoncel, ja que

experiments semblants es poden fer amb la caixa de ressonancia.

14



