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1.Introduccio

Aquest treball encaixa dins del contingut de la assignatura de lliure eleccié: Musica i
Matematiques de la Facultat de Matematiques i Estadistica de la UPC. Es pretén ampliar
coneixements donats a classe. Concretament s’amplia el tema dedicat a la modelitzacid
d’instruments musicals de vent.

Tots els instruments de vent basen el seu comportament acustic en fer vibrar una columna
d’aire. Es pot modelitzar una equacio en derivades parcials per al comportament de columnes
d’aire de longitud finita imposant condicions de frontera als seus extrems. Aquesta equacio
pot ser unidimensional, es a dir, que només consideri com a variables el temps i la posicid
longitudinal. La seva solucié resulta separable. Pel que fa a la variable de sortida que es vol
obtenir, hom pot considerar la deformacid o bé la pressié. Resoldre la deformacié o pressié
per al cas unidimensional no representa una dificultat, si be quan es parla d’'un nombre major
de dimensions, aquestes depenen de la direccié considerada. Si se suposa la existencia de
superficies equipotencials es pot considerar que la pressio és un camp escalar.

Tot seguit es comentara breument com la vibracié d’una estructura genera ones sonores. Per a
que tal fenomen succeeixi cal, d’'una banda, un medi de propagacio per a les ones, i de I'altra,
un cos o estructura que pertorbi aquest medi, tot generant una oscil-lacié forcada d’aquest. En
el cas d’un instrument de vent, I’estructura vibrant és la columna d’aire, mentre que el medi
de propagacioé de les ones és I'aire (el que hi ha entre I instrument i el receptor).

El pavell6 és un element que es situa a I’'extrem obert d’'una columna d’aire. Aquest té per
objectiu millorar I'eficiencia amb que aquesta columna d’aire pertorba el medi.

Aquest treball tracta una modelitzacié del comportament de I'aire a I'interior d’'un pavellé de
revolucio, de perfil amb curvatura. L'equacio a que s’arriba al final del treball és la plantejada
per Agulld, Barjau i Keefe el seu article “Acoustic Propagation in Flaring, Axisymmetric Horns: |
A New Family of Unidimensional Solutions” [1]

2.Pavellons: definicio i generalitats

El pavellé és un element que, en menor o major mesura, acostuma a ser present en la major
part dels instruments musicals de vent (en que la persona bufa per obtenir so).Tot seguit es
mostra |'aspecte d’un pavellé en una tuba:
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s’observen dues parts diferenciades, d’una banda el conducte de seccid constant i de I'altre el
de seccio creixent (corresponent al pavelld)

L’objectiu del pavelld és de proveir d’una impedancia acustica entre la font (columna d’aire del
instrument de vent) i el medi exterior. En aquest treball no s’entra en detall amb el significat
d’impedancia acustica, pero a grans trets, augmentar-la implica augmentar la pressié sonora
d’un fluid a costa de disminuir la velocitat (o energia cinética) de les particules que el

composen. Impedancia acustica= Z = %

Un pavellé acostuma a ser definit com un conducte tancat pels laterals, la longitud del qual
acostuma a ser considerable enfront de les seves dimensions diametrals. Es digne d’esment
que la solucié d’una equacié que modeli un pavelléd amb longitud finita i que incorpori la
sortida d’aire al medi exterior es molt complicat i per tant, I'efecte radiant d’un instrument
musical de vent no es modela. Es a dir, les equacions de pavellons que s’estudien tenen
longitud infinita.
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3.Equacions de pavellons

Per tal de trobar equacions que modelin el comportament de I'aire dins dels pavellons, cal
resoldre I'equacio d’ones sota unes certes condicions de contorn en uns elements de volum
determinats. Cal d’una banda, que la superficie del pavellé tingui un flux nul a través d’ella.
Aixod s’obté imposant Vp - n = 0 on p es el camp escalar de pressions i n el vector normal a la
superficie que tanca el pavellé. Les condicions d’extrem (de problema de valor a la frontera)
serien aplicades en el cas que el pavelld tingués longitud finita.

Aguest treball es concentrara en trobar I'equacié que modela I'aire a I'interior d’un pavellé de
perfil curvilini. Per a la obtencid d’aquesta equacio, se suposara I'existéncia d’unes superficies
equipotencials (condicié necessaria per tal que es pugui considerar que la pressié és un camp
escalar), en les que la pressio sera constant. Aquestes superficies sdn, a més, invariants amb el
temps. D’altra banda, caldra trobar un sistema de coordenades en el qual una superficie amb
una de les coordenades constant i de valor definit respongui al perfil del pavellé. També cal
gue una altra de les coordenades, feta constant respongui a les superficies equipotencials.
D’aquesta manera I’equacio resultara separable en aquest sistema. Vegem-ho:

Suposem el sistema de coordenades {u, v, w}, on la coordenada “u=ct” correspon a les
superficies equipotencials. Llavors, la solucié de I'equacié és p = F(u, v,w, t). Si derivem p

. , . . d d
respecte qualsevol variable les demés variables romanen constants, aixi doncs % = i =0

donat que per u=cte(superficie equipotencial) i t=ct la pressio és constant al llarg d’una
superficie equipotencial en un instant determinat. Per aix0 es pot escriure p = F(u, t)G (v, w).
I ames, G(v,w) = ct de tal manera que es pot introduir la constant dintre de I'expressié de F i
s’arriba a que p = F(u, t) (equacié unidimensional). Caldra veure quan es resolgui I'equacié
per un contorn i unes superficies equipotencials particulars, si aquesta equacié també és
separable pel que fa a ti u(es a dir, si es possible expressar p = F(u)G(t))

Pel que fa a aquests sistemes de coordenades, Helmholz va estudiar que n’hi havia 11 de
possibles si es restringien a aquells que portaven a formes quadratiques confocals com a
superficies equipotencials (condicié d’altra banda també necessaria perque la solucio fos
separable). De tots aquests sistemes per aix0, només els corresponents a coordenades
el-lipsoidals (amb perfil de pavellé en forma d’hiperboloide d’un full) i les esferiques (que
donen perfil conic al pavelld i que no s’estudiara) tenen interés.

També se suposa que no hi ha perdues de frec amb les parets del pavellé ni cap altra perdua
d’energia (totes les potencies seran conservatives). Finalment s’estudiara I'equacio d’Agullé-
Barjau, en que, a més, es demana ortogonalitat entre superficie equipotencial i contorn del
pavelld per a un perfil donat. Aquesta situacio obliga a I'Us d’unes coordenades locals com es
veura més endavant.

Per al desenvolupament de tot plegat, es plantejara una equacioé en derivades parcials
unidimensional.
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3.1. Equaci6 de Webster

S’han proposat al llarg de la historia (més o menys recent) diverses equacions que modelen la
propagacio d’ones a l'interior d’un pavelld.

Daniel Bernouilli, Lagrange i Euler en varen desenvolupar al segle XVIIl i Al segle XIX Green i
Helmholz. A principis del segle XX Rayleight i Webster van arribar a la seglient equacié:

a’p(z,t)  c* 0
at2  A(z)oz

405

On A(z) es I'area transversal en el punt zi c la velocitat de propagacid del so en el medi.
Aguesta equaciéo modela la propagacio d’ones planes (les superficies equipotencials son plans)
a través d’un pavelld de perfil variable. La propagacid plana d’ones pot ser usat en una situacio
en que aquestes es propaguen a molt baixa velocitat. No s’entrara en detall de com s’arriba a
aquesta equacid. Tot i que més endavant s’arribara a ella com un cas particular de I'equacio
amb perfil curvilini de revolucid.

3.2. Equacio del pavell6 amb superficies equipotencials invariants en el
temps amb perfil curvilini de revoluci6

Es defineix el camp escalar p : R3—R com la pressié a cada punt de R3
L’equacid d’ones en tres dimensions s’expressa com:

10%p
agz - " P®

Es tracta d’integrar 'equacié d’ones a través d’elements de volum limitats per dues
superficies equipotencials separades per una distancia infinitesimal i el contorn del pavelld.

Es defineix una carta de R3

¢: UcR® +— VcR3 U =R?x (02n)
(§1,$2,€3) (x1,%2,%3)  V=R>—{(x,x2,x3) ER3: x, =0x3 >0}

Cal comentar que tot i que la carta no ompli R aixo no presenta cap problema a I'hora
d’integrar sobre la varietat donat que esta definida a tot arreu excepte a un semipla, que té
una dimensié menys que R3.
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Aguesta carta queda definida de manera les superficies de I’estil Im((;b(a, 52,53)) son les
superficies equipotencials. Les de I'estil Im(d)(fl, b, 53)) son superficies de revolucié al voltant
de I'eix x4 i per una ‘b’ determinada (b=B per exemple) aquesta superficie representa el perfil
del pavelld. Finalment les superficies de I'estil Im(qb(fl,fz, c)) son els plans que passen per
I’eix de revolucié del pavelld (a, b € R constansts arbitraries ¢ € (0 2m)). El seglient grafic
il-lustra la situacio.

. Im(9(1,b,55) Im(é(a,&,3))
X3 e

b %
/e g

L 4

Im((p(fl' 52' C))

Figura 1

., . a . , . . .
Aixi doncs els camps vectorials (*) {% i=1. .3} generen I'espai tangent a R3 i defineixen un

sistema de coordenades que s’utilitzara per plantejar I'equacié. Aquest sistema

decoordenades sera ortogonal de cara a simplificar el problema, aixo implica que el producte

d d
escalar 9 %

T T =0 Vi#j,Vp € U.Lametricade R3 en aquesta base és diagonal degut
o "p
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a aquesta circumstancia. Tot seguit es mostren les expressions corresponents a I'element de
longitud, element de superficie (superficie equipotencial) i element de volum expressants en
components per a la base descrita pel sistema de coordenades (*). Les components no nul-les

(corresponents a la diagonal) de la métrica en aquest sistema de coordenades sén hnz(fl, &).
Aquestes no depenen de &3 donat que s'imposa la condicié d’axisimetria.

3

ds? = Z h, 2 e, 2
n=1 dS; = hyhsd&,dé,

dV = hihyhzdédé,dE,

El gradient del camp escalar p s’escriu, en components del sistema de coordenades (*) com:
1 oJp 1 dp _ 1 dp

Vap = ]38, T or v 06, hy 04
%n 9y 0tn

Cal doncs, definir un element de volum que només depengui d’un parametre (I'equacié és

unidimensional) i integrar I'equacié d’ones tot deixant-la només en funcié d’aquest parametre.

Es considera W = {¢(&;,&,,&3) € R3:&, < B} el conjunt pertanyent al volum d’un pavelld de
longitud infinita, S,(Q)= Im(qb(Q, &, 53))ﬂW una superficie equipotencial d’area A(Q) i
S;(Q+d¢&;) la superficie separada d§; d’aquesta en la coordenada &;. En la seglient figura es
mostren els conjunts:

Volum W

Figura 2 (les superficies equipotencials estan dibuixades planes perd no ho sén a priori)
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L’element de volum V; (Q) queda limitat per S;(Q), S;(Q+dé;) i el contorn del pavellé. dS;(Q) es
el vector normal a S;(Q). Aixi doncs:

n@-= |

v = dg, f hihohs dE, dés
V1(Q)

Tot seguit es procedeix a integrar I'equacié d’ones a traves d’aquest element V; (Q) per tal de
trobar una equacié que modeli el comportament de I'aire a l'interior del pavellé.

Es comenca per integrar el membre esquerra de I'equacio (2):

19%p 19%p 1d%p
J, o ca = [| o mhohs dga dts = 557 a6 || mahahs i a3
1

Com que p es constant al llarg d’una superficie equipotencial a cada instant (per definicid), les

. . . a2
derivades temporals successives també ho seran. D’aquesta manera, es pot treure ﬁ fora de

la integral.

L’espessor de I'element de volum (depenent de &;, &3, es a dir, el punt de S;(Q)) té per valor
mig :

h1 dS 1

A
51(Q) as @

J.51(Q)

(hy) = f hyhyhs dE; dE,

| per tant:

f f hihyhg d&, dé3 = (hy) A(Q)

Substituint a (3) s’obté:
10%p 10%p
——dV =—— A 4
-[V © C2 atZ dv CZ atz <h1> (Q) dgl ( )

1

Es procedeix a integrar el membre dret de I'equacio:

f VzpdV=f p - (—dS) +f p-dS (5)

V1(Q@) 51(Q) 51(Q+dé1)

Per arribar a aquest resultat s’ha utilitzat el teorema de la divergencia al llarg del volum V; (Q).
Cal dir que la integral al llarg de la superficie del pavell6 no apareix donat que Vp - n = 0
essent n el vector normal a aquesta. Es a dir, el gradient de pressié a través de la superficie del
pavelld és nul, aquesta és una condicié de contorn necessaria per a arribar a I'equacio.

Es procedeix a calcular Vp - dS:
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En les superficies que es tracten, I’Ginica component no nul-la de dS es dS; (perqué és el vector
normal a S,), i pren per valor dS; = hyh3d&,d¢&, . Per tant:

aP hyhs

dfz d¢3

. L 1
Es calcula el valor mig de la funcié inversa de I'espessor (h—) alllarg de S;
1

1 fSl @ h1 hyhs
W ol Rt
i@ %

1

Aillant s’obté:
hyhs 1
|| %2 a2 a5 = 4@
1

S’anomena Q(Q) a la segient funcio:

_ T ap h2h3 h2h3
0= [ w-ds = [[ PR = 7 [ B gz = 37 G a

Llavors, tornant a (5)

)

1

vzpdv=f Vp-(—d§)+f Vp-dS =Q(Q +dé&) —QQ) =
(@ 51(Q) $1(Q+dé&q1)

_0Q+dE)-00) . _00@ . _ 0 [dp
= a, U= %1 =57 log

Cal aclarir que si d&; és prou petit dé; = Alfim0 A&, i per tant:
1—)

4] d6: (6

QQ +dé) - Q) _ lim QQ +A%) — Q) _ 02(Q)

dsy 8§50 Ay o0&

Per la definicié de derivada.
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Finalment, s’escriu I'’equacié del pavell6 amb superficies equipotencials invariants en el
temps amb perfil curvilini de revolucié tot igualant (4) i (6):

lazp 1 [
c20t2 ~ (hy) A(Q) 0, l9g, 'h

G A@| @

3.2.1. Limit de l'equacié per a ones planes (Equacié de Webster)

Pel que fa a I'equacié de Webster, s’observa que s’hi pot arribar fent (h;) = 1 i de fet, no
només el valor mig és 1, hy(&;,&,) = 1 (I'espessor diferencial de = hydé&;) . Es recorda que les
ones que es propaguen pel pavellé corresponents a aguest model sén planes i paral-leles.

9%p(z, t) c? ap(z t)
a2 Az )6 ]

3.2.2. Us de coordenades locals

Donat un perfil arbitrari d’'un pavellé6 amb curvatura revolucionat al voltant d’un eix, si volem
imposar que les superficies equipotencials contiglies S1(Q ), S:(Q+dQ) hi siguin ortogonals en la
seva interseccid, aquestes no tenen perque provenir de fer una coordenada constant.

Posem un exemple: si les superficies equipotencials sén el-lipsoides provinents de les
coordenades el-lipsoidals centrades a I'origen, els hiperboloides d’un full que apareixen de fer
gue la coordenada corresponent sigui constant no son ortogonals als el-lipsoides sempre. En el
cas on si que succeeix aixo és en cas d’utilitzar coordenades esferiques i que el perfil del
pavelld sigui un con, pero aquest no es un model prou acurat per als pavellons, que sén
curvilinis.
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Figura 3: Superficies resultants de fer constants dos parametres de les coordenades
el-lipsoidals(en resulten el-lipsoides i hiperboloides d’un i dos fulls, els d’un full poden ser usats
contorn del pavello i els el-lipsoides com a superficies equipotencials)

Experimentalment esta comprovat que, assumint la no existéncia de frec amb les parets del
pavelld, les esferes, o en tot cas els el-lipsoides de revolucid, sén un bon model de les
superficies equipotencials que es generen en un pavellé real i la ortogonalitat de les superficies
equipotencials amb les parets també es una hipotesis prou aproximada (Observis que en la
equacio (7) el sistema de coordenades usat demana ortogonalitat entre superficies

a , .

coordenades, donat que {%} és ortogonal). A part del problema de la no ortogonalitat entre
i

hiperboloides i el-lipsoides, també es destacable el fet que els diferents perfils atribuibles a un

pavelld real poden ser molt diversos i el hiperboloide d’un full no s’aproxima prou a aquest

perfil real.

Aixi doncs, la solucié que finalment es déna, és utilitzar un sistema de coordenades local per a
cada superficie equipotencial. S’utilitzaran coordenades esferiques o bé el-lipsoidals centrades
a un punt adient. D’aquesta manera, |'element de volum queda limitat per dues superficies
expressades en sistemes de coordenades diferents $;(Q )%, S,(Q+dQ)**%. S’anomenen els
sistemes de coordenades per expressar la superficie equipotencial que li correspon (segons Q)

2@ . . . ,
a$1(Q)%:(x) {E i=1. .3}. Tot seguit es mostren les expressions corresponents a I'element
i

de longitud, element de superficie (superficie equipotencial) i element de volum expressants
en components per a la base descrita pel sistema de coordenades (**):

3
ds? = Z[th]z (dan)2
n=1

dS; = hy%h3%dn, dns?

dV = hy?hy % hs? dny Y dn, % dns?
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Les seglients imatges pretenen aclarir aquesta circumstancia:

Aqui I'espessor entre $;(Q )%,
Q Y ) )
S,(Q+dQ)™ coincideix amb que hi ha // loca

entre sl(Q)Q,Sl(Q+dQ)Q+NQ J / element
Q

horn
profile

Q+
5.7 Q+dq)

\horn local ts?(@do)

approximation

Q
we S3(@)
. -T?zp

Figura 4: S’observa que donat un perfil qualsevol les superficies 1,¢ = ct poden ser ortogonals
al perfil en un punt pero no necessariament a un punt allunyat dQ d’ell, en canvi si definim un
sistema de coordenades diferent a Q+dQ i fent n,2+%% = ct si que es pot aconseguir.

s%Q) ~59(Q + dQ)
assurmed not assumed
equipotential equipotenticl
surfaces surfaces

Figura 5: Aqui s’observa com les superficies de I'estil £&; = ct expressades en un sistema de
coordenades donat no son ortogonals al perfil en tots els punts
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S’observa que les coordenades locals aproximen fins a termes de segon ordre el perfil de del
pavellé ja que les superficies definides per les coordenades locals son formes quadratiques,
hiperboloides d’un full o cons. Gracies al fet d’utilitzar coordenades locals per a cada superficie
equipotencial, el perfil del pavellé podra ser practicament qualsevol, només caldra adaptar
com varien els sistemes de coordenades al llarg de Q de manera que es mantingui
ortogonalitat entre superficie equipotencial i perfil. | els sistemes de coordenades s’agafaran
esferics o be el-liptics donat que sén aquells que més aproximen les superficies equipotencials
a les reals.

Cal veure que en aquesta assumpcio, I’espessor del perfil no es correspon amb h;, donat que
S,(Q+dQ)**? és diferent de S,(Q +dQ)%i hy és precisament I'espessor entre $,(Q)% i
S,(Q+dQ)%

Vegem-ne un exemple. Si el sistema de coordenades es |'esféric i per tant la superficie
equipotencial a Q és una esfera centrada a “0”, la seglient superficie equipotencial si
mantinguéssim el sistema de coordenades seria una esfera centrada al mateix punt “O”. En
canvi, utilitzant un sistema de coordenades diferent a Q+dQ,, la esfera del segon sistema de
coordenades estara centrada en un altre punt, diguem-li O+dO. D’aquesta manera, es veu que
I’espessor de I'element de volum no es constant. Vegem-ho en la imatge segient.

equipatential
spherical surfaces
(non concentric)

2
% O+dO ((concemric

spherical
surfaces

Figura 6: En aquesta figura s’observa la separacid entre O i dO

Aixi doncs, per tal de trobar un espessor mig existeix un problema si es vol adaptar I'equacio
(7) a aquestes coordenades locals, i dificil de resoldre de forma exacta. La solucié que es
proposa a l'article consisteix en el seglient:

Pel que fa a {h,, h3}, aquests poden ser substituits per {th, th} en I'equacié (7), ara be, hy
s’haura de substituir per una funcié que representi I'espessor d’aquest element limitat per

14
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dues superficies que s’expressen en sistemes de coordenades diferents. Es proposa doncs, fer
una aproximacid. Es defineix una f(z) tal que dv = f(1,9) th dle aproximi I’espessor real
(limitat per S4(Q)% i S;(Q +dQ)*"*?a diferencia de dw = h;? dn;?,que esta limitat per $,(Q)% i
S,(Q +dQ)?). Per tal de fer aquesta aproximacié s'imposaran unes condicions a complir per
f(z) . S'observa que els punts 7,¢ = 0 corresponen a un punt de I’eix de revolucié per a cada
superficie equipotencial, i els punts 7,2 = BY corresponen als cercles resultants d’intersecar
les superficies equipotencials amb el perfil del pavellé. Es defineixen a continuacié les
condicions que es demanen a f:

e f(B?)=1 Com s’observa al dibuix (mirar figura 4 I'espessor an,? = BY coincideix

amb I'espessor th dle, per aixo s'imposa aquesta condicid)

espessor de Vi(Q)real =dv, __ ,
. 0)= =A de manera que en aquest punt, on I'espessor
f( ) espessor de Vlo(Q)Edan (Q) q a P P

es maxim, aquest es fa coincidir amb la diferencia real entre S;(Q)%i S;(Q +dQ)%**®
' d(f(n2°
e f(0)= % = 0 per imposar que aquest punt és un maxim
2

f podria ser, per exemple, una parabola, s’observa doncs la seva forma:
flz) ¢

F0)=AQ)

fBYH=1

¥

B¢ z

En resum, I'equacié Agullé-Barjau-Keefe del pavelld resulta ser la mateixa que a I'apart 3.2. (7)
amb la diferéncia fonamental que cal adaptar un sistema de coordenades per tal d’expressar
les superficies equipotencials que tanquen cada element de volum i també cal aproximar
I’espessor d’aquest element:

19%p 1 0 [ dp

2ae2 = {59y 4(Q) amyC lam, ¢

1
PAQ@| ®

Ondv = §¢ dle = (1,9 th dle es un espessor aproximat de I’'element de volum i

2@ . .
{ﬁ i=1. .3} és el sistema de coordenades local per a cada punt Q.
i
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3.2.3. Limitacions de I'equacio

El problema que presenta aquesta equacio, és precisament que I'espessor de I'element de
volum que integrem no es constant, i no només no es constant sind que els elements de volum
consecutius es deformen. En aquestes condicions assumir que el flux es unidimensional es una
simplificacid que té conseqiiencies que hom ha d’assumir si vol resoldre I'equacié per métodes
numerics, per exemple.

4 Resum i observacions

S’observa que per tal d’aconseguir una equacio unidimensional que modeli el comportament
de I’aire en un pavelld cal que I'equacié sigui separable pel que fa a les coordenades espacials,
aix0 s’aconsegueix mitjancant I” introduccié de superficies equipotencials (que provinguin de
superficies coordenades).

La propagacio d’ones planes a traves d’un pavellé queda modelada per la equacié de Webster.
D’altra banda els sistemes de coordenades proposats per Helmholz que porten a certes
guadriques confocals permeten modelar una equacié amb superficies equipotencials
el-lipsoidals o esferiques. Aquesta té com a inconvenient que les superficies equipotencials no
son ortogonals al contorn del pavelld,que es correspon a una altra superficie coordenada (no
s’han estudiat en aquest treball).

Finalment, de forma abstracta es pensa en un sistema de coordenades que porti a superficies
coordenades ortogonals entre elles i que representin superficies equipotencials i el perfil del
pavelld (equacié (7)).

Donat un perfil qualsevol, es planteja usar unes coordenades locals per definir superficies
equipotencials a cada punt, de manera que aquestes siguin superficies coordenades i
ortogonls al perfil del pavellé. Es pensa en les coordenades proposades per Helmholz
centrades a un punt convenient (variable). Es resol mitjancant aproximacions adients la
equacio (7) (resultant-ne la equacid (8)).
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