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PROBLEMA 1 — SOLUCIO

35pt (a) Abelianitzacié Si D és involutiva, llavors pot generar-se per camps vectorials que commuten.

m
e Tenim Y, = Z Bik B és la matriu dels Y, en la base dels W’ iB= (g;) on By és

ozt
una matriu r x r invertible i By és una matriu (m—r) xr.

Definim Xy = >_)_, C% Y, on C és invertible —aixi D|y = (X1,..., X,).
, ja que
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Escrites en blocs, tenim A = (ﬁ;) = (g;) (€)= (g;g) = <BI;C>’ si prenem C' = B; !
9
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D’aqui tenim que X = Dk + Z A"
i=r+1
e Calculem [Xj, Xy] =

- 6$k+z ’“ai’aﬁZAfaxJ = D (Bl g ngf ) o

j=r+1 j=r+1

Notem que no té cap terme en els %, . Tanmateix, essent D involutiva, [Xg, X/, ha

b 8LL‘T .
de ser combinacié dels Xi,...,X,: >0 _ 1 ¢" X, => ;1 g" W + ..., on els punts suspensius

sén combinacions dels ?H, L’inica manera que un camp vectorial d’aquests

»
compleixi les dues cond1c1ons és que sigui nul: [Xy, X,| = 0.

A partir d’ara, doncs, suposem que tenim D|y = (Xi,..., X,) on els X} son linealment independents
en tot punt i commuten.

6'5pt (b) Redrecament Sir camps vectorials linealment independents arreu commuten, llavors es poden
redregar simultaniament.

Procedint per induccié, i essent el cas k = 1 ja conegut, suposem que tenim coordenades
o)
(... 2%yt y™) tals que X; = 8x1""7X:W'

e Podem expressar Xs11 = Y 5, @ azz + Z] st 1 a =, on en principi les components sén

funcions totalment indeterminades. Imposem-hi la commutacié amb els X; =
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Que aixo sigui nul significa que totes les components s’han d’anullar, és a dir, que les funcions
a’, b només poden dependre de les variables y/: X, => 7 a'(y )8# + Z] a1 V(Y )ay]
e En aquesta expressié6 de Xgy1 algun ¥’ no s’anulla; altrament, X,,; no seria linealment
independent amb els X; (1 <i < s).
Prenem ara l’expressié Z = E;”: st 1 bj(y)%. Pensem-la, si convé, en coordenades, en un
espai R™7%: hi és un camp vectorial no nul, i per tant, d’acord amb el teorema de redrecament
de camps vectorials, amb un canvi de coordenades (les coordenades y) que no especifiquem,
es pot escriure Z = y§+1

Tornant a pensar en X1, la conclusié és que, amb un nou sistema de coordenades, que

continuem escrivint (z,y), es pot expressar X1 = Y 5 ; a'(y )axz + 8ys+1



e Finalment provem el canvi que ens és suggerit: z° = 2° + h'(y), 3/ = /. Es veu immediata-
ment que
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=2

oz’ 0T Byl axz top

En aquestes coordenades els X; conserven la seva expressid, mentre que tenim

> . on o)
XS+1 = Z ﬁm’ Z 6ys+1 61’1 agerl :

i=1

. . ., .- v . . .
Per a aconseguir 1’expressio des&t ada per a a uest camp vectorial cal que s’hi anullin els
. Aix0 significa imposar, per a cada i,

; oh'
1 —
a'(y) + By 0,
que és una equaci6 (per a h') d’integracié immediata: h' = — [a'(y*T, ... y™)dy*T1. Amb
aquesta tria, hem aconseguit Xz = %.
Ara tenim coordenades (z!,...,2™) tals que D|y = <%, ey a‘z,.>.

05pt (c) Integracié Una tal D és integrable.

r+1 r+1
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= " defineixen clarament subvarietats de dimensié r, i
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oz?

e Les equacions ©
=0 quani<rij>r.




