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Proposit

Aquests «fascicles» recullen I'esquelet de Passignatura d’Analisi Vectorial,
impartida per 'autor dins la titulacié d’Enginyeria de Telecomunicacié de
PETSETB (pla 1992) durant la primavera de l'any dos mil. No hi ha
demostracions, ni gairebé exemples. Només les definicions i els teoremes.
No sén, doncs, un material que pugui substituir d’alguna manera els apunts,
ni tan sols pot servir d’introduccié als diversos temes de I'assignatura. Les
finalitats basiques d’aquestes notes sén ser un resum de referéncia de la
teoria, (amb el benentés que cal haver-la estudiada i treballada abans) i ser
un ajut per a foragitar els errors que a vegades habiten les pissarres i els
apunts.

Aquests apunts van ser revisats en els anys posteriors. L’assignatura va
desapareixer amb el segiient pla d’estudis (2009), pero si s’hi troben errades
o possibles millores encara se’n fara alguna revisio.

Les definicions apareixen subratllades. La resta d’enunciats sén proposici-
ons, teoremes, corollaris, ... Alguns comentaris i resultats auxiliars també
hi apareixen, amb una lletra més petita.
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Topologia de R"

Funcions de diverses variables

L’espai euclidia de dimensié m (m > 1) és el conjunt R™ de m-ples de
nombres reals

r=(z'. .. 2™) = (") 1<i<n,
on z',...,2™ € R sén els components de z.
Una funci6 real de m variables és una aplicacié f: A — R que a cada punt
2 d’un subconjunt A C R™ (el domini de f) li assigna un nombre real f(z)

(el valor de f en x).

Si la funcié ve donada per una «férmula» considerarem, en principi, que el seu

domini sén tots els punts on aquesta férmula es pot calcular.

Més generalment considerarem funcions vectorials f: A — R"™,

fla) = (f(x),.... f(2)),

on les funcions escalars f7: A — R sén les components de f.

La imatge o recorregut de f és el conjunt f(A) dels seus valors:

f(A) ={f(z) |z € A} CR".

El graf de f és el conjunt dels parells formats per cada punt de A i el seu
valor:

Iy={(z,y)[z€ A y=f(z)} CAxR".

Donat ¢ € R”, el conjunt de nivell ¢ és
Tl o)={zcA|flz)=c} CA.
Observem que tot A és la reuni6 de tots els conjunts de nivell:
A=Ueernf(c).
D’altra banda, geometricament els conjunts de nivell es poden obtenir tallant el
graf de f amb els subespais y = ¢: Ty N (A x {c}) = f~*(c) x {c}.

Normes i distancies

Sigui E un espai vectorial real (o complex). Una norma en F és una

aplicacié p: E — R tal que, per a qualssevol vectors =,y i escalar )\,
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e p(z) >0,ip(x)=0siiz=
o p(Az) = [N p(z)
o p(z +vy) <p(x)+p(y) (desigualtat triangular)

Es diu que (E,p) és un espai normat.
Quan s’utilitza una sola norma és habitual representar-la amb una notacié
com ara ||z| = p(x).

Sigui E un espai euclidia (o unitari), amb producte escalar (z|y). La igual-
tat

]l = v/ (z]x)
defineix una norma en F, dita norma euclidiana.

Tot espai euclidia és doncs un espai normat, pero hi ha normes que no provenen
d’un producte escalar. Perque una norma es pugui definir per un producte escalar
és necessari i sufucient que satisfaci la llei del parallelogram

2 2 2 2
2(]l )" + llyl™) = lle + ylI” + llz — ylI”-

Els exemples més importants de normes a R™ sén:

e La norma ecuclidiana

1/2
lellz = (2 + .+ 2" ]2)2
n
que prové del producte escalar estandard: z -y = (z|y) = > =
i=1

i

Y.

%

e La norma del taxi
el = fat+ ...+ |2"].
e La norma del suprem
[l = sup(|at], ..., |2"]) .

Estan relacionades. Per exemple es compleix

[2lloe < llzlle < flzfly <7 f|2]loo -

Aquestes normes sén casos particulars de la les normes LP (amb p > 1), definides
per
_ 1p np 1/p
el = (12 +-.. +a"7)7 .

La norma del suprem n’és el limit quan p tendeix a infinit.

De manera analoga, si es considera ’espai de les funcions reals continues definides
en un interval compacte, C([a,b], R), s’hi poden definir normes similars:

b 1/2
1l = (/ |f<t>|2dt> ,
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b
Hf||1=/ O] e
1l = sup [£D)]-

t€a,b]

Els exemples anteriors s’apliquen sense cap canvi als espais complexos C™ o

C([a,b],C).

Sigui £ un conjunt. Una distancia en E és una aplicacié d: E x E — R tal
que, per a qualssevol punts x,y,z € F,

e d(z,y) >0,id(z,y) =0siiz =y

o d(z,y) = d(y,z)

o d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)

Es diu que (F,d) és un espai metric.

Sigui F un espai normat. La igualtat

d(z,y) = [z -y
defineix una distancia en E.
Aixi doncs tot espai normat és un espai meétric, pero evidentment no tota
distancia prové d’una norma.

En el cas que la norma sigui una norma euclidiana, es diu que la distancia
corresponent és la distancia euclidiana.

Per exemple, la distancia euclidiana a R"™ és

n 1/2
e - (St vt)
i=1

Semblantment, la distancia euclidiana entre dues funcions f,g €
C([a,b],R), dotat del producte escalar integrant en [a, b], és

b 1/2
d(f.g) = ( / £(0) —g<t>|2dt> .

Conjunts oberts i tancats

Siguin p € R™, r > 0. Es defineixen:

e Bola oberta de centre p i radi r:
B(p;r) ={z e R" | d(p,z) <r}.
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e Bola tancada de centre p i radi r:
B(pir) ={z € R" [ d(p,z) <r}.

A vegades també s’usen:
e Esfera de centre p i radi r:
S(p;r) ={z € R" [d(p,z) =1}.
e Bola perforada de centre p i radi r:
B*(p;r) = B(p;r) — {p}-

Un conjunt fitat és aquell que esta contingut en alguna bola.

Una funcié es diu fitada si el seu recorregut és un conjunt fitat.

Donats p # ¢, existeix r > 0 tal que B(p;r) N B(g;r) = @.

Respecte a un subconjunt A, es diu que un punt p és:
e Punt interior: si hi ha alguna bola B(p;r) C A.
e Punt adherent: si tota bola B(p;r) conté punts de A. Pot ser:
aillat (o isolat): hi ha alguna bola B(p;r) tal que ANB(p;r) = {p},
d’acumulacié: tota bola B(p;r) conté punts de A diferents de p.
e Punt frontera: és adherent perd no interior.
O sigui: tota bola B(p;r) conté punts de A i punts que no sén de A.
e Punt exterior: si no és adherent.
O sigui: alguna bola B(p;r) no conté cap punt de A.

Sigui A C R™ un subconjunt. Es defineixen:

e Interior de A, A= Int(A) = {punts interiors de A}.
e Adheréncia de A, A = {punts adherents de A}.

e Frontera de A, Fr(A) = {punts frontera de A} = A — A
e Exterior de A, Ext(A) = {punts exteriors de A} = R" — A.

[e] —
Est¢ AC ACA.
Donat qualsevol A C R, es pot escriure R"™ = Int(A) U Fr(A) U Ext(A), i aquests

tres conjunts sén disjunts.

Si p és un punt interior de A, es diu que A és un veinat de p.

Un subconjunt A es diu obert si A = A (tots els seus punts sén interiors).

Un subconjunt A es diu tancat si el seu complementari és obert.
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Un subconjunt A és tancat sii A = A.

Un subconjunt és tancat sii conté tots els seus punts d’acumulacié.

Un subconjunt és tancat sii conté tots els seus punts frontera.

Les boles obertes [tancades] sén conjunts oberts [tancats].
Els conjunts finits sén tancats.

Els tinics conjunts oberts i tancats alhora dins R™ sén @ i R™.

Propietats dels conjunts oberts de R":

i) @i R™ s6n oberts.

ii) La unié d’una familia arbitraria de conjunts oberts és obert.
iii) La interseccié de dos conjunts oberts és obert.

Propietats dels conjunts tancats de R™:

i) ©iR" s6n tancats.

ii) La interseccié d’una familia arbitraria de conjunts tancats és tancat.
iii) La uni6 de dos conjunts tancats és tancat.

En canvi, la interseccié d’una familia infinita de conjunts oberts pot no ser obert,

i la uni6 d’un familia infinita de conjunts tancats pot no ser tancat.

Successions. Conjunts compactes

Una successié de punts de R™ és una aplicaci6 N — R'™; usualment es
representa amb una expressié com ara (ry)keN, 0 fins i tot (zg).

Ja que cada punt zp té n components, donar una successié (zx)ren de
punts de R™ equival a donar n successions de nombres reals (xff) keN, amb
i=1...n,a,=(z},....27).

Es diu que a és limit de (xy) si
(Ve > 0) (Fko € N) (k > ko = d(zp,a) <e).

Equival a afirmar que d(zx,a) — 0.

Si una successié té limit, és unic.

En tal cas la successié es diu convergent i es posa a = klim T, i també
- — 00

T — Q.

Tota successié convergent és fitada.
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Una successié en R"™ és convergent sii ho sén les n successions coordenades;
en tal cas, limzy = a <= limz} =a’ peracadai=1...n.
Siguin ax — a, by — b, A € R. Llavors

ar + by = a+b, Adag — Aa, (ag|bg) — (ald).

Si (yx) és fitada i z, — 0, lavors (yx|zx) — 0.

Una successié (xg) és de Cauchy si
(Ve > 0) (Fko € N) (k,l > ko = d(zp, 1) <€) .

Una successi6 (zx) en R™ és de Cauchy sii cada successi6é coordenada (z?)
(i=1...n) és de Cauchy.

R™ és un espai complet: una successio és convergent sii és de Cauchy.

Siguin p un punt, A un subconjunt. Llavors p € A sii existeix una successié
d’elements de A convergent cap a p.

Siguin p un punt, A un subconjunt. Llavors p és un punt d’acumlacié de A
sii existeix una successié d’elements de A — {p} convergent cap a p.

Sigui (k;)jen una successié estrictament creixent de nombres naturals.
Donada una successié (ag)ren d’elements de A, es diu que la successié
(ar,;)jen és una successi6 parcial (o subsuccessi6) de (ay).

Un subconjunt A C R™ es diu compacte (o, per ser més precisos, compacte
per successions) si compleix la propietat segiient: tota successi6é d’elements
de A té una successié parcial convergent cap a un punt de A.

Teorema de Borel-Lebesgue

Un subconjunt de R™ és compacte sii és tancat i fitat.



2.1

(2.1.1)

(2.1.2)
(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

Xavier Gracia — Analisi vectorial. Fascicles de resultats — 8 maig 2014 10

Limits i continuitat
Continuitat

Siguin A C R™ un subconjunt, f: A — R™ una funcié, i a € A un punt.
f es diu continua en a si

(Ve>0) (36 >0) (Ve e A) d(a,z) <d = d(f(a), f(x)) <e,
que també es pot escriure

(Ve >0) (35 >0) f(ANB(a;d)) CB(f(a);e).

f es diu continua si ho és en tot punt del seu domini.
Si a és un punt aillat de A, f hi és continua automaticament.

Siguin f: A — R", a € A C R™. S6n equivalents:
i) f és continua en a.
ii) Per a tota successié (ay) d’elements de A tal que ax — a, f(ax) — f(a).

Sigui f = (f*,...,f"):A — R"™. f és continua en a sii ho sén les seves
funcions components f7: A — R.

Si f és continua en a, f és fitada en algun veinat de a.

Si f:A— Réscontinuaenai f(a) # 0, f no canvia de signe en un veinat
de a.

Siguin f,g: A — R"™, on A C R™, A € R. Si f i g sén continues, també ho
sén f+g, Af i (flg).
En el cas n =1, si f no s’anulla llavors 1/f és continua.

Les projeccions coordenades pr;: R™ — R, pr;(z) = z°, sén continues.
Les aplicacions lineals sén continues.
Les funcions polinomiques sén continues.

Les funcions racionals sén continues arreu on no s’anulla el denominador.

Siguin A c R™, BC R", AL R", B % R? amb f(A) C B.
Siguin @ € A, b = f(a) i suposem que f és continua en a i g és continua
en b.

Llavors g o f és continua en a.
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Sigui f:A — R", on A C R™. S6n equivalents:
i) f és continua.
ii) Per a tot conjunt obert V.C R", f~}(V) = ANU, on U C R™ és
obert.
iii) Per a tot conjunt tancat T C R", f~1(T) = AN S, on S C R™ és
tancat.

El teorema anterior s’aplica a la construccié de subconjunts oberts o tancats
de R™.

Propietats de les funcions continues

Sigui f: A — R" continua, on A C R™. Si A és compacte, f(A) és com-
pacte.

Teorema de Weierstrass

Si f: A — R és continua i A és compacte, f assoleix un maxim i un minim.

Siguin A C R™, f:A — R". f es diu uniformement continua si

(Ve >0) (36 >0) (Vr,y € A) d(z,y) <d = d(f(z), f(y)) <e.

Si f és uniformement continua llavors és continua.

Teorema de Heine

Si f:A— R" és continua i A C R™ és compacte, f és uniformement continua.

Siguin A C R™, f: A — R"™. f és lipschitziana si existeix un nombre L > 0
(constant de Lipschitz) tal que

(Vz,y € A) d(f(z), f(y)) < Ld(z,y).
f lipschitziana = f uniformement continua.

Un cami és una aplicacié continua v: I — A, on I C R és un interval.

Si I = [to,t1] 1 v(to) = ao, y(t1) = a1, es diu que ~y uneix ag amb a;.

Un subconjunt A C R™ es diu arc-connex (o connex per arcs) si, donats
dos punts qualssevol ag, a; € A, existeix un cami (dins A) que els uneix.

Si f: A — R"™ és continua i A és arc-connex, f(A) és arc-connex.

Un subconjunt J C R és arc-connex sii és un interval.
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Teorema del valor intermedi
Sigui f: A — R continua, on A és arc-connex. Siguin by,b; € f(A) dos
valors de f. Si by < b < by, existeix a € A tal que f(a) = 0.

Donats dos punts a,b € R”, el segment que els uneix és el conjunt
[a,b] ={a+t(b—a) | 0<t<1}.

Un subconjunt A C R es diu convex si, donats dos punts qualssevol de A,
el segment que els uneix també és dins de A.

Les boles sén subconjunts convexos de R™.

Tot subconjunt convex de R"™ és arc-connex.

Limit d’una funcié en un punt

Siguin A C R™,i f: A — R". Siguin a punt d’acumulacié de A, 1 b € R".
Es diu que b és limit de f(z) quan = — a si

(MVe>0)(35>0) (Ve e A—{a}) d(z,a) <dé= d(f(x),db) <e.
La darrera implicaci6 es pot escriure z € B(a;0) = f(z) € B(b;e). Per
tant la definicié tambés es pot expressar aixi:

(Ve>0) (35 >0) f(ANB"(a;0)) C B(bse).
Si una funcié té limit, és unic.
Llavors s’escriu lim f(x) = b, i també f(z) — b quan  — a, x € A.

rEA

Siguin f: A —» R"™ (A C R™), i a punt d’acumulaci6 de A. Sén equivalents:

i) limyq f(z) =0,
ii) Donada qualsevol successi6 (ax) d’elements de A — {a} amb limit a, la
successi6 (f(ag)) convergeix cap a b.

Sigui f:A — R™. Sia € A és un punt d’acumulacié, f hi és continua sii
lim, ., f(z) = f(a).

Escrivint f = (f1,...,f™), b= (b',...,b"), es té que lim, ., f(z) = b sii
lim, ,, f/(x) =V peracadaj=1...n.

Si f té limit en un punt a, llavors és fitada sobre alguna bola de centre a.

Sigui f: A — R (amb A C R™) tal que lim,_,, f(x) = b > 0. Existeix una
bola perforada B*(a;r) sobre la qual f pren valors > 0.
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Siguin f,g:A — R", on A C R™, A € R i a punt d’acumulacié de A. Si
lim, o f(z) = b1lim,_,, g(x) = ¢, llavors

lim (£(2) 4+ 9(@)) =b+e, lm(Af(@) = Ab,
lim (£(x)g(x)) = (ble).
En el cas n =1, si b # 0 llavors lim,_,, 1/f(x) = 1/b.

Siguin f,g,h:A — R, on A C R™, amb lim,_,, f(z) =1 = lim,_,, h(z).
Si f < g < h en un veinat perforat de a, llavors lim,_,, g(x) = [.

Siguin A c R™, BC R*, AL R”, B % R amb f(A) C B.
Suposem que a és un punt d’acumulacié de A i que b := lim,_,, f(z) és
punt d’acumulacié de B, i sigui ¢ := lim,_; g(y).
Llavors lim,_,,(g o f)(z) = ¢ si es compleix una de les dues hipotesis se-
giients:

(i)b¢g B (ii) g és continua en b.

Sigui f:A — R"™ on A C R™. Suposem que A = A; U As, i que a és un punt

d’acumulacié de Ay i Az. Llavors lim f(z) =bsii lim f(z) =bi lim f(z) =b.
zeA zEA] zEA,

Casos especials de limits

Limats direccionals, limits segons corbes

Siguin f: A — R, a punt d’acumulacié de A € R™. Es pot intentar
estudiar lim,_,, f(z) apropant-se a a de la manera segiient.

Sigui un vector u € R™, u # 0, tal que a +tu € Apera 0 <t <T. El
limit direccional de f en a segons el vector u és lim; o4 f(a + tu).

Si existeix limy_,q f(2) llavors existeixen els limits direccionals, i valen el
mateix.

Tanmateix, 'existencia i igualtat de tots els limits direccionals no garanteix l’e-

xistencia del limit.

Més generalment: el limit segons un cami v:]0,7[ — A — {a} tal que
lims 04 y(t) = a és im0t f(7(2)).

Si existeix lim,_,, f(z) llavors existeixen els limits segons corbes, i valen el
mateix.
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Limits reiterats

Sigui f:A — R, on A C R?2, tal que m g ) (ap) f(2,y) = L
Si existeixen lim,_,, f(z,y) i lim,, f(z,y), lavors també existeixen
limg o (limy—p, f(,y)) i limy_p(limg—q f(x,y)), 1 valen I

Pero també pot passar que els dos darrers limits existeixin i siguin iguals, i

tanmateix no existeixi lim, ) (a,5) f(2, y).

Limits infinits

Sigui f: A — R™, on A C R™. Escriurem lim,_,,_ f(x) = oo quan
(VL >0)(30>0) (Ve e A—{z.}) d(z,z0) <d=|f(x)]| > L.

En el cas de n = 1 podem distingir lim,_,,, f(z) = too.

Limit en Uinfinit

Sigui f: A — R"™, on A C R™ no és fitat. Escriurem lim,_,~ f(z) = [ quan
Me>0)(IM >0) (Vz e A) |z|>M=|f(z)-1]| <e.

Analogament es pot definir limit infinit en linfinit.

Tots aquests casos es poden estudiar utilitzant successions com en 2.3.3.
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Derivacio

Diferenciabilitat

Siguin f: A — R"™ una funci6 definida en un conjunt obert A C R™,ia € A
un punt. Es diu que f és diferenciable (o derivable) en a quan existeix una
aplicaci6 lineal T,: R™ — R™ tal que se satisfa la condicié de tangencia,

que es pot expressar de qualsevol de les formes equivalents segiients:
i) fla+h)— f(a) =Ty-h+ Ry(h), on Ry(h) = o(||h]]) quan A — 0.
ii) fla+h) = f(a)+Ta-h+o(]|h]]) quan h — 0.
i) lim L@FM @ =Tk
h—0 17l
iv) fla+h)— fla) =Ty-h+ E,(R)||h]|, on lim,_o E,(h) = 0.
Aquestes condicions es poden escriure també amb a + h = x: per exemple

ii) f(z) = f(a)+ T, (z —a)+ o(]|z — al|) quan =z — a.

En cas d’existir, 'aplicacié lineal T, que satisfa la condicié de tangencia és
Unica.

Llavors es representa per f’(a), o Df(a), i s’anomena diferencial (o
derivada) de f en a.

Quan f és diferenciable en a, 'aplicaci6 afi
x> f(a)+Df(a) (xz —a)

s’anomena aproximacio lineal de f en a.

f es diu diferenciable si ho és en tot punt del seu domini.

En aquest cas es pot definir l’aplicacié derivada f': A — L(R™,R").
Si f: A — R™ és diferenciable en a, llavors f és continua en a.

f: A — R™ és diferenciable en a sii ho sén les seves funcions components f7.
Llavors les components [Df(a)]’ de Df(a) sén les diferencials D f7(a).

Derivades parcials i direccionals

Siguin f: A — R"™ una funcié definida en un conjunt obert A C R™. Siguin
a € A un punt i u € R™ un vector. S’anomena derivada direccional de f
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en a segons el vector u el limit (si existeix)
Tt )~ f(a)
t—0 t

Es representa per f’'(a;u), Do uf 0 Duf(a).

Es compleix: f’(a; Au) = Af'(a;u), f'(a;0) = 0.

Si f és diferenciable en a llavors existeixen totes les derivades direccionals
de fena,i f'(a;u) = f'(a)u.

Tanmateix, I'existéncia de totes les derivades direccionals en un punt no hi ga-

ranteix la diferenciabilitat de la funcid, ni tan sols la continuitat.

Sigui (e;)1<i<m la base canonica de R™. S’anomena derivada parcial de f
en a respecte a la variable x* la derivada direccional f/(a;e;):

0
Dif(a) = g (@)1= flaze) =
1 fla',...;at +t,....a™) — f(at,...,a™)
5 t '

L’existencia de les derivades parcials en un punt no hi garanteix ’existencia de

totes les derivades direccionals.

La matriu jacobiana de f en a és la matriu n x m de les derivades parcials

(si existeixen) de les components de f:

o of

—(a) ... —(a)
_ (9f(a) L -
Jf(a) = ( oz )Eény a 8f’; 8f’:‘
ox! (@) - oz™ (@)

Si n = m el seu determinant s’anomena jacobia de f en a.

Si f és diferenciable en a llavors existeix Jf(a), i és la matriu de 'aplicaci6
lineal Df(a): R™ — R™ en les bases canoniques respectives.

Condicions suficients de diferenciabilitat

Sigui f: A — R una funcié definida en un conjunt obert A C R™. Si
la derivada parcial D; f(x) existeix en cada punt x € A, s’obté la funcié
derivada parcial D;f: A — R.
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Siguin f: A — R, on A C R™ ésobert,ia € A. Siles derivades parcials D; f
existeixen en un veinat de a i sén continues en a, llavors f és diferenciable
en a.

Una funcié f: A — R™ es diu de classe C! (o continuament diferenciable)
si les derivades parcials D; f7: A — R existeixen i sén funcions continues.

En tal cas f és diferenciable en tot punt.

Tanmateix, una funcié diferenciable pot no ser de classe C*.

Propietats de la derivacio

Siguin f, g: A — R™ diferenciables en a, A € R.
i) (f+9)(a) = f(a) +g'(a)
i) (Af)'(a) = A f'(a).

i) B el cas =1, (/9)'(0) = (0) (@) + F (@) (a).
)

iv) Enelcas n =1, (1/f) (a) = ~Fa? "(a).

Sigui T:R™ — R" lineal. Existeix M > 0 tal que, per a tot u € R™, |[|T-u|| <
Mlul|.

f(@) = f(xo)

és fitada
llz — o

Si f: A — R"™ és diferenciable en z, € A C R™, llavors
en un veinat perforat de ..

Regla de la cadena

Siguin U C R™ obert, f:U — R"™, V C R" obert, g:V — RP, de forma
que f(U) C V.

Suposem que f és diferenciable en z,, i que g és diferenciable en y, = f(z,).
Llavors g o f és diferenciable en x,, i

D(go f)(wo) = Dg(yo) o Df(wo) -

En termes de les matrius jacobianes,

J(go f)(zo) = Jg(yo) Jf(z0) -

Aix0 també s’expressa per
Di(go f)* ZDgg Yo) Dif?(x0) .
Jj=1

Si f i g s6n de classe C!, go f també ho és.
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L’existéncia de totes les derivades parcials, i fins i tot les derivades direccionals,

no basta per a garantir 'acompliment de la regla de la cadena.

Teorema del valor mitja
Sigui f: A — R diferenciable en un conjunt obert A C R™. Siguin a € A,
h € R™ tals que [a,a + h] C A. Llavors

f(a+h)— f(a) =Df(a+6h)-h
per a certa 0 < 6 < 1.

L’enunciat anterior és fals per a funcions amb valors vectorials.

Si A C R™ és un conjunt obert arc-connex i f: A — R és diferenciable
amb derivada nulla arreu, llavors f és constant.

Si f: A — R" és diferenciable amb derivades parcials fitades, f és lipschitziana.

Derivades parcials d’ordre superior

Siguin U C R™ obert, f:U — R, i suposem que existeixen les derivades

0
f. U — R.
ox?
Suposant que f sigui de classe C!, ens podem demanar per Iexisténcia
82
de les derivades parcials segones D;(D;f) = 7]0 Si existeixen i s6n
oxt OxJ

continues (en U) es diu que f és de classe C2.

parcials de f en cada punt. S’obtenen les n funcions D; f =

Analogament es defineixen les derivades parcials d’ordre r, D; ...D;, f =
o f

Ox™ Ozt ... Oxir’

f es diu de classe C” (on r € N) si existeixen totes les derivades parcials

d’ordre < r i sén continues.

f es diu de classe C* si és de classe C” per a tota r.
Analogament es defineix per a funcions amb valors vectorials.

Teorema de Schwarz

Siguin U C R"™ obert, f:U — R, ip € U. Suposem que f és de classe C!, i
que les derivades parcials D; f, D, f: U — R son diferenciables en p. Llavors
les derivades parcials creuades son iguals:

D;D;f(p) =D;D;f(p).



(3.5.6)

(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)

3.6

(3.6.1)

(3.6.2)

(3.6.3)

(3.6.4)

Xavier Gracia — Analisi vectorial. Fascicles de resultats — 8 maig 2014 19

Si f és de classe C? llavors les derivades parcials creuades sén iguals.

Si f és de classe C" llavors les derivades parcials d’ordre r es poden calcular
derivant en qualsevol ordre: D;_ ...D;, f =D
permutacié = de {1,...,r}.

in(ry - - - Din,f Per a qualsevol

Hi ha funcions de classe C! tals que D1 Da f, DaDy f existeixen perd sén diferents.

Si fig sén de classe C", g o f també ho és.

Teorema de la funcié inversa. Canvis de coordenades

Teorema de la funcid inversa
Siguin A C R™ un conjunt obert, f: A — R™ una funci6 de classe C!. Sigui
a € A un punt on f té jacobia no nul: detDf(a) # 0.
Llavors existeixen un conjunt obert V' 3 a i un conjunt obert W 3 f(a)
tals que

o f(V)=W

e l'aplicacié f:V — W és bijectiva

e la inversa f~1: W — V és C!

A més, per a tot y € W,

DS~ (y) = (DF(S ' (w))
Si f és de classe C", f~! també ho és.

-1

La condicié de tenir jacobia no nul no és necessaria per a l’existéncia de la funcié

inversa, pero si perqué aquesta sigui diferenciable.

El teorema només garanteix 'existéncia local de la funcié inversa. Hi ha funcions

f:R? = R2, de classe C* i amb jacobia enlloc nul, perd que no sén injectives.

Un difeomorfisme de classe C™ (r > 1) és una aplicacié bijectiva ¢: U — V
entre dos conjunts oberts de R™ tal que ¢ i ¢! sén de classe C".

El teorema de la funcié inversa afirma que si f és C” (r > 1) amb jacobid no nul
llavors f és localment un difeomorfisme de classe C".

A la practica el concepte de difeomorfisme pot tenir dues interpretacions, el

d’una transformacié diferenciable (que envia punts a d’altres punts) o el d’un

canvi de coordenades, que etiqueta cada punt amb diferents sistemes de coorde-

nades.
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= 7rcos¢
= rsing

(3.6.5) Coordenades polars: { .

10, +o00[ X |-m,7[ — R —{(z,0)|z<0}
(r¢) = (z,y)
d(z,y) _ < cos¢ —rsing

> , jacobia r.

a(r, P) sing  rcos¢
= pcos¢
(3.6.6) Coordenades cilindriques: y = psing
z = z

0,400 x |-m,a[x R — R*—{(z,y,2) |2<0,y=0,2€ R}
(p:0,2) = (2,9,2)
cos¢p —psing 0

m = | sing pcos¢ 0 |, jacobia p.
p? 7Z O O 1

x = rcos¢sinf
(8.6.7) Coordenades esferiques: y = rsingsinf

z = rcosl

10, +00[ x |0, 7] x |-, 7[ — R3—{(x,9,2) |2 <0,y=0,2 € R}
(’r797¢) = (x7y’z)

a( cos¢psinf rcos¢pcosf —rsin¢sind
a( 7;/’@ = | singsinf rsingcosf®  rcosgsing |, jacobia 72 sin 6.
n cos 0 —rsind 0

3.7 Teorema de la funcié implicita

(8.7.1) Teorema de la funcio implicita
Siguin W C R™ xR"™ un conjunt obert, F: W — R una aplicacié de classe
C!, (a,b) € W un punt tal que F(a,b) = 0. Suposem que la diferencial de

F(z,y) respecte a les variables y € R"™, Do F(x,y), és invertible en el punt
k

(a,b): det (885; (a,b))1<k<”7é 0.

1<j<n

Llavors existeixen conjunts oberts A C R™, a € A,1i BC R"™, b€ B, amb
A x B C W, 1iuna tnica aplicacié f: A — B de classe C' tals que

si (x,y) € Ax B, Flz,y) =0 <= y = f(x).
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A més, per a tot x € A,

Df(x) = —(DoF(x, f(2))) " o D1 F(x, f(x)).
Si F és de classe C”, f també ho és.

(3.7.2) Es diu que la funcié y = f(z) és la funci6 definida implicitament per 1’e-
quaci6é F(z,y) = 0.

L’existéncia de f és només local (al voltant d’un punt).

(8.7.3) La derivada de f es calcula aplicant la regla de la cadena a l’equacio
F(z, f(z)) =0, i és la solucié del sistema lineal

OF* "~ OFF of

Ozt Dyl Azt

(z,f(x))  j=1 (z,f(x)) @
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Aplicacions geometriques de la derivaci6

Vectors tangents

Un vector tangent és un parell (p,v), on p € R™ és un punt i v € R" és
un vector. S’escriu també v,,.
Es representa graficament amb una fletxa d’origen p i extrem p + v.

El conjunt de vectors tangents en el punt p, T,(R"), és un espai vectorial
igual que R™. Es pot sumar vectors tangents en p [u, + v, = (u + v),],
fer-ne el producte escalar, etc.

Sigui U C R™ un conjunt obert. Un camp vectorial en U és assignar a cada
punt p € U un vector tangent en p. Per tant, és una aplicacié de la forma
U—=UxR", p— (p,f(p)). El camp vectorial queda definit per 1’aplicacié
f:U — R™, i per aix0 es diu simplement que f és el camp vectorial.

Recordem que un cami (o corba parametritzada) és una aplicacié continua
c:I—R"™ on I CR és un interval. Si c és diferenciable en t, €I, la derivada
c(to + h) — c(to)

h
s’interpreta com un vector tangent en el punt c(to). S’anomena,
vector tangent o velocitat de c en .

d(t,) = lim eR"”
h—0

El vector ¢/(t,) s’identifica amb la matriu jacobiana de ¢, i per tant és el vector
columna ¢ (to) = (Dc'(to)), si c(t) = (' (t),...,c"(t)).

Sigui f: R™ — R™ una aplicacié diferenciable. Si el vector tangent a t = 0
d’un cami ¢: I — R"™ és u,, el vector tangent del cami foc: I — R"™ és vy,

ong=f(p)iv=Df(p)u

Gradient d’una funcié escalar

Siguin V' C R"™ un conjunt obert, f:V — R una funcié diferenciable,
p € V. S’anomena gradient de f en p el vector grad f(p) = Vf(p) € R"
tal que, per a tot u € R"”,

(grad f(p)|u) = Df(p) - u.

Es pot considerar grad f(p) com un vector tangent en p. Prenent tots els
punts p € V, s’obté un camp vectorial en V, anomenat gradient de f,
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grad f = Vf.

Usant coordenades cartesianes (z7) i la base canonica (e;) de R", el gra-
dient s’expressa

grad f = ZDjf ej.
j=1
Algunes propietats del gradient:
grad(f 4+ g) = grad f + grad g
grad(Af) = Agrad f
grad(fg) = fgradg + g grad f
si h: R — R és diferenciable, grad(ho f) = (h' o f) grad f

Interpretacio geomeétrica del gradient

Siguin V' C R"™ un conjunt obert, f:V — R una funcié diferenciable,
p € V. Per a cada vector unitari u € R", la derivada direccional f’(p;u)
val

J'(piw) = | grad £ (p)]| cos (angle (grad f(p), u,))

i per tant el seu valor maxim és || grad f(p)||, i s’assoleix en la direccié
donada pel vector gradient.

Superficies

Una superficie regular de R? és un subconjunt S C R? que satisfa la pro-
pietat segiient: per a tot p € S, existeixen un conjunt obert U 3 p dins R3,
i un difeomorfisme @: U — V| tals que

o(UNS)=VNR?*x{0})=T.

En termes informals: al voltant de cada punt, la superficie, amb un canvi de

coordenades apropiat, es transforma en un tros de pla.

En les noves coordenades y = (y!,4?%,y?) la superficie es descriu localment
e implicitament: y> = 0
T — R?
why") = (y0)
Per tant en les velles coordenades x = (x!, 22, 2%) la superficie es descriu

e parametricament:

localment
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e implicitament: 3(x) =0
T — R?

e parametricament: B
Why?) o~ ey y%0)

Es diu que la superficie és de classe C* quan, en la definicié, tots els difeo-
morfismes ¢ es poden prendre de classe C*.

Descripcio explicita
Siguin V' C R? un conjunt obert, i f:V — R una funcié de classe C*
(k>1). El graf de f,

S ={(z,y,2) eR®| (z,9) € V,2 = f(z,9)},

és una superficie regular en R3, de classe C*.

Descripcio implicita
Siguin W c R? un conjunt obert, i F:W — R una funci6é de classe C*
(k > 1). Sigui
S={zeW|F(z)=0}=F0),
i suposem que S # ). Sien tot punt z € S es té DF(z) # 0 (és a dir,

que el rang de DF(x) és maxim, 1), llavors S és una superficie regular de
classe CF.

Descripcioé paramétrica

Sigui g:U — R? una aplicacié de classe C* (k > 1) en un conjunt obert
U C R? (es diu que g és una superficie parametritzada). Sigui u, € U tal

que rang Dg(u,) = 2 (rang maxim; es diu que la parametritzacié és regular
en u,). Llavors existeix un conjunt obert U’ C U contenint u, tal que

g(U") = {g(u" . w?) | (u',u?) € U'} CR?

és una superficie regular de classe C*.

Convé notar que, encara que g sigui C*°, injectiva i amb rang maxim en tot punt,

pot ser que la imatge sencera g(U) no sigui una superficie regular.

Una superficie descrita explicitament com el graf d’una funci6, S =
{(z,y,2) | (z,y) € V,z = f(z,y)}, també es pot descriure:

e implicitament, amb equacié F(x,y,2) =z — f(x,y) =0

e parameétricament, amb la parametritzacié g(z,y) = (z,vy, f(z,y))
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Vectors tangents a una superficie

Siguin S C R? una superficie regular, p € S. S’anomenen vectors tangents

a S en p els vectors tangents (p, u) dels camins continguts en S i que passen

per p.

L’espai tangent a S en p és el conjunt dels vectors tangents a S en p:
Tp(S) = {(p,u)| existeix v: I — S C R? tal que v(0) = p, 7/(0) = u}.

L’espai tangent a S en p és un espai vectorial de dimensié 2.

El conjunt de punts de la forma
{z =p+u|uéstangent a S en p}

és per tant un pla dins R?, anomenat pla tangent a S en p.

Superficie descrita implicitament
Siguin S C R? una superficie regular, p € S. Suposem que S = F~1(0) on
F:W — R és C! en un conjunt obert W C R? i rang DF(p) = 1. Llavors
Tp(S) = {(p,u) | DF(p) - u=0}.
Amb les hipotesis anteriors, ’equacié del pla tangent a S en p és
DF(p)- (z—p) =0.
També es pot escriure D1 F(p)(z'—p')+ D2 F(p)(2?—p?)+ D3 F(p) (z3—p?) =
0,i(grad F(p) | z —p) = 0.
La recta normal a S en p s’escriu doncs
p+Agrad F(p) (A€R).

Superficie descrita explicitament
Suposem que S és el graf de f:V — R (V C R? obert), i sigui (2o, ¥o, 20) €
St (o, Yo) €V, 26 = f(Zo,¥o). L'equaci6 del pla tangent a S en (2o, Yo, 2o)
és

2= 2 + D1 f(0,Y0)(* — 20) + Daf (%o, y0)(y — o) s
o sigui, és el graf de aproximacié lineal de f en (zo,yo).

To Of/0x(xo,Yo)

La recta normal s’escriu <y0> +A <8f/8y(x0,yo)> (A eR).

Zo —1

Superficie descrita paramétricament

Sigui g: U — R3 (U C R? obert) una parametritzaci6 injectiva de classe C*

d’una superficie regular S = g(U). Sigui uo = (ul,u2) € U. Les columnes
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T4 (uo), T2(uo) de la matriu jacobiana Jg(u,),

dg"'/ou’ dg" /ou?
T1(uo) = Dyg(uo) = <892/6u1> , To(uo) = Daglue) = (892/6u2> ,
dg®/ou’ =1 dg®/ou* =1

sén vectors tangents a S en p = g(uo), 1 si la parametritzaci6 és regular sén
una base de l'espai tangent T (5).

(4.4.8) Amb les hipotesis anteriors, ’equacié del pla tangent a S en p és
P+ AT (uo) + N Ta(u,) (AL, A2 €R),
i equaci6 de la recta normal és
(Ti(uo) [ 2 —p) =0, (Ta(uo) |z —p)=0.

(4.4.9) A vegades s’anomena producte vectorial fonamental de la parametritzacio
el vector Ty x T5, que és # 0 sii la parametritzacié és regular. En aquest

cas el pla tangent es pot escriure (T; x Ta|z — p) = 0, i la recta normal
p+ AT x Ty (A€ R).

4.5 Corbes

(4.5.1) Una corba regular en R? és un subconjunt C C R? que satisfa la propietat
segiient: per a tot p € C, existeixen un conjunt obert U > p dins R? i un
difeomorfisme : U — V tals que

o(UNC)=VN(Rx {0} x{0})=T.
En termes informals: al voltant de cada punt la corba, amb un canvi de coorde-

nades apropiat, es transforma en un tros de recta.

(4.5.2) En les noves coordenades y = (y!, 4%, y?) la corba es descriu localment
e implicitament: y? =32 =0

e parametricament: [ T — R }
Lyt o= (1,0,0)

Per tant en les velles coordenades z = (2!, 22, 23) la corba es descriu local-

ment
e implicitament: p?(z) = ¢3(z) =
— R? ]

e parametricament: -
[yl = ¢ (y',0,0)

(4.5.3) Es diu que la corba és de classe C¥ quan, en la definicié, tots els difeomor-
fismes ¢ es poden prendre de classe CF.
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Descripcié explicita
Siguin U C R un conjunt obert, i f,g:U — R dues funcions de classe C*
(k > 1). Llavors el graf de (f, g),

C={(x,y,2) eR* |z €Uy = f(x),z = g(2)},

és una corba regular en R?, de classe CF.

Descripcié implicita
Siguin W C R? un conjunt obert, i F,G:W — R dues funcions de clas-
se Cl. Sigui
C={reW|F(z)=G(z) =0} =F*0)nG0),
i suposem que C' # . Si en tot € C rang D(F, G)(z) = rang (JF(””)) =2

JG(x)
(condicié de rang maxim), llavors C' és una corba regular.

Descripcié paramétrica

Sigui v: U — R? una aplicacié de classe C* (k > 1) en un conjunt obert
U C R (es diu que v és una corba parametritzada). Sigui t, € U tal que
D~(to) # 0 (és a dir, rang Dy(t.) = 1, maxim; es diu que la parametritzacié
és regular en t,). Llavors existeix un conjunt obert J C U contenint ¢, tal
que

() ={t) [teJ} CR?

és una corba regular de classe CF.

Cal tenir present que encara que ~ sigui C*°, injectiva i amb derivada no nulla

en tot punt, pot ser que la imatge sencera (U) no sigui una corba regular.

Una corba descrita explicitament com al graf d’una funcié U — R2, C =
{(z,y,2) |z € Uy = f(x),z = g(x)}, també es pot descriure:

e implicitament, amb F(z,y,2) =y — f(z) =0, G(z,y,2) =2z —g(z) =0
e parametricament, amb la parametritzacié v(x) = (z, f(z), g(x))

Es pot definir de forma analoga i més senzilla el concepte de corba regular

en R?, i enunciar resultats similars.

Vectors tangents a una corba

Si C C R? és una corba regular, es defineix el concepte de vector tangent a
C en un punt p € C igual que amb les superficies. Analogament es defineix
I'espai tangent T,,(C), i es demostra que té dimensié 1.
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Aixi, els punts de la forma z = p + u, on u és tangent a C' en p, formen la
recta tangent a C en p.

Corba descrita paramétricament

Sigui v: U — R3 (U C R obert) una parametritzacié injectiva de classe C?
d’una corba regular C' = ~v(U).

Sigui p = (o), i suposem que a t = t, la parametritzacié és regular: amb
vector tangent T(t,) = v/(t,) # 0. Llavors aquest vector és una base de
I'espai tangent T),,(C).

Amb les hipotesis anteriors, la recta tangent a C' en p esta definida per
I’equacié

p+AT(t,) (AeR).
El seu pla normal ve donat per I’equacio

(T(to) |2 —p) = 0.

Corba descrita implicitament en [’espai

Siguin ¢ C R? una corba regular, p € C. Suposem que C' = F~1(0) N
G7Y0) on F,G:W — R sén C! en un conjunt obert W < R?3 i
rang D(F, G)(p) = 2. Llavors

T,(C) = {(p,u) | DF(p) -u=0=DG(p) - u}.

Amb les hipotesis anteriors, la recta tangent a C' en p és descrita per 1'e-
quacié

DF(p)-(x—p)=0, DG(p)-(z—p)=0,
i també per (grad F(p) |z —p) =0, (gradG(p) | z —p) = 0.

El pla normal a C en p s’expressa
p+ Agrad F(p) + pgrad G(p) (A, n €R).

El vector grad F'(p) x grad G(p) és tangent a C en p, i per tant pot usar-se tant

per a parametritzar-ne la recta tangent com per a descriure’n el pla normal.

En el cas d’una corba en el pla les expressions sén molt semblants, només
cal tenir en compte que la recta tangent té una recta normal (en lloc d’un
pla normal), i que la descripcié implicita ve donada per una equacié (en
lloc de dues).
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Varietats m-dimensionals

En moltes aplicacions del calcul diferencial és necessari considerar objectes ana-
legs a les corbes o superficies perd de dimensié superior. En aquesta seccié en
donem la definicié formal i una breu descripcié de com es poden definir.

Una varietat m-dimensional dins R™ (també dita subvarietat regular m-

dimensional de R™) és un subconjunt M C R"™ que satisfa la propietat segiient:
per a tot p € M, existeixen un conjunt obert U 3 p dins R" i un difeomorfisme
p:U — V tals que

eUNM)=VNnR"x{0,...,00}) =T.
Es a dir: al voltant de cada punt, amb un canvi de coordenades apropiat, una
varietat m-dimensional és com un conjunt obert de R™.

En les noves coordenades y = (y*,...,y") la varietat es descriu localment
e implicitament: y™ ! = ... =9y =0

[ T — R" }

.. .,y™ —  (y...,y™0,...,0)

Per tant en les velles coordenades = = (z',...,z™) la varietat es descriu localment

e parametricament:

e implicitament: ™ (z) =... = ¢"(z) =0
[ T — R"
I W o y™ = o Ny ..., y™,0,...,0)

Es diu que la varietat és de classe C* quan, en la definicié, tots els difeomorfismes

e parameétricament:

¢ es poden prendre de classe C*.
Si p € M, s’anomenen vectors tangents a M en p els vectors tangents (p, u) dels
camins continguts en M i que passen per p.
L’espai tangent a M en p és el conjunt d’aquest vectors tangents:
Tp(M) = {(p,u) | existeix v: I — M C R"™ tal que v(0) =p, 7'(0) = u}.

Tp(M) és un espai vectorial de dimensié m.

Per tant el conjunt de punts de la forma
{z =p+ u| utangent a M en p}

és una varietat afi de dimensié m dins R".

La construccié de varietats m-dimensionals mitjancant parametritzacions o sis-
temes d’equacions es fa com amb les corbes i superficies, i la condicié de rang
maxim és la que permet assegurar que son regulars. L’espai tangent en un punt
es pot calcular de manera semblant.
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Estudi local de funcions

Férmula de Taylor

Siguin U € R™ un conjunt obert, f: U — R una funci6 de classe C*, p € U,
iveR" Peral/f <k es poden definir les derivades direccionals d’ordre ¢
de f en p segons el vector v:

at
O (psv) = d[f(p+tv)‘t 0

of

£ =iy =3 )
i=1
leawlaaﬂ v,
7 j 1

n
71 Tk
E E v Lo,
830 .. x‘k

11=1 =1

Amb les mateixes hipotesis, s’anomena polinomi de Taylor de f en p de
grau < k el polinomi (en v)

Pufpv) = F(0) + F i) + 37" rv) 44 2 i)

Teorema de Taylor

Siguin U C R™ un conjunt obert, f:U — R una funcié, p € U un punt, i
v € R” un vector tal que p+tve U pera0<t<1.

Si f és de classe C* llavors
flp+v)=Pu(f,p,v)+ Ri(f,p,v) (férmula de Taylor),

on el terme complementari o residu de Taylor Ry (f,p, V) satisfa que
Ri(f,p,v) = o(|vI[")..

Py(f,p, V) és I'inic polinomi de grau < k tal que f(p+v)—P(v) = o(||v[/).

Si a més f és de classe CFT1,

(B v)
R =
per a cert punt p € [p,p + v, i doncs

Ri(f,p,v) = O(|v]|*™).
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Quan f és de classe C*T! es pot donar una expressié integral del residu:
1 k
1-1t
Rk(f7p7v):/ %f(k+1)(p+tv;v)dt.
0 !

El calcul del polinomi de Taylor es pot simplificar en alguns casos. Per exemple,
el polinomi de Taylor d’una suma [producte] de funcions es pot calcular amb la
suma [producte truncat] dels respectius polinomis de Taylor.

El cas d’una composicié de funcions és una mica més delicat. Suposem que
fiR™ - R™1ig:R™ — R sén de classe C*, amb f(0) = 0. Si f(x) = Py(z) +

o(l|=[1*) i g(y) = Qr(y) + ol[ly[|*), aleshores g(f(z)) = Qi (Pr(z)) + o(||z[|*), de
forma que Qi (Px(z)), truncat a grau k, és el polinomi de Taylor de la composicié.

Extrems locals de funcions

En tota aquesta seccié U C R™ és un conjunt obert, f: U — R una funci,
ix, € U un punt del seu domini.

Recordem que es diu que f té un minim (absolut) en z, quan f(z.) < f(x)
per a tot « del domini de f. Analogament, f té un mdzim (absolut) quan
f(zo) > f(x) per a tot z. Un extrem de f és un minim o un maxim.

Es diu que f té un minim local (o relatiu) en z, si
hi ha un veinat V;, de z, tal que, Vo € V,, f(x,) < f(x).
Es parla de minim local estricte quan f(z,) < f(z) per a = # ..
Analogament es defineix maxim local:
hi ha un veinat V;, de z, tal que, Va € Vg, f(xo) > f(x),
i de maxim local estricte.

Un extrem local és un minim o maxim local.

Suposem que f és diferenciable en z,. Es diu que z, és un punt critic (o
estacionari) de f si

Df(x,) =0.

Si f:U — R és diferenciable en x, i hi té un extrem local, llavors x, és un
punt critic de f.

Un punt critic o, que no és extrem local s’anomena coll (o punt de sella).
Llavors, en tot veinat de x, hi ha punts on f pren valors estrictament més
grans i punts on pren valors estrictament més petits que en x,.
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Suposem que f:U — R és de classe C2.
La matriu hessiana de f en x, és la matriu simetrica n x n

82 f f

82f<$ ) Ozl Ox! (Io) T 9xl O (xo)

Hf(z,) = [ =222 = : :

f(l' ) (8:172 oxJ ) lélén 82f. 82](.'

1<j<n
Oxn Ox! (o) - dxn Oz (we)
Fixat el punt, la hessiana defineix una forma quadraticas:
) = Y 2wt = f(aiw)
= 0zt Oxd " ° o

Suposem f:U — R de classe C?. Si f té un minim [maxim] local en z, alesho-
res la matriu hessiana Hf (z,) de f en x, és semidefinida positiva [semidefinida

negatival.

Sigui @Q: R™ — R una forma quadratica definida positiva. Existeix ¢ > 0 tal que,
per a tot u € R™, Q(u) > c|lu|®.

Siguin f: U — R de classe C?, 7, € U un punt critic de f, Hf (z,) la matriu
hessiana de f en z,.

i) Si Hf (x,) és definida positiva, llavors f té un minim local estricte
en To.

ii) Si Hf(xo) és definida negativa, llavors f té un maxim local estricte
en Zo.

iii) Si Hf(x,) és indefinida, llavors f té un coll en .

Quan Hf (z.) és degenerada perod no indefinida llavors no conté prou informacié

per a decidir el caracter del punt critic, i cal recérrer a altres procediments.

Sigui f:U — R de classe C2. Un punt critic zo de f es diu no-degenerat si la

hessiana Hf(z,) de f en x, és no-degenerada.

Teorema de Morse

Siguin f: U — R de classe C**2, z, € U un punt critic de f no-degenerat. Llavors
existeix un canvi de coordenades y = ¢(z) de classe C*, en un veinat de o, tal
que, en aquestes coordenades, f s’expressa

f@) = flo)+ @)+ .. 4+ W) — (rs1)? — .. = (yn)”

on (r,n —r) és la signatura de la hessiana Hf(x.).
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Extrems condicionats locals
En tota aquesta seccié V' C R™ és un conjunt obert i f: V' — R una funcié.

Sigui S C V un subconjunt. Ens interessa estudiar la restriccié f|q de f
as.

Es diu que f|g té un minim local en un punt z, € S si
hi ha un veinat V5 de z, (dins R™) tal que, Vo € SNV, f(zo) < f(x).

Analogament es parla de maxim local, extrem local, etc.

Suposem que S sencer esta descrit parametricament, de manera que S =
g(U), on g:U — V és una aplicacié definida en un subconjunt U C R™.
Sigui f = f o g la funcié f |g expressada en termes de la parametritzacio.
Sigui @, € S, de forma que z, = g(uo) per a cert u, € U. Aleshores f|g té
un extrem absolut en z, sii f té un extrem absolut en ..

Suposem a més que g és continua. En tal cas, si f|g té un extrem local
en x,, llavors f té un extrem local en u,.

A partir d’ara suposarem que S C V és una subvarietat regular.

Suposem que g:U — V és una parametritzacié reqular (injectiva) de S,
definida en un conjunt obert U C R™. Estudiar f|g és totalment equivalent
a estudiar la seva expressié en termes dels parametres, f; en particular, f ls
té un extrem local en z, = g(u,) sii f té un extrem local en wu,.

Suposem que f és diferenciable. Diem que z, = g(u,) és un
punt critic de f|g quan w, és un punt critic de la seva expressié para-

metritzada f (aquesta nocié no depén de la parametritzaci6 utilitzada).
Evidentment, si f|g té un extrem local en x, aleshores n’és un punt critic.
D’altra banda, el caracter d’'un punt critic o, = g(u,) es pot estudiar
mitjancant la hessiana Hf (u,).

Suposem ara que S estda descrita implicitament per S = G~1(0), amb
G:V — RP (p < n). Se suposa que G és de classe C!, i que en un punt
z, € S la matriu jacobiana JG(z.) = (0G*(2,)/0x7) té rang maxim p
(recordem que aquesta condici6é implica que S és, al voltant de z,, una
varietat regular de dimensié n — p).

Aleshores z, és un punt critic de f|g sii D f(2,) és combinaci6 lineal de les
DG*(z,), amb k=1...p.

Aquesta és, doncs, una condicié necessaria per tenir extrem local:
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Meétode dels multiplicadors de Lagrange
Amb les hipotesis i notacions anteriors: si f és diferenciable en x, i f|q té
un extrem local en z,, llavors , és un punt critic de f|g:

Df(xo) =Y _ A DG¥(a).
k=1

Els coeficients A\, s’anomenen multiplicadors de Lagrange.

Els extrems locals de f|q s’anomenen extrems condicionats de f, per les
condicions (o lligams) G*(x) = 0.

El metode dels multiplicadors de Lagrange es pot expressar aixi: cal resol-
dre el sistema de n + p equacions i n + p incognites

Gl(z) = 0

GP =0

3f((§)) _ oG () A OGP (x)
ort "V 9xl TP gt

of(x) oG () OGP (x)
orn M Ox™ MR Oz

De les solucions (z7; \i,), els punts (z7) sén els punts critics de f|g, i s6n
els possibles extrems locals condicionats.

El caracter d’aquests punts (extrem local o coll) es pot decidir, de forma relati-
vament complicada, a partir d’una férmula que involucra la hessiana de f i les

hessianes de les G*.

La condicié de criticitat també es pot expressar en termes de gradients:

P
grad f(x,) = Z A grad GF(z,) .
k=1
En el cas d’un sol lligam (p = 1) en n = 2 [o n = 3] variables aquesta
condicid, que s’expressa grad f(z,) = X grad G(z,), té una interpretacié
geometrica: la corba [o superficie] de nivell f(z,) de f és tangent a la
corba [o superficie] S en el punt z,.

En el cas que hi hagi extrems locals de f|g en punts on S no és una subvarietat
regular, o simplement la jacobiana JG no hi tingui rang maxim, és possible que

aquests punts no apareguin amb el métode dels multiplicadors, i per tant cal
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estudiar-los a part, o modificar el métode.

Extrems absoluts

Siguin U C R™ un conjunt obert, f:U — R una funcié, i A C U un
subconjunt. Si f és continua i A compacte, f|, assoleix maxim i minim
(absoluts).
A vegades és possible escriure

A=AgUAIUAU...UA, 1 UA,,
on A, és linterior de A, i la resta sén punts (Ap), corbes (A1), superficies
(A3), ... Suposant f diferenciable, es busquen, si és factible, els extrems
locals de f sobre cadascun d’aquests conjunts (parametritzant-los o pel me-
tode dels multiplicadors), de manera que avaluant-hi f se’n puguin decidir
els extrems absoluts.
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Integraci6

Integral de Riemann sobre rectangles compactes

Donats n intervals fitats Iy,...,I, C R, el seu producte cartesia A =
I x...x I, és un rectangle fitat dins R™. La mesura o volum n-dimensional
(o area, si n = 2) de A és el nombre

u(A) =long(l) x ... x long(I,),
on long(7) designa la longitud de l'interval I.

Si els intervals sén compactes, I; = [a;, b;], el rectangle és compacte. Tenim
w(A) = (by —a1) x ... x (by — an).

Donat un rectangle compacte A = I} X ... X [, anomenem particié6 P
de A el resultat de fer una particié P; de cada interval I; (entesa com a un
conjunt finit de punts de I, incloent-ne els extrems, que parteix I'interval
I; en N; segments).

La particié de A ve representada doncs per P = P; X ... X P,, i parteix el
rectangle A en N = N; X ... X N, rectangles més petits.

Donades particions P = H?:l P;iP = H;-Lzl P} de A, la particié P és
més fina que P’ si cada P; és més fina que P;.

Siguin A C R"™ un rectangle compacte, f: A — R una funcié fitada.

Sigui P una particié de A. Per a cada rectangle Ry, de la particid, posem
mi = inf f(z), My= sup f(z).
€ Ry, TERy,
Llavors els nombres

s(fiP) =Y miu(Ry), S(f;P) =1 Myu(Ry),
k k

s’anomenen respectivament suma inferior i suma superior de f respecte
aP.

Si la particié P és més fina que P’, llavors

s(f;P) < s(f;P) < S(f;P) < S(f;P).

Si P, P’ s6m dues particions qualssevol llavors s(f; P’) < S(f;P).
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Sigui f: A — R fitada sobre un rectangle compacte. Els nombres
[r=swstrip), [ 1=utsp).
P P
T A

on el suprem i I’infim es prenen en el conjunt de totes les possibles particions
P de A, s’anomenen respectivament integral inferior i integral superior de

f en A. Obviament iAf < TA f

f es diu integrable Riemann en A quan les seves integrals inferior i superior
coincideixen. En aquest cas el seu valor comu es diu integral de Riemann

de f en A, i es denota per

/Af, /Af(a:)d”x, 0 /Af(xl,...,x")dxl...dxn.

En el cas de n = 2 o n = 3 es parla d’integral doble o integral triple,
respectivament, ja que és habitual posar dos o tres signes d’integral per a
representar-les.

Sigui f: A — R fitada sobre un rectangle compacte. f és integrable Riemann sii
Ve > 0 hi ha una particié P de A tal que S(f;P) — s(f;P) < e.

Tota funcié continua sobre un rectangle compacte hi és integrable Riemann.

Sigui f: A — R integrable Riemann. Si g coincideix amb f excepte en un
conjunt finit de punts, llavors g tambés és integrable Riemann, i [ A9 =

Jat

Siguin f, g: A — R integrables Riemann en un rectangle compacte. Llavors
i) f+ g és integrable Riemann, i [,(f+g9) = [, [+ [, 9.
ii) A f és integrable Riemann, i [, A\f =X [, f.

iii) fg és integrable Riemann en A.

Sigui f: A — R integrable Riemann.
i) |f| és integrable Riemann, i | [, f| < [, |-
ii) Si f>0, [, f>0.

Sigui f: A — R fitada sobre un rectangle compacte, P una particié de A,
i & = (&) una familia de punts & € Ry, on Ry son els rectangles de la
particié. Es defineix la suma de Riemann R(f,P,&) = >, f(&k) u(Ry). Si
f és integrable Riemann llavors, en un sentit que caldria precisar, R(f, P, &)
s’aproxima al valor de [ [ a mesura que el diametre de P (el maxim dels

diametres dels rectangles Ry, de P) tendeix a 0.
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Conjunts de mesura nulla

Es diu que un subconjunt 7 C R™ té mesura nulla (n-dimensional) si, per
a tota € > 0, es pot recobrir T" amb una familia numerable de rectangles
tals que la suma de les seves mesures n-dimensionals sigui < €. En altres
paraules, existeixen rectangles Ry (k € N) tals que

TC URki ZM(R;C)<E‘

kEN keN
Un punt té mesura nulla.

Si S CTiT té mesura nulla, llavors S té mesura nulla.

La reunié d’una familia numerable de conjunts de mesura nulla té mesura
nulla.

Tot conjunt numerable té mesura nulla.
En R", qualsevol varietat lineal de dimensié < n té mesura nulla.

Sigui A ¢ R"~! fitat, f: A — R uniformement continua. EI graf de f,
graf(f) = {(z, f(x)) | € A}, té mesura nulla.

En particular, si A € R"~! és compacte i f: A — R continua, graf(f) té
mesura nulla.

Sigui ¢: U — R" de classe C! en un conjunt obert U C R™. Si N C U té
mesura nulla, llavors p(N) C R™ té mesura nulla.

Tota subvarietat regular M C R"™ de dimensié m < n té mesura nulla.

Integral de Riemann sobre conjunts mesurables Jordan

Teorema de Lebesgue
Siguin A C R™ un rectangle compacte, f: A — R una funcié fitada. Sigui
N ={z € A| f no és continua en z}.

Llavors f és integrable Riemann sii N és de mesura nulla.

Sigui C' C R™ un subconjunt. La funci6 caracteristica (o funcié indicatriu)
de C és

VR SR, yels) = {

1 sizeC
0 sizegC

Els punts on x¢ no és continua sén els punts de la frontera de C.
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El conjunt C' és mesurable Jordan si és fitat i existeix la integral Riemann
i) R XC, on R és qualsevol rectangle compacte tal que C' C R.

C' és mesurable Jordan sii és fitat i Fr(C') té mesura nulla.

Es poden donar exemples de conjunts compactes, de conjunts oberts fitats, i de
conjunts de mesura nulla, que no sén mesurables Jordan; pero en la practica la

majoria dels conjunts que s’utilitzen sén mesurables Jordan.

Siguin C mesurable Jordan, f:C' — R fitada. f es diu integrable Riemann
(en CO) si existeix la integral de Riemann [,f := [, fxc, on R D
C és un rectangle compacte qualsevol. El nombre fc f s’anomena
integral de Riemann de f sobre C.

Si C' és mesurable Jordan i f:C' — R és fitada, llavors f és integrable
Riemann sobre C sii el conjunt de punts de discontinuitat de f (dins C) té
mesura nulla.

En particular, si C C R™ és mesurable Jordan llavors existeix la integral
f o 1: s’anomena contingut o volum n-dimensional de C.

Per a n = 1,2 s’anomena longitud o drea, respectivament.

La integral de Riemann sobre conjunts mesurables Jordan té les mateixes
propietats que sobre rectangles compactes (linealitat, positivitat, etc).

Si Ai B sén mesurables Jordan, AU B també.
Si f és integrable Riemann sobre A i B, tambés ho és sobre A U B, i si
ANB = O, Navors [, 5 f = [,f+ [z f (additivitat respecte al domini).

Siguin C mesurable Jordan i f:C — R integrable Riemann. S’anomena
valor mitja de f el nombre [, f/ [, 1.

Siguin C mesurable Jordan, f:C' — R fitada i continua. Si C' és compacte i

arc-connex, existeix x, € C tal que fc f=f(zo) fc 1.

Un conjunt simple o regié elemental és un conjunt C' C R™ de la forma
segiient.

Per an =2:

C={(z,y) eRxR|zeK, p)<y<iy(z)},
on K C R és un interval compacte, i ¢,1: K — R so6n funcions continues
amb ¢ < 1.
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Per a n = 3, el mateix, substituint I'interval per un conjunt simple del pla:
C={(z,y,2) e R* xR (z,9) € K, a(z,y) <z < B(x,9)},
on K C R? és un conjunt simple, i a, 3: K — R s6n continues amb a < .

Evidentment, en aquestes construccions podriem canviar la variable que es
troba limitada per les desigualtats per una altra variable.

Per a n > 3 la definici6 és la mateixa, usant un conjunt simple en una dimensié

menys.

Els conjunts simples sén mesurables Jordan,

Teorema de Fubini

Teorema de Fubini
Siguin C' = A x B, amb A = [a1,a3], B = [b1,b2], 1 f:C — R integrable
Riemann.

Per a cada z € A considerem <px'B — R definida per ¢, (y) = f(z,y).

Llavors la funcié ®(z f vz (y) dy és integrable Riemann en A, i
INEA
AxB
En lloc d’amb [, es pot definir ® per ®(z fB . (y) dy. Ambdés fets es

poden expressar simplement escrivint

/AxBf:/Adx /dyf(x’y) :/Adx /dyf(x,y)

B
Un resultat analeg s’obté integrant primer respecte a x:

/AxBf:/de /dxf(m’y) :/de def(ﬂmy)

A

Sovint les funcions ¢, = f(z,-) sén integrables Riemann en B, de manera
que les integrals inferiors (o superiors) del teorema sén integrals de Riemann
ordinaries:

| @y = [ a (/deﬂx,y)) |

i andlogament integrant primer respecte a x si les funcions f(-,y) sén inte-
grables Riemann en A.
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Més simplement, quan la funcié f és continua existeixen i son iguals els
tres nombres segiients:

[ e asay= [ac([aren) = [a( [ aeren).

Hi ha funcions f: A x B — R que no sén integrables Riemann pero per a les
quals es pot calcular fA dz (fB dy f(a:,y)) = fB dy (fA dz f(auy))

El teorema es generalitza a n variables: per exemple, si A = [a1,b1] X ... X
[@n,bn] i f: A — R és continua,

/f /dxl(...(/:ndx"f(ml,...,x”)>...).

n

El teorema de Fubini es pot utilitzar per a integrar sobre conjunts simples.
Per exemple, si C' = {(z,y) | € [a,b], p(z) <y < P(z)} com en 6.3.14 i
f és continua

| o e = [ ' dr ( L t)()) dyf(w)) .

Teorema del canvi de variables

Teorema del canvi de variables

Siguin U C R™ un conjunt obert, i ¢:U — R™ una aplicacié injectiva, de
classe C1, i amb det Jyp(x) # 0 en tot x € U. Sigui V = ¢(U) (de manera
que ¢:U — V és un difeomorfisme).

Si f:V — R és integrable, llavors

/Vf=/U(f0<p)|deth0\,

que també es pot escriure

/f(yl,...,y”)dyl...dy”:
v

:/ f(‘Pl(ﬁU),...7son(;p)) 3(1/ 7-..,y")
(V)

det ST, e

En I'enunciat del teorema, es pot suprimir la hipotesi de det Jo(x) # 0 (en aquest

cas ¢ *:V — U és continua, perd potser no és de classe C1).
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(6.5.3) Integraci6 en coordenades polars:

flz,y)dady = /f rcos ¢, rsing)rdrde.
e (U)
Integracié en coordenades cilindriques:

f(z,y,2)dzdydz = /f(pcosgf),psincé, z)pdpdodz.
»(U) U
Integracié en coordenades esferiques:

f(z,y, 2z)dzdydz :/f(r cos ¢sin 6, r sin ¢ sin 0, cos 0) r2sin 0 drdfde.
e(U) U

6.6 Integrals dependents de parametres
(6.6.1) Sigui f:[a,b] X [¢,d] — R continua, i definim F:[c,d] — R per F(y) =
fab f(x,y)dz. Llavors:

i) La funcié F és continua.
ii) Si Dy f existeix i és continua, llavors F és de classe C!, i F'(y) =
f Do f(z,y) dz, expressié que també podem escriure

d/facydx—/a (z,y)d

(regla de Leibniz).

(6.6.2) Més generalment, si F(y f A ((yy) (z,y)dx on «a,f sén diferenciables i
f,Ds f s6én continues on pertoqul llavors

B(y)
F(y) = / L Daf@) e+ f(3)) # )~ F(al) ) )

(6.6.3) El teorema es generalitza al cas de funcions de més variables.

6.7 Integrals impropies

(6.7.1) Les integrals impropies son integrals | 4 J on el domini d’integracié no
és mesurable Jordan o la funcié no és integrable Riemann (per exemple,
quan A no és fitat o f no és fitada), perd tot i aixi se’ls pot donar sentit
aproximant-les per integrals de Riemann propies.

(6.7.2) Una situacié bastant general és la segiient. Sigui f: A — R una funcié con-
tinua. Suposem que A és obert, i que el podem escriure com A = Up,>0A4,,
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on els A, formen uns successi6 creixent de conjunts oberts mesurables Jor-
dan, i tals que compleixin A,, C A, 1.

Si existeix el limit lim,, f A, f 1 val el mateix independentment de la
successi6 (A,,) triada, 'anomenarem integral impropia de f en A, i el re-
presentarem per [ 4 [+ Quan el limit és finit, la integral es diu convergent.

Si f és positiva el limit anterior existeix i és el mateix independentment de
la successi6 (4,) triada.

Quan [ 4 J = +0oc es diu que la integral impropia és divergent.

1

Per exemple, en R? la integral / — és convergent sii o < 3, mentre que

r
r<1

1 .
/ — és convergent sii a > 3.
,ra
r>1
2 2
En R? la integral fR2 e~ * 7Y dxdy és convergent i val 7; aquesta integral esta

estretament lligada a la integral gaussiana fR e~ dz = N
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Integrals de linia i de superficie

Integrals de linia de funcions escalars

Sigui 0: I — R™ un cami definit en un interval compacte I. Donada una
particié {so,...,sn} de I, la suma Zfil llo(si) — o(si—1)] és la llargada
de la poligonal definida pels N 4 1 punts o(sg), .. .,o(sn).

El suprem de totes aquestes sumes, si existeix, s’anomena longitud o
llargada de la corba parametritzada o.

Si o és de classe C! a trossos llavors la seva llargada val [, ||’ (s)]| ds.

Encara que I no sigui compacte, si la integral anterior existeix podem
prendre-la com a definicié de la llargada de o.

La llargada no canvia en reparametritzar el cami. Més precisament: si
o:1 — J és un difeomorfisme, llavors el cami 7 = o o p~! té la mateixa
llargada que o.

Sigui C' C R™ una corba regular. Si C' és la imatge d’una parametritzacié
injectiva 0: I — R™ de la qual podem calcular la longitud, direm que
aquesta és la longitud o llargada de C.

Aquesta definicié es pot ampliar en diversos sentits: si la imatge de o és
tot C' excepte un conjunt finit (o fins i tot numerable) de punts, o si C' és
una corba regular excepte en un conjunt finit de punts, o si C és la reunié
de les imatges de diverses corbes parametritzades, ... , encara parlarem de
la longitud de C.

Sigui 0: 1 — R™ un cami de classe C! a trossos, amb imatge C' = o(I).
Sigui f:C' — R una funcié. Anomenem integral de linia de f al llarg de la
corba parametritzada o la integral

/fow—/f ) lle’(s)]] s

Aquesta integral existeix, per exemple, sempre que I és compacte i f con-
tinua.

En el cas que f = 1 retrobem la definici6é de llargada de o.

La integral anterior no varia sota canvis de variable: si ¢:I — J és un
difeomorfisme i definim el cami 7: J — R" per 7 = gop ™!, llavors [ fdl =

I, fde.
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Sigui C C R™ una corba regular. Si és la imatge d’una parametritzacié
injectiva 0: I — R™, anomenem integral de linia de f al llarg de la corba C
la integral, si existeix,

LﬂM:LfM.

Es poden fer les mateixes observacions que en (7.1.5).

Integrals de linia de funcions vectorials

Sigui 0: 1 — R™ un cami de classe C! a trossos, amb imatge C' = o(I).
Sigui f: C' — R™ una funci6 vectorial (habitualment f serd un camp vec-
torial definit en un conjunt obert W C R™ contenint C'). Anomenem
integral de linia o circulacié de f al llarg de la corba parametritzada o la
integral

Lfdbz/ﬂdgyE@M&

I
Aquesta integral existeix, per exemple, sempre que I és compacte i f con-

tinua.

Suposant que o: 1 — R™ és una parametritzacié injectiva regular, es pot
definir el vector tangent unitari t = o'/||o’||. En aquest cas s’anomena
component tangencial de f la funcié fi(o(s)) = £(o(s)) - t(s). Llavors

Lﬂ&zlﬂ&.

Sigui : I — J un difeomorfisme, i considerem el cami 7 = g op~!. Llavors
fg f-de =+ fT f - d2, on el signe és positiu si o és creixent, i negatiu si ¢
és decreixent.

Sigui C C R™ una corba regular. Si C és la imatge d’una parametritza-
ci6 injectiva regular o: I — R™, el vectors tangents o’(t) defineixen una
orientacié dels espais tangents T, (;)C. Es diu llavors que la corba C' és
orientada.

Donat un difeomorfisme : I — J, les parametritzacions i 7 = cop~! de-
fineixen sengles orientacions de C; aquestes sén iguals si ¢’ > 0, i oposades
si ¢’ <0.

Orientar una corba equival a fer una tria continua d’un vector tangent
unitari al llarg de C.
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Sigui C' una corba orientada per una parametritzaciéo injectiva regular
o:1 - R™ if:C — R" una funcié vectorial. Anomenem integral de linia
o circulacié de f al llarg de la corba orientada C' la integral, si existeix,

/Cf-dézz/aﬁde:/lf(a(s))-a’(s)ds.

Es poden fer les mateixes observacions que en (7.1.5).

Si C és una corba orientada i C° és la mateixa corba amb l'orientacio
oposada, [, f-d€=— [ f-de

Es habitual usar la notacié d€ = (dzy,...,dz,), de manera que es posa
fo -de = fc frdxy + ...+ frda,.
En el cas d’una corba «tancada» és habitual escriure fc f-de.

Camps conservatius

Sigui un camp vectorial f: W — R™ de classe C°, on W C R" és un conjunt
obert. Es diu que f és conservatiu si existeix un camp escalar de classe C!
¢o: W — R" tal que f = grad ¢.

Si v:[to,t1] — W és un cami de classe C! a trossos amb v(tg) = zo,
v(t1) = z1, i f = grad ¢, llavors

/ f-de = ¢(z1) — (o),

i per tant la circulacié de f al llarg de v només depén dels seus extrems.
En aquest cas, és habitual denotar la circulacié per ffol f-de.

En el cas particular que zg = x1 obtenim que ﬁ/ grad ¢ - d€ = 0.

Reciprocament, si f: W — R és un camp vectorial de classe C? tal que la
circulaci6 al llarg de qualsevol cami només depén dels seus punts extrems,
llavors f és conservatiu.

Integrals de superficie de funcions escalars

Sigui 0:U — R3, on U C R? és obert, una superficie parametritzada
regular, amb imatge M = o(U). Denotem per Ty, T5 els vectors tangents
definits per la parametritzacié.

Sigui f: M — R una funcié. Anomenem integral de superficie de f al llarg




(7.3.2)

(7.3.3)

(7.3.4)

(7.3.5)

7.4

(7.4.1)

Xavier Gracia — Analisi vectorial. Fascicles de resultats — 8 maig 2014 47

de la superficie parametritzada o la integral, si existeix,

/ de = / f(O'(uhUQ)) ||T1 X T2|| duldu2 .
o U
La integral anterior també s’escriu

/deS = /Uf(a(ul,ug)) Vg durdug ,

on g és el determinant de la matriu de Gram definida pels vectors T, Ts:
T1 . T1 T1 . T2
T2-T1 T2-To
Escrita d’aquesta manera, la integral anterior és valida per a superficies parame-

tritzades en R™.

La integral de superficie no canvia en fer una reparametritzacié. Més
precisament: si @:U — U’ és un difeomorfisme entre conjunts oberts
de R?, i definim una nova superficie parametritzada ¢’ = o o ¢!, llavors

[, fds= [, fds.

Sigui M C R? una superficie regular. Si és la imatge d’una parametritzacié
injectiva regular o: U — R?, anomenem integral de superficie de f al llarg
de M la integral, si existeix,

| fas ::/deS.

Aquesta definicié es pot ampliar en diversos sentits: si M no és tot sencer

la imatge d’una parametritzacié o perque falta un conjunt de mesura nulla
(com ara la reuni6é d’un conjunt finit de punts i corbes regulars), o si M és
una superficie regular excepte en un conjunt finit de punts i corbes regulars,
o si M és la reunid de les imatges de diverses superficies parametritzades
regulars, ... , encara parlarem de la integral de superficie de f sobre M.

Anomenem area de M la integral de superficie | A4S

Integrals de superficie de funcions vectorials en R?

Sigui o: U — R3 una superficie parametritzada injectiva regular, amb imat-
ge M = o(U), i denotem per T1,Ts els vectors tangents definits per la
parametritzaci6. Sigui f: M — R3 una funci6 vectorial (habitualment f
sera un camp vectorial definit en un conjunt obert W C R? contenint M).
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Anomenem integral de superficie o flux de f a través de la superficie para-

metritzada o la integral
/ f-dsS:= / f(O’(Ul,Ug)) . T1 X T2 duldu2 = / det(fo O’,T17T2) .
o U U

Sota les mateixes suposicions, considerem el vector normal unitari definit
per la parametritzacié, n = T x To/||T1 X T2||. En aquest cas s’anomena
component normal de f la funcié f,(o(u1,us2)) = f(o(ur,us)) - n(uy, ug).
Llavors

/Jf-dS:/afndS.

Sigui ¢: U — V un difeomorfisme entre conjunts oberts de R?, i considereu
la superficie parametritzada 7 = oo @~'. Llavors [ f-dS =+ [ f-dS, on
el signe és el mateix que el del determinant jacobia det Jip.

Sigui M C R3 una superficie regular. Si M és la imatge d’una para-
metritzacié injectiva regular o: U — R3, el vectors tangents T (u), T2(u)
defineixen una orientacié dels espais tangents T, (,)M. Es diu llavors que
la superficie M és orientada.

Donat un difeomorfisme ¢: U — V, les parametritzacions ¢ i 7 = 0o o~ !

defineixen sengles orientacions de M; aquestes sén iguals si el signe del
determinant jacobia det Jo és positiu, i oposades si és negatiu.

Sigui M una superficie regular en R3. En general, calen diverses parame-
tritzacions injectives regulars per a recobrir M sencera. Es diu que M és
orientable quan es pot aconseguir que totes aquestes parametritzacions de-
fineixin la mateixa orientacié en cada punt. Quan s’ha triat una orientacié,
es diu que M és una superficie orientada.

Orientar una superficie en R3 equival a fer una tria continua d’un vector
normal unitari al llarg de M.

Hi ha superficies no orientables, com ara la banda de Mdbius.

Sigui M una superficie orientada, i suposem que és la imatge d’una para-
metritzacié injectiva regular o: U — R3 corresponent a I’orientacié de M.
Sigui f: M — R? una funcié vectorial. La integral de superficie o flux de f

a través de la superficie orientada M és la integral, si existeix,

/ f-dS::/f-dS.
M o
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Es poden fer les mateixes observacions que en (7.3.4).

Si M és una superficie orientada i M° és la mateixa superficie amb ’orien-
taci6 oposada, [,,,f-dS=— [, f-dS.

En el cas d'una superficie «tancada» és habitual escriure fM f-dsS.
A vegades fM f-dS es denota per fM (fidz2 Adxs + fodzs Adzr + fsdzr A dze).
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Teoremes integrals de ’analisi vectorial

Operadors diferencials sobre camps en R?

Sigui U C R? un conjunt obert. Denotem per £(U) i V(U), respectivament,
els conjunts de camps escalars i camps vectorials de classe C* definits
sobre U. Es poden definir tres operadors diferencials lineals de primer

ordre

W) ES v) 25 ) B4 ).

En coordenades cartesianes, la seva definici6 és:

of/0x 5 5
Gradient: grad f =Vf:= [ df/0y | = (iax +j% 4 k&z) f.
of/0z
0f5 /0y — 0f2 /0= i 90/0xz £
Rotacional: rotf =V x f:= | 0f1/0z — 0f3/0x | =|j 0/0y f£2].
8f2/al‘*af1/6y k 8/82’ f3
Divergéncia: divf = V-f := % + %22 + % = (iaax +j§—y +k§z> £,

En aquestes expressions hem usat I'operador nabla,

.0 .0 0

Les definicions del gradient i la divergencia es poden aplicar a camps en R".

La linealitat significa que grad(f+g¢g) = grad f+grad g, grad(cf) = cgrad f,
i analogament amb el rotacional i la divergencia.

Sigui f un camp vectorial. Es diu que és irrotacional si rotf = 0, i
sense divergencia si divf = 0.

Si f és un camp escalar de classe C?, grad f és irrotacional: rot grad f = 0.

Si f és un camp vectorial de classe C?, rot f és sense divergéncia: divrot f =
0.

Si f, g sén camps escalars i h és un camp vectorial, tots de classe C!, es té:

grad(fg) = feradg + ggrad f,
rot(fh) = froth + grad f x h,
div(fh) = fdivh 4+ grad f - h.
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Es pot definir el laplacia, un operador diferencial lineal de segon ordre que
actua sobre un camp escalar f:U — R de classe C? per
Af=V?f :=divgrad f.
o*f 0%°f  O*f
En coordenades cartesianes, Af = —5 + —5 + —5 .
! oz oyt 927

Aquesta definicié es pot aplicar a camps escalars (i també vectorials) en R™.
Una funcié f és diu harmonica si Af = 0.

Altres propietats:
div(f xg) =g-rotf —f-rotg,
rot(rot f) = grad(divf) — Af.
També hi ha expressions per a grad(f - g) i rot(f x g).

Teoremes del rotacional i de la divergencia

Teorema de Kelvin—Stokes, o del rotacional

Siguin U C R3 un conjunt obert, f:U — R? un camp vectorial de classe
C!. Sigui S C U una superficie orientada tal que S C U. Llavors

/rotf~dS: f-de,
S as

on 0S és la vora de S amb l'orientaci6 induida per la de S («regla del
cargol», o «de la ma dretay).

Teorema de Gauss—Ostrogradskii, o de la divergéncia
Siguin U C R? un conjunt obert, f:U — R? un camp vectorial de classe

C!. Sigui V C U un conjunt obert (amb 'orientacié natural de R3) tal que
V c U. Llavors

/divde:/ f-ds,
% v

on 9V és la vora de V amb lorientaci6é induida («amb la normal cap a
foray).

Aquests teoremes tenen una semblanca amb el «teorema fonamental del
calculy,

/Cgradf~d£:/80df,

interpretant la darrera expressié com a f(p1) — f(po) si 0C = {po,p1},
«orientada» de pg a p1.
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Aquests teoremes requereixen unes hipotesis que seran enunciades amb precisié

més endavant.

Potencials

Potencial escalar
Sigui F: U — R? un camp vectorial C! definit en un conjunt obert U C R2.

Es diu que F és un camp conservatiu quan existeix un camp escalar f: U —
R tal que F = grad f. Es diu llavors que f és un potencial escalar per a F.

Considerem, per a F, les propietats segilients:

i) F té un potencial escalar (F és conservatiu).

ii) Donats po,p1 € U iuna corba orientada C' C U tals que 0C = {po, p1},

la integral [, F - d€ només depén de po, p;.

iii) Per a tota corba «tancada» C C U, §,F-d€=0.

iv) rot F = 0 (F és irrotacional).
Les tres primeres afirmacions sén equivalents. A més, impliquen la quarta.
En canvi, el reciproc d’aquesta afirmacié (que irrotacional impliqui lexis-
téncia de potencial escalar) no és cert en general, depén de la topologia
de U, i és cert en algunes circumstancies.

Un subconjunt A C R"™ és diu estrellat respecte a un punt p si, per a tot
g€ A, [p.g CA

R", les boles i els rectangles de R™, i R?—semirecta, sén conjunts estrellats.

Lema de Poincaré

Si U C R? és un conjunt obert estrellat i F: U — R3 és un camp vectorial
C! amb rot F = 0, llavors F té potencial escalar.

Sigui A C R"™ un subconjunt arc-connex.

Siguin p,q € A dos punts fixats, i siguin ~p,71:[0,1] — A dos camins
amb origen p i extrem ¢. Es diu que 7,71 sén homotops si existeix una
aplicacié continua T':[0,1] x [0,1] — A amb la propietat segiient: escrivint
[s(t) = (s, t), Navors Tg = 9, I'1 = 71, iels Ty (0 < s < 1) sén camins
amb origen p i extrem ¢g. Es diu que I" és una homotopia de camins entre
Yo 171

Un cami 7: [to, t1] — A es diu cami tancat si Porigen i el final sén el mateix
punt.
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Es diu que A és simplement connex si és arc-connex i tot cami tancat és
homotop al cami constant. Equival a dir que dos camins qualssevol amb
mateixos origen i extrem sén homotops.

Exemples de conjunts simplement connexos: R", les boles i els rectangles de R",
els conjunts estrellats, R?—semirecta, R*—{p1, ..., pn}, Pesfera 8o = {(x,y, 2) €
R3 |22 492+ 2% =1}

No sén simplement connexos: R? — punt, R?® — recta, R — circumferéncia, la
circumferéncia 8; = {(z,y) € R* | z® + 3% = 1}.

Si U C R3 és un conjunt obert simplement connex i F: U — R3 és un camp
vectorial C' amb rot F = 0, llavors F té potencial escalar.

Si f és un potencial escalar, també ho és f + C per a qualsevol constant C,
ja que grad(f + C) = grad f.
El calcul del potencial escalar es pot fer integrant ’equacié grad f = F'.

Potencial vectorial

Sigui G: U — R un camp vectorial C' definit en un conjunt obert U C R?2.
En cas d’existir un camp vectorial F: U — R? tal que G = rotF, es diu
que F és un potencial vectorial per a G. Llavors es diu, a vegades, que G és

solenoidal.

Considerem, per a G, les propietats segiients:

i) G té un potencial vectorial.

ii) Donada una corba orientada C' C U i una superficie orientada S C U

tal que 0S5 = C, la integral fs G - dS no depén de S, només de C.

iii) Per a tota superficie «tancada» S C U, fs G-dS=0.

iv) divG =0 (G és sense divergencia).
La primera implica la segona i la tercera, que sén equivalents. Al seu
torn, aquestes impliquen la quarta. En canvi, que «sense divergencia»
impliqui I'existéncia de potencial vectorial no és cert en general, depen de
la topologia de U, i és cert en algunes circumstancies.

Lema de Poincaré

Si U C R? és un conjunt obert estrellat i G: U — R? és un camp vectorial
C! amb divG = 0, llavors G té potencial vectorial.

De manera analoga al cas de potencial escalar, hi ha condicions més ge-
nerals que asseguren ’existéncia de potencial vectorial per a camps sense
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divergencia.
En canvi, si U = R® — punt, un camp vectorial en U amb divergéncia nulla pot

no tenir potencial vectorial.

Si F és un potencial vectorial de G, també ho és F + grad f per a qualsevol
camp escalar f, ja que rot(F + grad f) = rot F.

El calcul del potencial vectorial es pot fer integrant ’equacié rot F = G.
Per exemple, en R?, sigui G = (P, Q, R) tal que dP/dx + dQ/dy +OR/dz = 0.
Busquem-ne un potencial F = (L, M, N). La primera simplificacié que es pot
fer és suposar que N = 0. Tot seguit s’integren 9,M = —P, que déna M =
- deerg(x,y), i0.L =@, que déna L = f Qdz + h(z,y); podem suposar que
h = 0. Finalment, I'’equacié 0, M — J,L = R, amb les funcions L, M anteriors,
permet integrar g = f( ..)dz + k(y); aqui també es pot suposar que k = 0.

D’aquesta manera s’arriba a un potencial F per a G.

Camps en R?: teorema de Green i potencials

Sigui U C R? un conjunt obert. Es pot definir el gradient d'un camp escalar
i la divergencia d’un camp vectorial en U: en coordenades cartesianes,

grad f = Vf = <8f/8:r) ,

of/oy
. 6F1 8F2
d1vF:V~F::W—|—E.
Considerant F com a camp vectorial en R3, podem calcular-ne el rotacional:
Fy (JZ, y) 0
F=| F(z,y) |, rotF= 0
0 8F2/8x—8F1/8y

Teorema de Green

Siguin U C R? un conjunt obert, F: U — R? un camp vectorial de classe
C!. Sigui M C U un conjunt obert tal que M C U. Llavors

o Ox ay oM oM

on M és la vora de M amb lorientacié induida («la part de dintre, a
Pesquerray).

El teorema de Green es pot considerar com a cas particular del teorema
de Kelvin-Stokes, considerant F com a camp vectorial en R3 i M com a
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superficie dins R3.

Prenent per exemple F = %(_Z), el teorema de Green permet calcular

I'area d’un conjunt obert M C R2:

1
/ dxdy = f/ (—ydz + zdy) .
M 2 Jom

Sigui F: U — R? un camp vectorial C! definit en un conjunt obert U C R2.
Recordem que F és conservatiu quan existeix un camp escalar f:U — R,
el potencial escalar, tal que F = grad f. En tal cas la circulaci6 de F al
llarg d’una corba tancada és zero. Si F és conservatiu, necessariament es

complei OF OF
m 11X — = —.
P Or oy
, 0F, O0F;
Reciprocament, suposem que —— = ——.
or dy

Si U és simplement connex, aquesta condicié d’igualtat de derivades parci-
als és suficient per a garantir 'existéncia de potencial escalar per a F.

Si U no és simplement connex aixo pot ser fals, i la circulacié al llarg d’una
corba tancada pot no ser zero; tanmateix, si dues corbes tancades es poden
deformar continuament una en l’altra, llavors les respectives circulacions
de F so6n iguals.

Equacions diferencials exactes

Una equacié diferencial f(z,y)dz+g(z,y) dy = 0 es diu exacta si existeix ¢(z, y)

tal que f = dp/dz, g = Dp/dy. En un conjunt obert simplement connex aixd
equival a afirmar que 0 f/dy = 0g/0z. En tal cas la solucié general de I'equacié
és p(z,y) =C.

Encara que ’equacié no sigui exacta, a vegades es pot obtenir una funcié u(z,y),
anomenada factor integrant, tal que l'equacié u fdx + pgdy = 0 (equivalent a
loriginal) sigui exacta. L’obtencié d’aquest factor pot ajudar a integrar 1’equa-

cié.

Teorema de la divergencia en el pla

Siguin U C R? un conjunt obert, F:U — R? un camp vectorial de classe
C'. Sigui M C U un conjunt obert tal que M C U. Llavors

/didexdy:/ F,de,
M oM

on F,, = F - n és el component normal de F al llarg de la vora OM de M
orientada amb orientacié induida («vector normal cap a foray).
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(La integral [, F,dl és el flux de F a través de M.)

S’anomena corba de Jordan a una «corba tancada simpley, és a dir, la
imatge C' d’un cami ~: [a,b] — R™ que és injectiu en [a, b[ i y(a) = ().
Si C c R? és una corba de Jordan, llavors R%2 — C és la unié de dos
conjunts oberts arc-connexos, amb frontera C, un dels quals és fitat i ’altre
no (teorema de la corba de Jordan).

Complements: vora i condicions de validesa dels
teoremes integrals

Sigui M C R? una superficie regular. Recordem que, per a cada p € M, hi
ha un difeomorfisme ¢: U — V, definit en un veinat de p, tal que (U N M) =
VN (R? x0).

Considerem 1’adheréncia M. Un punt p € M — M es diu punt frontera regular

si existeix un conjunt obert U C R® contenint p, i un difeomorfisme ¢:U — V,
tals que

e(UNM)=Vn{y'y’y’) eR’|y* <0,y° =0},
e(UNMM - M) =vVn{l'y ") eR® |y’ =y’ =0}.

S’anomena vora de M el conjunt

OM = {punts frontera regulars de M} .

Els punts de M — M que no sén regulars es diuen punts frontera singulars.

OM és una corba regular.

Es diu que M U M és una superficie amb vora.

Si M és una superficie orientada, la vora M té una orientacié canonica.

Sigui M C R? un conjunt obert.
Considerem l'adheréncia M. Un punt p € M — M = Fr(M) es diu
punt frontera regular si existeix un conjunt obert U C R3 contenint p, i un

difeomorfisme ¢: U — V| tals que
e(UNM)=Vn{' vy’ y’) eR’ |y <0},
e (UN(M-M)=Vn{y'vy’) eR’ |y =0}.
S’anomena vora de M el conjunt
OM = {punts frontera regulars de M} .

Els punts de M — M que no sén regulars es diuen punts frontera singulars.
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OM és una superficie regular.

Podriem dir que M U M és un «solid amb voray.

Si M és un conjunt obert de R*® amb la seva orientacié natural, la vora OM té
una orientacié canonica.

Si M C R? és un conjunt obert, es pot definir M de manera similar, aixi com
la seva orientacio.

Si C C R"™ és una corba regular, es pot definir de manera analoga la seva vora
0C, que estara formada per punts aillats.

Si la corba és orientada, els punts de C adquireixen un signe (+, —).

Hipotesis que asseguren la validesa dels teoremes integrals de I’analisi vectorial:
e U obert de R™ (n = 2,3), f:U — R" un camp vectorial de classe C'
e M superficie (m = 2) regular orientada de classe C* dins R®, o obert dins
R"” (m=n=2,3)
e M és compactei M C U
e tots els punts de M — M sén punts frontera regulars

Les férmules integrals encara sén valides quan hi ha punts frontera singulars.
Llavors calen hipotesis addicionals:
o si M és una superficie regular, cal que sigui C?
e OM és contingut en la reunié d’un nombre finit de corbes (si m = 2) o
superficies (si m = 3)
e el conjunt de punts frontera singulars és «negligibley, en el sentit que és un
conjunt finit de punts (si m = 2) o que estd contingut en la reunié d’un
nombre finit de corbes regulars arc-connexes (si m = 3)

Es poden donar exemples on no es compleixen les hipotesis, i on les féormules de
Green, etc., no sén valides.

Els operadors diferencials en altres sistemes de
coordenades

Considerem R?3 amb les coordenades cartesianes (x!, 22, 23), i un altre sis-

tema de coordenades (y',y? y3). Sigui p:V — U C R? el difeomorfisme
que representa el canvi de coordenades, p(y!, 32, v%) = (2,22, 2%).
La derivacié parcial de ¢ respecte a cadascuna de les coordenades 7/ déna

tres vectors v; = D;p, representats per les columnes de la matriu jacobiana
Je.
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En un punt x, = ¢(y,), aquests vectors formen una base (v;) de lespai
tangent Ty R3, diferent de la base canonica (e;). La matriu Jo(y,) és la
matriu del canvi de base, que passa de (e;) a (v;).

Si f:W — R és un camp escalar, sigui f = f o ¢ la seva expressié en les
noves coordenades.

Si F:W — R3 és un camp vectorial, F = Fle; + F?ey + F3e3, podem
usar les noves coordenades i la nova base per a expressar-lo: F o p =
Flvy + F?vy + F3V3. Les funcions F* i FJ també estan relacionades a
través de la matriu Jo.

Es diu que el sistema de coordenades (y',y?,y3) és ortogonal si la base
(v;) és ortogonal en cada punt. En tal cas, és més freqiient utilitzar la base
ortonormal (u;) obtinguda normalitzant els vectors v;: ambdues bases
estan relacionades per v; = hju;, on les funcions h; > 0 sén uns factors
d’escala. Suposarem també que la base (u;) té lorientacié positiva; aixi,
el jacobia de ¢ és hihshs.

A T’hora d’expressar el camp vectorial F: W — R3 en les noves coordenades,
podem utilitzar aquesta base ortonormal: F o ¢ = Flu; + F?u, + Fius.
Les noves funcions F7 estan relacionades amb les F* a través de la matriu
Jp i les funcions h;.

Es poden obtenir formules que expressen els operadors diferencials grad,
rot, div i V2, aplicats a camps escalars o vectorials segons el cas, en el nou
sistema de coordenades.

1 af 1 0f 1 af

gradfogo—h 8 1+h 5y2 2+h3@U3
Vifop=

_ 1 0 (hshs Of 4@7 hshi 0 d (hihy 8f
o h1h2h3 6y1 h1 ayl 8 h, 8y 8y3 h3 8y3

1 0 0 _ 0 _.
divFop=—— hohsFY) + — (hsh1 F?) + = (h1ho F?
wkop h1h2h3<81(23 ) 8y2(31 )+8y3(12 )
hiui haus hsus
d/oy"  0/oy* /oy’
hF'  hoF?  hsE®

rotFoyp= Tl

(en el desenvolupament d’aquest determinant, s’entén que les derivacions
de la segona fila actuen sobre les funcions de la tercera).
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(8.6.5) Per exemple, d’acord amb 3.6.6 i 3.6.7, en coordenades cilindriques tenim
cosp —sing 0
(upu¢uz): sin ¢ cos¢p O y hp =1, hg =p, h. =1,
0 0 1
i en esferiques
cos¢psinf cos¢cost —sing
(ur up u¢) =| singsinf sin¢cosfd cos¢ |, hr=1, ho=r, hy=rsiné.
cos —sin6 0

(8.6.6) Aixi, si f:W — R és un camp escalar C*, llavors

_ fif 1of . Of
grad f = ap u, + >0 ¢ o+ 5 U
en cilindriques, o
g 10 f 1 0 f
grad f = wrt 80 rsin 6 0<Z>

en esferiques.

Semblantment, es pot obtenir
o*f 18f 1 8°f 9%f
vif=2L 4 225, 22/ 2
f p2 + p 6[) + p2 a¢2 + 82’2
en cilindriques, i
= L (20 LD (g2 I |
Vif= 2or " ar ) T 2 sino 00 7" 50 +r2sin208¢2

en esferiques.
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Index terminologic

adheréncia d’un conjunt (1.3.6)

aproximacié lineal d’una funcié en un
punt (3.1.3)

area d’una superficie (7.3.5)

bola oberta (1.3.1)

bola perforada (1.3.2)

bola tancada (1.3.1)

cami (2.2.8)

camins homotops (8.3.5)

cami tancat (8.3.5)

camp conservatiu (7.2.9)

camp conservatiu (8.3.1)

camp irrotacional (8.1.3)

camp sense divergéncia (8.1.3)

camp vectorial (4.1.3)

camp vectorial gradient (4.2.2)

canvi de coordenades (3.6.4)

circulacié al llarg d’'una corba
orientada (7.2.6)

circulacié al llarg d’un cami (7.2.1)

coll (5.2.5)

component (1.1.3)

condicié de tangeéncia (3.1.1)

conjunt arc-connex (2.2.9)

conjunt compacte (1.4.13)

conjunt convex (2.2.14)

conjunt de mesura nulla (6.2.1)

conjunt de nivell (1.1.6)

conjunt estrellat (8.3.3)

conjunt fitat (1.3.3)

conjunt mesurable Jordan (6.3.4)

conjunt obert (1.3.9)

conjunt simple (6.3.14)

conjunt simplement connex (8.3.5)

conjunt tancat (1.3.9)

coordenades cilindriques (3.6.6)

coordenades esfériques (3.6.7)

coordenades ortogonals (8.6.3)

coordenades polars (3.6.5)

corba de Jordan (8.4.9)

corba en forma explicita (4.5.4)

corba en forma implicita (4.5.5)

corba en forma parametrica (4.5.6)

corba orientada (7.2.4)

corba parametritzada (4.5.6)

corba parametritzada regular (4.5.6)

corba regular (4.5.1)

derivada direccional (3.2.1)

derivada direccional d’ordre superior
(5.1.1)

derivada d’una funcié (3.1.2)

derivada parcial (3.2.5)

derivada parcial d’ordre superior
(3.5.2)

derivada parcial segona (3.5.1)

desigualtat triangular (1.2.1)

determinant jacobia (3.2.7)

difeomorfisme (3.6.4)

diferencial d’una funcié (3.1.2)

distancia (1.2.6)

distancia euclidiana (1.2.8)

divergencia (8.1.1)

domini d’una funcié (1.1.2)

equaci6 diferencial exacta (8.4.7)

esfera en un espai meétric (1.3.2)

espai complet (1.4.9)

espai euclidia (1.1.1)

espai métric (1.2.6)

espai normat (1.2.1)

espai tangent a una corba en un punt
(4.6.1)

espai tangent a una superficie en un
punt (4.4.1)

expressié integral del residu de
Taylor (5.1.5)

exterior d’un conjunt (1.3.6)

extrem local (5.2.2)

extrem local condicionat (5.3.1)

factor integrant (8.4.7)

flux d’un camp vectorial a través
d’una superficie orientada (7.4.8)
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flux d’un camp vectorial a través
d’una superficie parametritzada
(7.4.1)

férmula de Taylor (5.1.4)

frontera d’un conjunt (1.3.6)

funcié caracteristica (6.3.2)

funcié continua (2.1.2)

funcié continua en un punt (2.1.1)

funcié continuament diferenciable
(3.3.3)

funcié de classe C* (3.3.3)

funci6 de classe C? (3.5.1)

funcié de classe C*° (3.5.3)

funcié de classe C" (3.5.3)

funci6 derivada parcial (3.3.1)

funcié diferenciable (3.1.4)

funcié diferenciable en un punt
(3.1.1)

funcié diferenciable en un punt
(3.1.1)

funcié escalar (1.1.2)

funcié fitada (1.3.3)

funcié harmonica (8.1.7)

funcié implicita (3.7.2)

funcié indicatriu (6.3.2)

funcié integrable Riemann en un
conjunt mesurable Jordan (6.3.7)

funcié integrable Riemann en un
rectangle (6.1.8)

funcié lipschitziana (2.2.6)

funcié real de diverses variables
(1.1.2)

funcié uniformement continua (2.2.3)

funcié vectorial (1.1.3)

gradient (8.1.1)

gradient d’una funcié en un punt
(4.2.1)

graf d’una funcié (1.1.5)

homotopia de camins (8.3.5)

imatge d’una funcié (1.1.4)

integral de linia d’una funcié al llarg
d’una corba (7.1.8)

integral de linia d’una funcié al llarg
d’una corba parametritzada

(7.1.6)

integral de linia d’un camp vectorial
al llarg d’una corba orientada
(7.2.6)

integral de linia d’un camp vectorial
al llarg d’un cami (7.2.1)

integral de Riemann d’una funcié en
un conjunt mesurable Jordan
(6.3.7)

integral de Riemann d’una funcié en
un rectangle (6.1.8)

integral de Riemann impropia (6.7.2)

integral de superficie d’una funcié al
llarg d’una superficie (7.3.4)

integral de superficie d’una funcié al
llarg d’una superficie
parametritzada (7.3.1)

integral de superficie d’un camp
vectorial a través d’una superficie
orientada (7.4.8)

integral de superficie d’'un camp
vectorial a través d’una superficie
parametritzada (7.4.1)

integral impropia convergent (6.7.2)

integral impropia divergent (6.7.3)

integral inferior (6.1.7)

integral superior (6.1.7)

interior d’un conjunt (1.3.6)

jacobia (3.2.7)

laplacia (8.1.6)

lema de Poincaré per a camps
irrotacionals (8.3.4)

lema de Poincaré per a camps sense
divergencia (8.3.11)

limit direccional (2.4.1)

limit d’una funcié (2.3.1)

limit d’una successi6 (1.4.2)

limit segons un cami (2.4.4)

longitud d’una corba (7.1.5)

longitud d’una corba parametritzada
(7.1.1)

matriu hessiana (5.2.6)

matriu jacobiana (3.2.7)

maxim local (5.2.2)
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maxim local condicionat (5.3.1)

mesura d’un rectangle (6.1.1)

metode dels multiplicadors de
Lagrange (5.3.5)

minim local (5.2.2)

minim local condicionat (5.3.1)

multiplicador de Lagrange (5.3.5)

nabla (8.1.1)

norma (1.2.1)

norma del suprem (1.2.3)

norma del taxi (1.2.3)

norma euclidiana de R™ (1.2.3)

particié d’un rectangle (6.1.2)

particié més fina (6.1.3)

pla tangent (4.4.3)

polinomi de Taylor (5.1.3)

potencial escalar (8.3.1)

potencial vectorial (8.3.9)

producte escalar estandard de R"™
(1.2.3)

producte vectorial fonamental (4.4.9)

punt adherent (1.3.5)

punt aillat (o isolat) (1.3.5)

punt critic d’una funcié (5.2.3)

punt critic d’una funcié restringida a
una varietat (5.3.3)

punt critic no-degenerat (5.2.11)

punt d’acumulacié (1.3.5)

punt de sella (5.2.5)

punt exterior (1.3.5)

punt frontera (1.3.5)

punt frontera regular (8.5.1)

punt frontera regular (8.5.4)

punt frontera singular (8.5.1)

punt frontera singular (8.5.4)

punt interior (1.3.5)

recorregut d’una funcié (1.1.4)

recta tangent a una corba (4.6.1)

regié elemental (6.3.14)

regla de la cadena (3.4.4)

regla de Leibniz per a integrals
dependents de parametres (6.6.1)

residu de Taylor (5.1.4)

rotacional (8.1.1)

segment (2.2.13)

solid amb vora (8.5.5)

subvarietat regular de R™ (4.7.1)

successié convergent (1.4.3)

successié de Cauchy (1.4.7)

successi6 parcial (1.4.12)

suma de Riemann (6.1.14)

suma inferior (6.1.4)

suma superior (6.1.4)

superficie amb vora (8.5.2)

superficie en forma explicita (4.3.4)

superficie en forma implicita (4.3.5)

superficie en forma parameétrica
(4.3.6)

superficie orientable (7.4.6)

superficie orientada (7.4.6)

superficie parametritzada (4.3.6)

superficie parametritzada regular
(4.3.6)

superficie regular (4.3.1)

teorema de Borel-Lebesgue (1.4.14)

teorema de Fubini (6.4.1)

teorema de Gauss—-Ostrogradskil
(8.2.2)

teorema de Green (8.4.2)

teorema de Heine (2.2.5)

teorema de Kelvin—Stokes (8.2.1)

teorema de la divergéncia (8.2.2)

teorema de la divergencia en el pla
(8.4.8)

teorema de la funcié implicita (3.7.1)

teorema de la funci6 inversa (3.6.1)

teorema del canvi de variables (6.5.1)

teorema de Lebesgue (6.3.1)

teorema del rotacional (8.2.1)

teorema del valor intermedi (2.2.12)

teorema del valor mitja (3.4.8)

teorema de Morse (5.2.12)

teorema de Schwarz (3.5.5)

teorema de Stokes (8.2.1)

teorema de Taylor (5.1.4)

teorema de Weierstrass (2.2.2)
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transformacié diferenciable (3.6.4) velocitat d’un cami (4.1.4)

valor mitja d’una funcié (6.3.12) veinat d’un punt (1.3.8)

varietat m-dimensional (4.7.1) volum d’un conjunt mesurable

vector tangent (4.1.1) Jordan (6.3.9)

vector tangent a una corba (4.6.1) volum d’un rectangle (6.1.1)

vector tangent a una superficie vora d’una superficie (8.5.1)
(4.4.1) vora d’un solid (8.5.4)

vector tangent d’un cami (4.1.4)
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