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Programacio6
1. TorpoLOGIA DE R™ (3h)

e Norma, distancia i boles.
e Conjunts oberts i tancats; interior, frontera, adherencia.
e Sucessions de punts de R".

e Conjunts compactes.
2. LIMITS I CONTINUITAT (3h)

e Funcions de diverses variables. Funciones escalars i vectorials.
e Limit d’una funcié en un punt.
e Limits direccionals. Limits infinits.

e Funcions continues.

Propietats de les funcions continues respecte als conjunts compactes.

e Conjunts arc-connexos.
3. DERIVACIO (7h)

e Derivades parcials, derivades direccionals.

e Diferencial d’una funcié en un punt. Matriu jacobiana. Aproximacié lineal d’una funcié.
e Condicions suficients de diferenciabilitat.

e Propietats de les funcions diferenciables. Regla de la cadena.

e Derivades parcials d’ordre superior.

e Teorema de Schwarz.

e Teorema de la funcié inversa. Canvis de coordenades.

e Teorema de la funcié implicita.
4. APLICACIONS GEOMETRIQUES DE LA DERIVACIO (5h)

e Vector tangent d’un cami.

Gradient d’una funcié escalar.

e Corbes. Descripcions parametrica i implicita.
e Recta tangent a una corba.
e Superficies. Descripcions parametrica i implicita.

e Pla tangent a una superficie.
5. ESTUDI LOCAL DE FUNCIONS (5h)

e Formula de Taylor. Expressié del residu.

e Extrems locals de funcions, punts critics.

e Matriu hessiana. Condicié suficient d’extrem.

e Extrems condicionats locals. Multiplicadors de Lagrange.

e Extrems absoluts d’una funcié sobre un conjunt compacte.
6. INTEGRACIO (5h)

e Integral de Riemann de funcions definides sobre un rectangle.
e Conjunts de mesura nulla.
e Integral de Riemann de funcions definides sobre conjunts mesurables Jordan.

e Teorema de Fubini.
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e Teorema del canvi de variables.
e Funcions definides per integrals. Teorema de Leibniz.

e Integrals impropies.
7. INTEGRALS DE LINIA 1 DE SUPERFICIE (5h)

e Integral de linia d’una funcié escalar. Llargada d’una corba.
e Orientacié d’una corba. Integral de linia d’un camp vectorial.
e Camps conservatius. Potencials escalars.

Integral de superficie d’una funcié escalar. Area d’una superficie.

e Orientacié d’una superficie. Integral de superficie d’'un camp vectorial.
8. TEOREMES INTEGRALS DE L’ANALISI VECTORIAL (6 h)

e Gradient, rotacional, divergencia i laplacia. Relacions entre aquests operadors.
e Teorema de Green.

e Camps conservatius en el pla. Equacions diferencials exactes.

e Teorema de Stokes.

e Camps conservatius i potencial escalar.

e Conjunts simplement connexos. Lema de Poincaré.

e Teorema de la divergencia de Gauss-Ostrogadskii.

e Camps solenoidals i potencial vectorial.
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1 Topologia de R"

Problemes basics

1. Determineu el domini d’existéncia i el recorregut (imatge) de les funcions segiients:

(a) f(z,y) = (cos(z? + y2))'/2.

(b) f(z,y) = In(y — ).

(¢) f(z,y) = arcsin(x/y).
(d) flz,y) =1— || —y|.
(e) f(z,y) = /cos(2mx) — 1.
) ft)= cos%,sin%).

2. Descriviu les corbes de nivell de les funcions segiients:

(a) f(z,y)=x+5by—T.

(b) f(z,y) = 32 + 2>
(c) fz,y) =2y

(d) flz,y) = (zy)*/?
(e) flz,y) =y/a'/?

() flz,y) =1—lz| =yl
3. Descriviu les superficies de nivell de les funcions segiients:

(a) f(x,y,2) =+ 2y + 3z.

(b) f(z,y,2) = —a® —y® — 2%,
(c) f(zm,y,2) = 2%+ 2y + 322
(d) flz,y,2) =y* +2°

(e) f(z,y,2) = a® +y* — 2
() flz,y,2) =z/(a® +y?).

(&) flz,y,2) =1 —[z] = |y —[2]

4. Justifiqueu que els subconjunts del pla segiients sén oberts:

(a) A={(z,y) | -1<z <1, -1<y<1}.
(b) B ={(x,y) |y <10}.
(©) C={(z,y) |z #0, y#0}.

(d) D={(z,y) |2 <2?+y?<4}.

5. Obteniu l'interior, 'adherencia, ’exterior, la frontera i el conjunt de punts d’acumulacié dels con-
junts segiients:

(a) A={(z,y) € R? |y = 2z}

(b) B={(z,y) eR?| -1<z<1,0<y<az?}.

(c) C={(z,y) eR? |2y >0, x+y=nonncZ}
(d) D={(z,y) e R?*|0<z,y<1,z€Q}.

() E={(r,y,2) e R® |22 +y% < 1}.

(f) F={(z,y,2) e R? | 2* = 2 + y°}.

6. Dels conjunts (dominis i recorreguts) obtinguts en el problema 1, digueu si sén oberts, tancats,
fitats o compactes.

7. Trobeu el limit (si existeix) de les successions de punts seglients:
(a) (22 + 1)V, (sinn)/n)).
(b) ((n!)l/”Z, e /n2, n/n!).
1

()




6 Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

Problemes addicionals

0 si (z,y) = (0,0)
8. Descriviu precisament les corbes de nivell de la funcié f(z,y) = 2xy .
P T =1 0 i () # 0,0)
T4 +y
9. Donada la funcié f(z,y) = 2* — 3°, representeu graficament les funcions segiients: f(x,0), f(z,1),

f(x,z), f(z,2?), i relacioneu aquestes grafiques amb la de f.

10. Siguin A i B dos subconjunts de R™. Si A és obert, proveuque A+B ={z |z =a+y, x € A, y € B}
és obert.

11. Doneu un exemple d’una funcié tal que el seu domini tingui un punt aillat.

12. Considereu els conjunts A4,, = {(z,y) € R? | nz?y < 1}, amb n € N*.

(a) Justifiqueu que cada A, és obert.

(b) Calculeu la intersecci6 de tots els A,, i justifiqueu que no és un conjunt obert.

(¢) Per que aixd no contradiu el fet que la interseccié de dos oberts és un obert?

13. De manera semblant, trobeu una colleccid infinita de conjunts tancats del pla tals que la seva unié
no sigui tancada.
14. Considereu les aplicacions p;: R? — R segiients:
_ 2 2y1/2 _
pi(@y) =zl +lyl  pa(z,y) = (21" +[y[") Poo(z,y) = max(|z], |y[)

(a) po ésla norma euclidiana. Demostreu que també sén normes p1 i poo. S’anomenen la norma-1
i la norma del suprem, respectivament. Normalment p; es representa per || - ||;.

(b) Dibuixeu les boles unitat B; = {(z,y) € R? | ||(z,y)||; < 1} per a cada una de les tres normes.

(¢) Demostreu que [|(z,y)lloo < [I(z,9)ll2 < [(z,9)]1, i que [[(z,9)]1 < V2@, 92, (@, )2 <
V2||(z,9)||0- Relacioneu aquestes desigualtats amb els dibuixos anteriors.

(d) Proveu que p;/2(z,y) = (|z|"/2 + |y|'/)? no és una norma.

(Podeu comprovar que no se satisfa la desigualtat triangular amb els punts (1/2,0) i (0,1/2).)
Dibuixeu també la “bola” unitat By /.
15. (a) Generalitzeu les definicions de les tres normes del problema anterior a R™, i proveu que se
satisfan desigualtats similars:
Ixlloo < Ixllz,  IIxll2 < VR lI%[l -

(b) En general, dues normes p i ¢ en un espai vectorial es diuen equivalents si existeixen nombres
estrictament positius M, N tals que, per a tot x, p(x) < Mq(x) i g(x) < Np(x). Proveu que
llavors els conceptes de successié convergent i de conjunt obert (i, de fet, molts d’altres) s6n
els mateixos per a les dues normes.

Respostes

1. Dominis:

(a) {(x,y) ER’|0<a®+9° < g} U {(x,y) €eR’| (%)ﬂ' <z?+y° < (‘““T‘H)ﬂ', on k€ N*}
(b) {(z.y) eR* |y >z}
(c) {($7y)€R2|y7ﬁ0, 1< g <1}
(d) R2.
(e) Z x R (rectes verticals amb abscissa entera).
(f) R —{0}.
Imatges:
(a) [0,1].
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(b) R.

(©) [=m/2,7/2]

(@) ]-00, 1]

() {0}.

(f) La circumferéncia 2 4+y2 =1
2. (a) k=x+5y—7,onkeR (rectes).

(b) k= 3z +2y% on k > 0 (ellipses; si k = 0 és un un punt).

(¢c) k ==y, on k € R (hiperboles; si k = 0 és un parell de rectes).

(d) k= (zy)'/? on k > 0 (hiperboles; si k = 0 és n parell de rectes)

(e) k=y/z"? on k € R (mitges pardboles; si k = 0 és la semirecta y = 0, z > 0).

(f) k=1—|z|—|y]|, on k <1 (quadrats centrats a 'origen; si k = 1 és un punt).
3. (a) k=z+2y+ 3z on k€ R (plans).

(b) k= —a? —y* — 2% on k < 0 (esferes; si k = 0 és un punt).

(c) k =%+ 2y* +32% on k > 0 (ellipsoides; si k = 0 és un punt).

(d) k=y*+ 2% on k>0 (cilindres; si k =0 és la recta y = z = 0).

) k

=22 4+y?— 2% on k € R (si k > 0 hiperboloide d’un full, si k = 0 con, si k < 0 hiperboloide de dos
fulls).

(f) z = k(z® + y*) (paraboloides si k # 0, pla si k = 0; en ambdds casos, sense el (0,0, 0)).
(g) k=1—|z|— |yl — |2|, on k <1 (octaedres centrats a l'origen; si k =1 és un punt).

5. En tots els casos, excepte el (c¢), tots els punts adherents sén d’acumulacié.
(a) IntA = Q@; A= A; FrA = A.
b

IntB=DB; B={(z,y) €eR? | -1<2<1,0<y <z}
IntC = @; C = FrC = C. El punt (0, 0) és aillat.
(

(
C

IntD = @; D =FrD = [0,1] x [0, 1].
(

(oW

)

(c)

)

(e) ItE =FE; E = {(x,y,z) eER? |2 +9?> <1}; FrE = {(z,y,2) € R® | 2 +¢y> = 1}.
(f) IntF = {(z,9,2) € R*| 2> > 2® +4*}; F = F; IrF = {(z,y,2) € R* | 22 = 2% +¢*};
a) (W, (smn)/n) — (1,0).

(b) ((n!)l/"Z7 e /n?, n/n!) — (1,0,0).

(c)

8. Si r,, indica la recta de pendent m que passa per l'origen, de la qual excloem ’origen, la corba de nivell k

La successi6 no és convergent (la segona component no convergeix).

(on |k| <1, k #0) és m UT1/m, amb m = tg 5 arc sink ). La corba de nivell zero és els eixos coordenats,

i les altres sén buides.

11. Per exemple, f(z) = y/x —1). Facilment podeu obtenir una funcié de dues variables amb la mateixa
propietat.

12.  (b) La interseccié és (| An = {(z,v) | y <0} U{(z,y) | = = 0}.
(c) Perque en aquest cas tenim infinits oberts.

14. (b) B és un quadrat amb vertexs els punts (0, 1), (1,0), (0,—1) i (—1,0). B2 és un cercle de radi 1. B
és un quadrat amb veértexs els punts (1,1), (-1,1), (=1,—-1) i (1, -1).
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2 Limits i continuitat

Problemes basics

1. Calculeu els limits segiients:
. 2+ 32 + 4y?
(a) lim ———
(zy)—(0,0)  z+1
(b) }iné(cosh t,sinh t)
z(y—1)—z—1
e
¢ lim _—
© (2,y)—(0,0) ( a? +y?
4,4
lim ——2Y
(z,y)—(0,0) /22 + 12
25

e )
(d)

e lim _—
(€) (2,9)—(0,0) 4 + y2

x3 + 20
f li _
® (2,,2)(0,0,0) 22 + 2y? + 422
. 3sinzy
lim —
(z,9)—(0,0) Y
h) lim e~ 1/ @ +y*+2%)

(z,y,2)—(0,0,0)

0 st (z,y) = (0,0)
2. Considereu la funcié f(z,y) = ryY .
fz,y) g (z,y) # (0,0)

(a) Trobeu el limit de f(z,y) en (0,0) respecte a les rectes y = ma.

(b) Queé se’'n dedueix respecte al limit ( l)nn( )f(x, y)?
x,y)—(0,0

0 si (z,y) = (0,0)

3. Sigui la funcié f(z,y) = x? i
© Ty Lo si@y) #0,0)

$4+y2

(a) Trobeu el limit de f(z,y) en (0,0) respecte a les rectes y = max i respecte a les paraboles
y = 2.

(b) Que se’'n dedueix respecte a  lim  f(z,y)?
(2,)—(0,0)

4. Estudieu la continuitat de les funcions seglients:

0 si (z,y) = (0,0)

(a) f(a:, y) = ‘T2y 1
m S1 (x,y) 7& (070>
B 0 si (x,y) = (0,0)
(b) g(ﬂ:,y) = { $292 1n(x2 + 92) si (:];7y) =+ 0,0)
1 si (z,y,2) = (0,0,0)

(¢) hiwy,2) = { 0,0,0), essent r(z,y,2) = Va2 + y? + 22

1
5. En quins punts existeix el limit de la funcié f(z,y) = y*sin —?
Ty

—~

sinr(z,y, z)/r(x,y,z) si(z,y,z)#

6. Utilitzant funcions continues apropiades, raoneu si sén oberts els subconjunts de R? o R? segiients:

(a) A={(z,y) | cos(z +y) +sin(z —y) < 1}.
(b) B ={(z,y) | zyln(x —y) > 5}.
(c) C={(z,y,2) |l <x+y*+2° <3, zyz <0}.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Es considera la funcié f(x,y) =

Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes
r+y—+z
d) D= —_
( ) {($7y52)| $3+y3+23

1},
() B={(x.y) | vaFy <1}

Analogament, raoneu si sén tancats els subconjunts de R? o R3 segiients:

(a) A={(z,y) |2z —3y=06, 22+ 4> <10}.
(b) B={(x,y) | 2% +3y> € N}
1
(c) C={(z,y) | 2+ 42
(d) D={(z,y,2) |z +2y+32=1, 2%y>2 > T7}.

€ N}.

Considereu A C R?,i f: A — R continua. En quins dels casos segiients podem assegurar que f té
un maxim? I que f(A) és un interval?

(a) A={(x,y,2) € R [ 2? +¢* + 2 > 1}.

() A={(z,y,2) eR?} |1 <a?+y*> <4, 0< 2z <1}
(c) A={(x,y,2) eR3 | 2?2 —y2>1, -1 <2< 1}
(d) A={(z,y,2) eR® |2 +y* =1, 2> 0}.

Problemes addicionals
xayﬁ

1.2 + y2 + Ty
existeix el limit de f(z,y) quan (z,y) — (0,0).

,on a, > 0. Estudieu per a quins valors de a i 3

Estudieu la continuitat de la funcié f: R? — R definida per

) { 0 sizy =0
,Y) =
(z+y)cos 7 cos?  altrament

Estudieu els limits reiterats lim hm f(z,y), lim0 lim0 f(x,y), i el limit lim, ) —0,0) f(2,y), per a

x—0y—0

les funcions definides en R? segiients:

() J(9) = 5oy o3 5 (@:9) # (0,0), £(0,0) =0,

-y si (x =0.
(b) f(x,y)— 2+y2 ( ay)7é(070)7 f(0,0) 0

T

1 1
(¢) flz,y) = (z+y)sin—sin— si zy # 0, f(x,y) = 0 en cas contrari.
€ Yy

Considerem l'espai vectorial Ms(R) de les matrius 2 x 2 amb coeficients reals, que identifiquem

amb R*: ( z 31{ ) — (z,y, 2, 1).

(a) Proveu que les funcions traga tr: Ma(R) — R i determinant det: Mo(R) — R son continues.
(b) Estudieu si s6n oberts o tancats dins Ma(R) els conjunts de matrius segiients:
i. Les matrius invertibles.
ii. Les matrius de determinant 1.
iii. Les matrius de traga nulla.
(c) Generalitzeu les giiestions anteriors a les matrius n x n, M, (R) = R".

Siguin f:R™ — R" continua, i A C R™. Proveu que f(A4) C f(A).

(Podeu usar la caracteritzacié de la continuitat en termes de successions.)

Sigui A C R™ un subconjunt amb la propietat segiient: tota funcié continua f: A — R és fitada.
Proveu que A és compacte.

(Si A no és compacte, llavors no és tancat o no és fitat; en ambdds casos podeu construir una funcié continua
no fitada sobre A.)
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15.

Considereu les funcions R — R definides per f(z) = 0 per a tota =, 1 g(0) = 1, g(y) = 0si y # 0.
Comproveu que lim,_¢ f(z) =0, lim,_,0 g(y) = 0, perod lim,_,o(go f)(x) =1 #0.

Quina hipotesi falla i no permet dir que el limit de g o f és el limit de g7

Respostes

1.

®© N o

10.
11.

12.

15.

(a) 2.
(1,0).
No té limit.

0
0
0.
3
0

El limit segons la recta y = ma és m/(1 +m?).
No existeix.

El limit segons la recta y = mx és 0.
El limit segons la parabola y = Az? és A/(1 + A?).

(b) No existeix.
Les tres sén continues arreu. Fora de l'origen no hi ha problema. A lorigen, f i g tenen limit 0, i h té

2
xr
T2 12 < |yl/4. Per a g, |g(z,y)| < (2* +y*)(«® + v°)|[In(2® + )],

ilim,—o+ zIlnz = 0. Amb h passa quelcom semblant.

limit 1. Per a f, tenim |f(z,y)| = |y|

Té limit en tots els punts del pla excepte en aquells de la forma (0,a), a # 0.
Tots sén oberts, llevat de E, que no és un obert de R?.
Els subconjunts A, B, D sén tancats. El subconjunt C' no és tancat dins R2.

Podem asegurar que hi ha maxim quan A és compacte (nomsés el (b)), i que la imatge és un interval quan
A és arc-connex (ho compleixen tots excepte el (c)).

a+ B3> 2.
Es continua en tot punt de fora dels eixos, i en els punts (0,0), (@70) i (O7 @) (ke Z).
(a) Els limits reiterats valen 0, lim ;) (0,0) f(%,¥) no existeix.
(b) Els limits reiterats valen 0 i 1, lim, 4y (0,0) f(,y) no existeix.
(c) Els limits reiterats no es poden calcular, lim,, ). (0,0) f(z,y) val 0.
(a) Sén funcions polindmiques.
(b) El primer és obert, els altres dos sén tancats.

g no és continua en 0.
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3 Derivacio

Problemes basics

1. Calculeu les derivades parcials i la matriu jacobiana de les funcions segiients en un punt arbitrari
del seu domini:
(a) c(t) = (cost,sint).
(b) flz,y) = (2° —y,32 +y> xy).
22 4 92
22 — g2
(@) h(z,y,2) = (V1 -y? = 22,VT =22 =22, /1 —a? — ¢?).
(e) 'U(.’L'l, ce ,.I'n) = Z?:l T + Z?:l x?

2. Per a les funcions segiients, estudieu la continuitat, les derivades direccionals en el (0,0), i la dife-
renciabilitat en el (0,0).

(a) f(z,y)=1siz>0i0<y<z? f(xr,y) =0 en cas contrari.
(b) flz,y) = a/3y'/3.

© Flay) = -2

x .
22 (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0.
3. Sigui f(z,y) = (x + a)(y + a)\/2? + y2, on a és una constant. Discutiu, en funci6 de a:

(a) la continuitat de f
(b) Texistencia de les derivades parcials de f en (0,0)
(c) la diferenciabilitat de f en (0, 0).
4. Obteniu aproximacié lineal de f(z,y) = (xsiny, ycosz) en els punts (0,0) i (7/2, 7).

5. Considereu la funcié f(z,y) = log(z +y + 1) + [ costdt.
Justifiqueu que és de classe C!, calculeu Df(0,0), i apliqueu-ho a calcular un valor aproximat de
£(0.03,0.02).

6. Calculeu les derivades direccionals D,, f(a) seglients:

(a) f(x,y) =2*—3y* + 52y, a=(1,-1), u=(-4,3).
(b) f(I,y,Z):$+l'y+IyZ, a:(152771)7 U:(372,*2).

7. Proveu que la funcié definida per f(z,y) = (2% + y?) sin si (x,y) # (0,0), f(0,0) =0, és

1
/IQ + y2
diferenciable perd no de classe C!.
8. Calculeu les derivades parcials D1 F, Do F' de les funcions compostes indicades.

(a) F=fog,amb f(z,y,2) = 2%y +y*z — zyz, g(u,v) = (u+v,u — v, u).

(b) F = fog. amb f(r.y) = 1= glu.v) = (tgw.tgv).

9. Sigui f: R3 — R? diferenciable, i definim g(x,y,2) = f(3z —y+ 22,2 +y — 22,22+ 5y — 2). Raoneu
que g és diferenciable i calculeu la seva matriu jacobiana en el punt (1,1, 3).

10. Sigui f: R — R diferenciable. Proveu que la funcié ¢(z,y) = f(2z + 3y), definida en R?, satisfa
9p 09
¥ _9P¥ _

Ox oy

I’equaci6 en derivades parcials 3

2

zy :
11. Sigui f(z,y) ={ 2 +g° O (z,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

(a) Trobeu-ne les derivades parcials a 1'origen.
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ab?

(b) Sigui () = (at,bt). Proveu que f o~ és diferenciable a 1'origen i que (f o~)'(0) = poRT
a

pero que aquest resultat no es pot obtenir aplicant la regla de la cadena. Per que?

12. Calculeu les derivades parcials segones de les funcions segiients:

(w2) =sin (241 ).

Y

O
g

9(z,y
h(z,y) = zsinzy + y cos zy.
k(z,y) = Va? +y2

13. Siguin f,g: R — R funcions dues vegades diferenciables, ¢ > 0 una constant. Proveu que la funcié
1 0% 0%

o(z,t) = f(x — ct) + g(z + ct) satista I'equacié de les ones, 202 9a2 0.
22—y
14. Considereu la funcié f(z,y) = Y 2 + 92 si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
Comproveu que és de classe C!, que les derivades parcials segones existeixen en tot punt, perd que

les derivades parcials creuades en (0, 0) sén diferents. La funcié és de classe C? en R?? Es de classe
C*> en R? — {(0,0)}7

15. Considereu la funcié f(z,y) = zy/2? + y>. Es una funcié C, C2, ...?
9 . 1
xy“sin— siy#0
Y

0 siy=0
Determineu el domini d’existencia i de continuitat de les funcions f, D;f, D;D; f.

16. Sigui la funcié f(z,y) =

17. Considereu la funcié f: R? — R? donada per f(z,y) = (e® cosy, e® siny).

(a) Proveu que f admet una inversa local en cada punt del seu domini.
(b) Obteniu les imatges per f de les rectes & = constant i y = constant.

(c) Proveu que la imatge de f és R% — {(0,0)}, que f:R x [0,27] — R? — {(0,0)} és bijectiva, i
que f:R x]0,27[ — R? — {(u,0) | u > 0} és un difeomorfisme.
(Recordeu que laplicacié ¢ — (cost,sint) és una bijecci6 entre [0, 27 i la circumferéncia unitat.)

(d) Calculeu Df~1(0,1).
18. Considereu la funcié g(z,y,2) = (u,v,w) = (x +y + 2%, 2 —y + 2,2z +y — 2).

(a) Demostreu que, en un veinat del punt (1, —1,2), aquesta funcié admet inversa local.

(b) Aplicant el teorema de la funcié inversa, calculen Dg=1(4,4, —1), explicant com s’ha d’interpretar
aquest enunciat.

(c) Trobeu explicitament g~ (u,v,w), i utilitzeu-ho per a calcular directament Dg=1!(4, 4, —1).
z
19. Per a cada valor de 1 € R considerem la funcié f,(z,y,2) = <x2 —y? — 2z, ycosx — —,[L$). Per a
quins valors de p es pot assegurar que f,, té inversa local diferenciable en un veinat de I'origen?

20. Sigui f:V — R de classe C2, on V C R? obert, una funcié expressada en coordenades cartesianes.

Sigui f I'expressié de f en coordenades polars: f = foc, on ¢(r,¢) = (rcos ¢, rsin ¢).

(a) Obteniu les relacions entre les derivades parcials primeres en els dos sistemes de coordenades:

of _ of L of of _ of  of
ar ' T ar T ayY 9 oy oz’
ﬁ of Of sing ﬁ of 8_f_cosgb

or Ecosd)f% r Oy B EsmgbjL@(/) r
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(b) Analogament, expresseu les derivades parcials segones de f en termes de les derivades parcials

- 0? 0?
de f, i expresseu el laplacia de f, Af = —J; + —J;,
ox oy

en coordenades polars:

o*f 0f OF 10°f 19f

02 ' 9y o2 r29¢%  ror’

r—2y—z=0

oyt =0 del qual observeu que (z,y, z,t) = (1,1, —1, —1) és solucié.

21. Considereu el sistema {

Es demana:

(a) Pot aplicar-se el teorema de la funcié implicita per a afirmar que, en un veinat del punt donat,
poden expressar-se z,t com a funcions de x,y?

0z 0z Ot Ot

dx’ 8y’ 9z’ dy

(¢) En aquest exemple és possible trobar z,t¢ en forma explicita en termes de x,y. Feu-ho i
comproveu (b).

(b) Calculeu en el punt (1,1):

22. Considereu 'equaci6 z + sin(z — 1) — 2%y? = 0. Proveu que, en un veinat del punt (1,1, 1), defineix
implicitament z com a funcié z = Z(x,y), i calculeu les derivades parcials primeres i segones de Z
en el punt (1,1).

Problemes addicionals

23. Sigui u: R x R — R donada per p(x,y) = zy. Proveu que Du(a,b) - (h, k) = ak + hb directament
a partir de la condicié de tangencia.

|yl

24. Considereu la funcié definida per f(z,y) = ——
+y

st (,y) # (0,0), f(0,0) = 0.

x
(a) Es continua?

(b) Calculeu-ne les derivades direccionals en (0,0).
(c) Es f diferenciable en (0,0)?
vy?/(2® +y") i (2,y) # (0,0)

0 altrament
(0,0), pero hi existeixen totes les derivades direccionals. Calculeu-les.

25. Comproveu que la funcié f(z,y) = no és continua en el punt

26. Per a les funcions segiients, estudieu ’existéncia i continuitat de les derivades parcials, aixi com la

diferenciabilitat:
(0) Flo) = i s (a9) # 0,0) £(0,0)=0.
(b) h(w,y) = —oee si (x,y) # (0,0); A(0,0) = 0.

(€) ulwy) = (@2 + ) sin ——

siz+y#0; ulz,y) =0six+y=0.

27. Usant una funcié adequada calculeu aproximadament v/3 + e=91 cos0.05 + 5sin 0.05.

28. Calculeu les derivades direccionals D, f(a), on u és el normalitzat del vector v que indica la direccid,
en els casos segiients:

(a) f(z,y)=In 7ix|;jy2’ a=(12,-5), v=(7,—24).
% —yz

(b) f(aja:%Z) = m,

a=(1,-1,1), v=(-3,51).

29. Considereu les funcions f(z,y,2) = ayz i g(t) = (2+¢,1 —¢,1+t). Calculeu (f o g)'(0) de dues
maneres diferents.



16

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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Donades f(z,y) = (e®,x 4+ y) i g(u,v) = (u — v, cosuv,u — v), calculeu la diferencial de g o f en
(0,0) de dues formes diferents.

Trobeu les funcions de la forma f(z,y) = h(z)k(y) (es diu que f és de variables separades) tals que
0f/0x =0f/0y.

Sigui U C R™ un obert “conic”, és a dir, que compleix la propietat segiient: si x € U, llavors
Ax € U, per a tota A > 0. Una funcié f:U — R es diu homogeénia de grau p € R si, per a tot
A>01itot x € U, es compleix f(Ax) = AP f(x). Proveu 'anomenat teorema d’Fuler: una funcié f
de classe C! és homogenia de grau p sii satisfa la igualtat Df(z) - @ = p f(z).
(Indicacié: Per a la implicacié directa, fixada z les funcions (de A\) f(Az) i AP f(z) sén identiques; derivant-
les en A = 1 obtenim la igualtat desitjada. Per a la implicacié reciproca, fixada x proveu que la funcié
g(\) = f(Az) — NP f(x) satisfd I’equacié diferencial lineal g' = gg amb condicié inicial g(1) = 0, i per tant
és nulla.)
Comproveu aquest resultat per a les funcions segiients:

(a) flz,y) =ay® —a® + 22%y.

(b) g(z,y,2) = /a3 +y3 + 23.

x
(c) h(z,y) = N

(d) klz,y) = /y/x.

Donada una funcié f:U — R (U C R™ obert) de classe C?, es defineix el laplacia de f per
Af = 82f 5 +...+ g2—£ Direm que f és harmonica quan Af = 0 (equacié de Laplace). Mireu si
sén harmomques les fun01onsz

(a) f(z,y) =e"(zcosy —ysiny).
(b) g(z,y) = zy(a® — y?).

(c) h(z,y,z) =—1/r,amb r = \/m

Donades g i h funcions de classe C?, comproveu que la funcié f(x,y) = x g( > +y h( ) satisfa
lequaci6 @2 fry + 22y fuy + Y2 fyy = 0.

Calculeu les derivades parcials segones a l’origen de la funcié
0 sizy =0
fla,y) = J:Qarctgg—yQBchtgE sixy #0

x Y

Estudieu en quins punts tenen inversa local diferenciable les funcions segiients:

(I7 y) (‘T Y, T — )
(5,) = (€7 + ¥, + ).
(@,9,2) = (@ + Gy + V7 2+ Vo).
(z,y,2) = (@ +y+ 2,22 + 92 + 22, 2% + 4% + 29).
Donades les funcions f(z,y) = In(1 + xy) i g(t) = (e', cosht):
(a) Determineu el domini i la imatge d’aquestes dues funcions. Estudieu també si s6n diferenciables
amb continuitat en el seu domini.
(b) Fent servir aproximaci lineal, calculeu un valor aproximat de f(0.07,1.05).

(c) Determineu si la funcié f o g és localment invertible al voltant de l'origen. En cas afirmatiu,
calculeu, si existeix, la derivada de (f o g)~! en el punt imatge de 1'origen per f o g.

(d) Trobeu els punts (z,y) € Domf tals que el jacobia de go f en (z,y) és zero.
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38. Considereu I'aplicacié o: W =)0, 00[ x ]0, 00[ — R? definida per

(zay) = QO(U,’U) = (u1/2v71/2,u1/2v1/2).

(a) Proveu que defineix un difeomorfisme de W en W. Doneu el seu invers, (u,v) = ¢~ !(z,y).
0 0
(b) Donada una funcié z = f(z,y), transformeu l'expressi6 J;a—z + ya—z en termes de u, v.
Y

0z 3}
(¢) Apliqueu-ho a trobar les funcions z(x,y) tals que To + yaz =2.
Y

y? —2z—u?—0v2=0
39. Considereu el sistema zy—ud—v=0 del qual (x,9,2,u,v) = (3,3,2,2,1) és solucié.
z—uv =0
Proveu que, en un veinat d’aquest punt, es poden aillar (z,y, z) com a funcions de (u,v), i calculeu
la jacobiana d’aquestes en el punt (2,1).

F F
40. Sigui F:R3 — R, de classe C!, tal que en tot punt 8_ £ 0, 8— #0, 8— # 0.

(a) Raoneu que pot expressar-se ¢ = z(y, z), y = y(z,2), z = z(a:,y), en un veinat de qualsevol
punt (x,y, z) tal que F(z,y,z) =0.
0y 0z 0
(b) Proveu que, amb les notacions anteriors, i

Ox Oy 0z

Respostes
2. (a) La derivada direccional val 0 en qualsevol direccid, perd com que la funcié no és continua en (0, 0) no
hi és diferenciable.
(b) Es continua arreu, la derivada direccional només existeix en les direccions dels eixos (i val 0), i per
tant no és diferenciable.
h?k

(c) Es continua arreu, la derivada direccional segons el vector (h, k) és e

i per tant no és diferen-
ciable.
3. (a) Es continua per a tota a.
(b) Només existeixen si a = 0.

(c) Només per a a = 0.

zsiny\ _ (0 xzsiny \ _ [ —w(y—m)/2 _ _
1 (yx) - (y) +o(ll@ ), (yx) - (—W(UC—W/Q) +o(l@ — /2,y — ).
5. Df(0,0) = (2,1). Valor aproximat 0.08 (valor real: 0.07879016...).
6. (a) 0.
(b) —L.
oF or 2 2
: = —2uv, o — = —u" — 2uv.
8. (a) ™ = 3u” 4+ v* — 2uw, 50 uw® —3v° + 2uv
oy OF _OF 1
Ou  Ov  cos2(u+w)
9. Observeu que g = f o ¢, amb ¢ lineal, per tant g és diferenciable.

2 5 —1
11. (a) D1f(0,0) = 0, D2£(0,0) = 0.

2
d) (fog)(t)= a;—j}ert. La regla de la cadena no es pot aplicar perque f no és diferenciable en (0, 0).

12. (a) Daef = —sin <:v+ i)

3 -1 2
Jg(1,1,3) =Jf8,—4,4) [ 1 1 -2 |.

1 . 1
Dzyf:Dyzf:Fsm <x+§>

2 1 1 1
D =—cos|xz+—-—)——sin{z+—|.
wl = ( y) y* < y>
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14.

15.
16.

17.

18.

19.
21.

22.
23.
24.

2

ot

(b)

()

(d)
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wag = Y(y — 1)55y_2-
eyg = Dyog =2V +yz¥ 'logz.
yyg = z¥log” z.

wlolw

2 2 .
Dach =y(2 — y°) coszy — xy” sinxy.
Dayh = Dyoh = x(2 — 3°) coszy — y(2° + 2) sin zy.

Dyyh = —z*y coszy — x(z” + 2) sin zy.
Dxxk — y2(x2 + y2)73/24

Dayk = Dyok = —ay(2® + ) 7%/,
Dyyk — $2($2 + y2)73/2.

D2(D1£)(0,0) = —1, D1(D2£)(0,0) = +1. La funcié no és de classe C* en R?, ja que si ho fos tindria les
derivades parcials creuades iguals. Es de classe C* en R? — {0} perqué és una funcié racional.

Es C? perd no C3.

, , 2 . . . . 2 , , .
f és continua en R”. Les derivades parcials primeres estan definides en R“, D;f és continua arreu, i

Do f

en tot punt excepte els (a,0), a # 0. Quant a les derivades parcials segones, tenim DiD;f = 0;

D1D2f = D2Ds f, definides en R? perd no continues sobre I'eix d’abscisses; i DaDs f definida en R?—{(a,0) €
R? | a # 0}, i continua en aquest domini excepte en el punt (0,0).

(a)
(b)
(d)
(a)
(b)

(c)

Observeu que f és C*°, i Jf(z,y) = €** # 0 en tot punt.
Sén circumferencies i semirectes, respectivament.

- 0 1
Df'(0,1) = 1 0)

g és C',idetJg(1,-1,2) =15 # 0.
L’equacié g(z,y,z) = (4,4,—1) té dues solucions: (1,—1,2) i (1,—6,—3). Al voltant d’aquests dos

punts g admet inversa local diferenciable, i g~! denota qualsevol de les respectives inverses (pero
0 1/3 1/3

cal especificar quina). Per a la primera Jg~'(4,4,—1) = Jg(1,-1,2)"" = (1/5 -3/5 1/5 ), i
1/5 1/15 -2/15

analogament per a la segona.

Com en 'anterior cal especificar quina de les inverses considerem.

_1 1 1 1 1 4 8 2 1 1 1 4 8
= v+ -w,—=t oy /1 +dut ov— 2w— v+ cw,—= £ =4 /1 +dut v — w |.
g (u,v,w) (31} 3W 3 2\/ ut U= gw= Ut W, —g 2\/ ut gv 3w>

Per a tot p # 0.

(a)
(b)

Si.
0z 0z ot 0z
83’: ) 8y 7 ax 7 ay ) en e pun ( b )

D:1Z(1,1) =D2Z(1,1) =1, D{Z(1,1) = D3Z(1,1) = 1, D1D2Z(1,1) = 2.
w(a+ h,b+ k) = ab+ ak + hb + hk = p(a,b) + Du(a,b) - (h, k) + o(||(h, k)]|)-

(a)
(b)
()

(a)

(b)

(c)

Si.
K

La derivada direccional segons el vector (h, k) és

No.

. D(a,p)f(0,0) val b*/a sia# 0,10 sia=0.
26.

Les derivades parcials de f a I’origen sén 0 pero la funcié no hi és diferenciable ja que no hi és continua.
A la resta dels punts si que ho és i

of _ 2y(y*—2%)  Of _ 2x(a® —y?)

ox = @A oy @)l

Les derivades parcials de h a Porigen sén 0, pero la funcié no hi és diferenciable (encara que si continua)
ja que no es compleix la condicié de tangencia. A la resta dels punts la funcié és diferenciable, i tenim

oh Y3 oh x>

or (m2+y2)3/27 % - (m2+y2)3/2'

Sobre la recta x+y = 0 les derivades parcials només existeixen a l’origen, i la funcié hi és diferenciable.
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27.

28.

29.

30.

31.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

Prenem, per exemple, f(z,y) = /3+ e®cosy+ bsiny, el punt (0,0), i el vector (—0.1,0.05).

7£(0,0) =2, Df(0,0) = (0.25,1.25), i el valor aproximat és 2.0375 (valor real: 2.03803887...).
(a) —42347/253500 = —0'167 . ..
(b) —16/+/35.
(fog)(0)=1.
0 -1
D(ge f)(0,0)=10 0 |
0 -1

flx,y) = Ae®t¥) on A i a sén constants.

S6n harmoniques les tres.

v o YN 29 (YN LY e (Y
facx:_39 (__)+—3h(—)+—4h (—)

x x x 2&0 x x

— Y (YN _ A (Y _Ypr (Y
fzyi];yzi 29 (2 :v) x? h (:v) :vSh (x)
o b () 2 (2 1.

x x x x x x
D1D2f(0,0) =1, D2D4 f(0,0) = —1, D1D1f(0,0) = D2D2f(0,0) = 0.
a) On z(x + 4y?) # 0.

On z #y.

En tot punt.

En els punts on les tres coordenades sén diferents.

a) Dom f = {(z,y) € R? |2y > —1}. Im f = R.
2?41
Domg=R. Img=1(z,y) |z >0,y = 5 (-
(b) Prenent per exemple el punt (0, 1), llavors un valor aproximat és 0.07.

)

) Si que hi és localment invertible; D(f o g)*l((f o g)(O)) =2
(d) En tot (z,y) € Dom f.
(a)

)

0z
2u—-.
“au

(¢) S’obtenen les funcions f(z,y) = log(zy) + g(%) amb ¢ una funcié diferenciable arbitraria.

3 23
(b; 0z > 9F/oy 0w OF/0z 9y  OF/os

dy  OF/8z’ 9z  OF/dx’ dx  OF/dy’

19

Llavors
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Aplicacions geometriques de la derivacio

Problemes basics

1.

10.

11.

12.

Calculeu els vectors tangents v'(t,) indicats.

(a) Vector tangent de v(t) = (t3,t%) a t, = 1.

(b) Vectors tangents de v(t) = (t —sint,1 — cost), at, =01iat, = .
(c) Vector tangent de v(t) = (ef,e~!, cost) a t, = 0.

. Sigui 0: R — R? un camf{ diferenciable tal que ¢(0) = (0,0) i 6(0) = (1,0). Sigui f:R?* — R?

donada per f(z,y) = (x + y + 1,22z — y). Calculeu el vector tangent al cami f o o en U'instant 0.

Considereu f(z,y) = (e*T¥,e*7Y) i sigui o un camfi diferenciable en R? tal que o(0) = (0,0) i
a’(0) = (1,1). Sigui v el camf{ transformat de o per f (v = f o). Trobeu el vector tangent a v en
t=0.

Sigui 0: I — R™ un cami diferenciable tal que ||o(t)| és constant (és a dir, és dins una superficie
esferica amb centre l'origen). Proveu que els vectors posicié o(t) i velocitat o/ (t) sén ortogonals en
cada instant. (Partiu de o(t)-o(t) = a® (constant) i deriveu.)

Es cert el reciproc?

Calculeu el gradient de f(z,y) = sin y/x2? + y2, i representeu-lo graficament en diversos punts.

Essent r7(z) = ||z|| la norma euclidiana de = € R"™, calculeu el gradient de les funcions r i %
(a € R).

La temperatura d’un punt del pla ve donada per T(x,y) = 10 4 6 cosz cosy + 3 cos 2x + 4 cos 3y.
Trobeu la direccié de maxim increment de la temperatura, la de maxima disminucié i la de no
variacié, en el punt P = (7/3,7/3).

Siguin f,¢g:R3?> — R funcions diferenciables i p € R3, tals que els gradients de f i g en p sén
ortogonals i que f(p) = 21 g(p) = 3. Si les maximes derivades direccionals (segons un vector
unitari) de f i g en p sén, respectivament, 5 i 4, quina és la maxima derivada direccional del
producte fg en p?

Trobeu 'equacié del pla tangent a les superficies definides per les funcions segiients, en els punts
que s’indiquen.

(a) z=2"+2y°, p=(1,2,9).

(¢) z=+/a?—2%2—y%, p=(rcosg,rsing, Va2 —r%2) (0<r<a).

En els enunciats segiients, digueu si ’equacié donada defineix una superficie regular, i obtingueu-ne
I’equacié del pla tangent en el punt indicat.

(a) 2 +9* — 22 =18, p=(3,5,—4).
(b) 2y — 2% —322=0, p=(1,7,2).
(c) 2?3 + 4?3 1223 =6, p=(-1,8,1).

En els enunciats segiients, doneu els vectors tangents de la parametritzacid, estudieu si aquesta és
regular, i calculeu el pla tangent de la superficie que defineix en el punt indicat.

UQ*’U,’U,+U7UU)7 p:g(172)
Rcos¢cosl, Rsingcosf, Rsinb), p= g(¢o,0,).

)= (
) = (
)= (rcoso,rsing,r), p=g(ro, m/4).
) = (ucoshv,usinhv,u?), p=g(1,0).

<

—
o
o T
Q@ @ @ «
—~ o~~~
=
<

En els enunciats segiients, digueu si ’equacié donada defineix una corba regular en el pla, i
obtingueu-ne ’equacié de les rectes tangent i normal en el punt indicat.



22 Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

(a) zy + 2logx + 3logy = 1, punt (1,1).
(b) 23 — yz? +y? — 2y = 0, punt (2,2).
13. En els enunciats segiients, estudieu si la parametritzacié donada és regular, i calculeu la recta
tangent de la corba que defineix en el punt indicat.
(a) 7:]0, +oo[ — R2, y(t) = (tcos 27t, t sin 27t), punt v(1).
(b) T:]0,+oc[ — R3, ['(t) = (t,t cos 2t, t sin 27t), punt I'(2).
(¢) v:R — R3, 4(t) = (asin?t,asint cost,acost) (a > 0 constant), punt v(t,).

Proveu també que tots els seus plans normals passen per 1'origen.

14. En els enunciats seglients, digueu si el parell d’equacions donat defineix una corba regular en l'espai,
i obtingueu-ne 'equacié de la recta tangent en el punt indicat.

r+y+z=3 .
(a) { $2_y2+222:2 puntp*(17171)

¢ —y*—2z2=0

(b) ycosx—gzo punt (0,0,0).
2+t +(z-12%2=1

(C) { ($71)2+y2+22:1 punt (07();0)

15. Sigui C' C R? la corba plana definida per F(z,y) = 2%/4 — y* + y* = 0.

(a) Proveu que és una corba regular en tot punt excepte, potser, el (0,0).
(b) Considereu el cami v: R — R2, y(t) = (sin 2¢,sint). Proveu que esta contingut dins C.

)
)
(c¢) Calculeu els vectors tangents de v at =01 a t = 7, i representeu-los graficament.
(d) Conclogueu que C no és una corba regular en el (0,0).

)

(e) Proveu que tanmateix 7jp,2-[ és una parametritzacié injectiva i regular de C.
(Heu de comprovar tres coses: primer, 7'(t) # 0 sempre; segon, « és injectiva sobre ]0, 2[; i tercer
(més dificil), donat (z,y) € C cal trobar una t € |0, 27| tal que y(¢) = (z,y).)

16. En cadascun dels apartats segiients es donen dues expressions de corbes o superficies en forma
parametrica, implicita o explicita. Esbrineu quina relacié hi ha entre elles.

(a) v(t) = (1 + cos2t,sin 2t),
G(z,y) =22 +y*> — 22 = 0.

(b) a(u) = (sin?u,2cosu), u € [0,7/2],
Bv) = (1—7} 20), v € [0, 1].

F(w,y): —yz? +y* —ay=0.
g

(d) g(p,®) = (pcos , psin g, p),
F(r,y,2) =2* +y* — 2> = 0.
(e) g(u,v) = (ucoshv,usinhv,u?),

v)
2= flay) =2 — 2.

17. Sigui C una corba continguda en el semipla H = {(z,y,2) € R® | z > 0,y = 0}. S’anomena
superficie de revolucid el conjunt obtingut fent girar C' al voltant de 'eix OZ.
De manera més precisa, si denotem per Rg: R? — R?3 la rotacié d’eix OZ i angle ¢, Ry(z,y,2) =
(xcos ¢ — ysin ¢, xsin ¢ 4y cos @, z), la superficie descrita és S = Ugepo,2x[Re(C).
La corba C s’anomena generatriu de S, els conjunts R4 (C) (amb ¢ € [0, 27[) s’anomenen meridians,
i les circumferencies Ugelo,2-[R¢(p) (amb p € C) parallels.

(a) Si C esta descrita parametricament per f(t) = (a(t),0,c(t)), obtingueu una parametritzacié
9(¢,t) de S.

Proveu que si f és regular també ho és g.
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(b) Si C esta descrita implicitament per F(z, z) = 0, obtingueu una descripcié implicita G(x, y, z) =
0de S.
Proveu que si JF no s’anulla en C| llavors JG no s’anulla en S.

(¢) Doneu exemples de superficies de revolucié.

(d) El tor és la superficie de revolucié obtinguda fent girar una circumferencia (r — R)? + 22 = r?

al voltant de 'eix OZ, essent R > r > 0 dues constants. Obteniu-ne una descripcié implicita i,
a partir de la parametritzacié habitual de la circumferéncia mitjancant ’angle, una descripcié
parametrica.

(e) Calculeu la recta normal a una superficie de revolucié S en un punt qualsevol (z,, Yo, 2o), tant
si S esta descrita segons I'apartat (a) com el (b).

(f) Proveu que, en general, la recta normal passa per l'eix de revolucié.

Problemes addicionals

Siguin ¢: I — R™ un cami de classe C2.

(a) Proveu que si ¢ és contingut dins una recta, llavors ¢/(¢) i ¢’ (¢) sén linealment dependents per
a cada t.
(Si ¢ és dins la recta que passa per p amb vector director u, llavors ¢(t) = p + A(t)u.)
Proveu 'enunciat reciproc suposant que el vector ¢’ no s’anulla mai.

(b) Analogament, proveu que si ¢ és contingut dins un pla, llavors ¢'(t), ¢’ (t) i ¢’ (t) s6n linealment
dependents per a cada t.

Sigui h = hie; + hoes + hges # 0 un vector de I'espai ordinari R?. Anomenem pendent de h el
nombre h3/\/h? + h3 (+o0 si el vector és vertical).

Si 4 és un cami diferenciable tal que +/(t) # 0, anomenem pendent de ~ el pendent del seu vector
tangent.

(a) Sigui f:U — R una funcié diferenciable de dues variables, p € U un punt, i u = (u1,u2) € R?
un vector unitari. Proveu que el pendent del cami v(t) = (tuy, tuz, f(p+tu)) a U'instant t =0
és ['(pu).

(b) Proveu que I'helix v(t) = (coswt, sinwt, at) té pendent constant.

Sigui R(t) una matriu 3 x 3 ortogonal (o sigui, RT R = I), i suposem que R(0) = I.

(a) Proveu que el seu vector tangent A = R’(0) és una matriu antisimeétrica.

coswt —sinwt 0
(b) Comproveu-ho en el cas de R(t) = | sinwt  coswt 0
0 0 1

Sigui A € M, (R) una matriu simetrica, i f: R™ — R la forma quadratica corresponent, f(x) =
Zi,j A;jz;x;. Calculeu el gradient de f.

Essent ¢ > 0 una constant fixada, proveu que els plans tangents a la superficie xyz = ¢ determinen
amb els plans coordenats tetraedres de volum constant.

Suposeu que 'equacié F'(x,y, z) = 0 determina una funcié y = f(z, 2), la qual defineix una superficie
de R? que podem parametritzar amb les variables (z, z). Expresseu el producte vectorial fonamental
d’aquesta parametritzacié en termes de F.

Determineu f(u) per tal que la superficie parametritzada r(u,v) = (f(u),v,p — v — v) tingui com
a producte vectorial fonamental el vector (1,1,1). De quina superficie es tracta?

Sigui la funcié f(x,y) = 2ax + 2bxy + 4cy? amb a, b, c € R. Determineu els valors dels coeficients
a, b, c de manera que se satisfacin simultaniament les dues condicions segiients:

(a) La grafica de f en el punt (1,1, f(1,1)) té el pla tangent normal al vector (1,0, —1).

(b) La derivada direccional de f en (1,—1) és nulla en la direccié del vector (1, 0).



24

26

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

. Trobeu, sobre la superficie d’equacié z = a?2? + by?, la corba de maxim pendent que passa per
(1/a,1/b,2).

(Indicacié: la projeccié (z(t),y(t)) de la corba ha d’ésser tangent al gradient en cada punt.)
(—e= V¥ V) <0

Considereu el cami v(t) = ¢ (0,0) t=0
(emV/¥ e~y >0

Proveu que és C™ i injectiu, perd que la seva imatge (dibuixeu-la!) no és una corba regular.

Considereu la funcié f: R? — R? donada per f(z,y) = (e cosy, €* siny).

(a) Sigui g: R? — R una funci6 diferenciable. Si el pla tangent a la grafica de g en el punt (1,0,1)
té equacié 2z + y — z = 1, trobeu l'equaci6 del pla tangent a la grafica de g o f en el punt
(0,0, 1).

(b) Siguin f1, fo les funcions components de f. Proveu que les corbes de nivell fi(z,y) = 1,
fa(z,y) = 0 es tallen formant un angle recte.

Considereu les corbes planes definides per les parametritzacions «(t) = (—t,t%) i B3(t) = (t3,t).
Trobeu els punts en que es tallen, i amb quin angle ho fan.

Sigui a > 0 una constant, i C' C R? la corba definida per 2® + 3% = 3axy.
3at  3at? )

Sigui v: R — {—1} — R? la corba parametritzada definida per v(t) = (m, T

Estudieu si C' és una corba regular del pla.

Estudieu si v és una corba parametritzada regular.

—
o

Calculeu el vector tangent de v a t = 0.

—~ o~
o

—
o

Calculeu tliin ~(t), i demostreu que el pendent del vector tangent ~'(t), quan t — +oo,
— 400

tendeix a oo.

(e) Comproveu que v pren valors dins C, i que de fet v: R — {—1} — C és bijectiva.
(Indicacié: la inversa de v és 7(z,y) = y/z si (z,y) # (0,0), 7(0,0) = 0.)
(f) Combinant els resultats anteriors en un dibuix, justifiqueu que C' no és una corba regular.
D’acord amb el problema 17, si la generatriu d’una superficie de revoluci6 S al voltant de ’eix OZ és
parametritzada per y(t) = (a(t), 0, c(t)), S és parametritzada per g(¢t, ¢) = (a(t) cos ¢, a(t) sin @, ¢(t)).

Sigui L C S una corba descrita, en I’espai de parametres, per ¢ = f(t). Trobeu 'angle a que formen,
en un punt g(t,, ¢o), la corba L i el meridia ¢ = ¢,.

Sigui U C R™ un obert. Un camp vectorial en U definit per una aplicacié f: U — R"™ es diu tangent
a una corba, superficie, ..., M C U si en cada punt p € M el vector f(p) és tangent a M en p.

Estudieu si els camps vectorials de R? definits per

f(x7 y’ Z) = (7y’ "'E’ O) g(x7 y? Z) = (z’y7 Z) h(I7 y’ Z) = (y’ "'E’ Z)

sén tangents en algun punt a l'esfera 2% 4+ y2 4 22 = 1.

Respostes

1.

N o w N

(a) Vector (2,3) sobre el punt (1,1).
(b) Vector (0,0) sobre el punt (0, 0); vector (2,0) sobre el punt (m,2);
(¢) Vector (1,—1,0) sobre el punt (1,1,1).

Vector (1,2) sobre el punt (1,0).

Vector (2,0) sobre el punt (1,1).

Sir(z) = (x), gradr = r/r i gradr® = ar® ?r.

Maxim augment en la direccié indicada per (—3, —1), maxima disminucié en la direcié oposada, i no variacié
en la direccié indicada per £(1, —3).

17.
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2x 4+ 8y —z=09.

r—3y+z=23.

xr cos ¢ + yrsind + zva? — r2 = a2,

Regular en tot punt. Pla tangent 3z + 5y + 4z = 18.

— —
o ® a T

Regular en tot punt. Pla tangent 6z — 2y + 15z = 22.
Regular en tot punt, excepte en la interseccié amb els plans coordenats. Pla tangent —2z+y+2z = 12.

Parametritzacié regular excepte en (—1/2,—1/2). Pla tangent « 4+ 4y — 3z = 5.

CEOEG

Parametritzacié regular excepte on cos = 0. Pla tangent cos ¢, cos 0, + sin ¢, cos 0,y +sin 6,z = R.

Parametritzacié regular excepte on r = 0. Pla tangent = + vy — v/2z = 0.

PG

Parametritzacié regular excepte on u = 0. Pla tangent 2x — 2z — 1 = 0.

Regular en tot punt. Recta tangent: (1,1) + A (—4,3). Recta normal: (1,1) + X (3,4).

o
NN N NS N NS NS NN NS NN

=

Regular en tot punt excepte potser (0,0) i (1,1). Recta tangent: (2,2) + A(1,1). Recta normal:
(2,2) + A (1,-1)
(a) Regular en tot punt. Recta tangent: (1,0) 4+ A (1, 2).
(b) Regular en tot punt. Recta tangent: (2,2,0) 4+ A(1,1,4mx).
(¢) Regular en tot punt. Recta tangent: v(to) + A (sin 2¢,, cos 2t,, —sint,).
Pla normal: x sin 2¢,+y cos 2t, —z sint, = 0. (Observeu que v estd sobre una esfera de centre ’origen.)
(a) Regular en tot punt. Recta tangent: x:gl _— I ! =z ; !
(b) Regular en tot punt. Recta tangent: l'eix OX.
)
)

Regular en tot punt. Recta tangent: 'eix OY.

A ¢t = 0: vector (2,1) en el punt (0,0).
A t = 7 vector (2,—1) en el punt (0,0).

(d) Si fos una corba regular en (0,0) llavors l'espai dels vectors tangents a C' en aquest punt tindria
dimensié 1, pero 'apartat anterior ens ha donat dos d’aquests vectors linealment independents.

(e) v és C™,i~/(t) = (2cos2t,cost), mai nul.
Posant y(t1) = ~y(t2) i mirant el segon component tenim sint; = sinto; si s’anulla cal t1 = 7 = ¢2,
i si no el primer component queda cost; = costz, i només resta recordar que c(t) = (cost,sint) és
injectiva sobre |0, 27].
Finalment, observem que, si v(t) = (z,y), llavors y(t+7) = (z, —y), (27 —t) = (—z, —y), iy(7 —1t) =
(—z,y), de manera que és suficient estudiar els punts (z,y) € C pertanyents al primer quadrant. Donat
un punt d’aquests, és clar que (z,y) = v(t) amb t = arcsiny (ja que y(¢) és del primer quadrant obert
només quan 0 < ¢t < 7/2). Tenint en compte que z = 2y+/1 —y2, es comprova facilment que
A(arcsiny) = (z,1).
Aquest problema mostra, doncs, que la imatge d’una parametritzacié injectiva i regular pot no ser una
corba regular (en aquest cas, té la forma d’un 8, ja que lim;—.o4 y(¢) = limy_o-— y(t) = (0,0) = y(7)).

(a) Com que G(z,y) = (x — 1) + y* — 1, I'equacié implicita és la d’una circumferéncia de centre (1,0) i
radi 1, i aix0 ho parametritza -, injectivament sobre l'interval [0, 7[ (per exemple).

(b) Les dues parametrizacions recorren (en sentit contrari) el mateix conjunt, ja que a(u) = 8(¢(u)), amb
el canvi de variable ¢: [0, 7/2] — [0,1], v = ¢(u) = cosu.

(c) F(c(t)) = 0, de manera que la parametritzacié corre dins el conjunt F~'(0). Aillant y dins I'equaci6
implicita obtenim F(z,y) = (y — z)(y — 2?), de manera que és la unié d’una recta i una parabola. Es
clar que la parametritzacié c¢(t) (¢t € R) recorre tota la parabola.

(d) La parametritzacié recorre tot el con. Si prenem ¢ € [0, 27[ (per exemple), llavors és injectiva, excepte
que tots els punts amb p = 0 s’apliquen al (0,0, 0).

(e) Com queu® = (ucoshv)?—(usinhv)?, la parametritzacié corre dins del graf de f, que és un paraboloide
hiperbolic. Perd d’aquest només cobreix la regié on z > 0 (quan u # 0) i el punt (0,0,0) = g(0,v).

(a) g(¢,t) = (a(t) cos ¢, a(t)sin ¢, c(t)).

) G(z,y,2) = F(\/22 + 92, 2).

2 2

2
(¢) El cilindre 22 4 y? = a?, el con p*(z? +y?) = 22, ellipsoide z ty + 2—2 =1, el paraboloide circular
a c
2 2 2 2 2
p=2 ty , els hiperboloides vy Z =41, ...
a a? c?

(d) (WVa2+y2—R)*+22 =12 (0,6) — (R4 1rcosb)cos e, (R+rcosb)sind,rsinb).
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Zo c'(to) cos ¢, Zo WED D1 F(po, 20)
(e) Equacions en forma paramétrica: | yo | +Aa(te) | ¢ (to) singo | i | vo | +A— [ %o D1F(po,20) |,
< Zo ) < 7&’(150) ) ( Zo ) po <po D2F(p0: Zo) )
on po, = \/x2 + y2.
(f) Es pot usar Papartat anterior, perd també es pot observar que la recta normal a S en (Zo, Yo, %o)

és també normal al parallel corresponent, al qual és normal el semipla R,(H). Per tant, si la recta
normal no és vertical, tallara l'eix OZ.

(a) Es clar que ¢'(t),c"(t) € (u).
Pel que fa al reciproc, d’acord amb la hipotesi tenim que ¢” (t) = u(t)c’(t). La funcié p és de classe C°,
ja que, de fet, u(t) = ’(t) - ' (¢)/ (t) - ¢ (t). Conegudes c¢(0) = ¢, i ¢'(0) = v,, €l cami c(t) és I'inica
solucié d’una equacié diferencial de segon ordre lineal amb condicions inicials ¢(0) = ¢, i ¢/ (0) = vo;
concretament, c(t) = ¢, + A\(t)vo, on A(t) = fot ds efo dupl)

(b) v/(t) = (—wsinwt,w coswt, a) té pendent a/w.

(a) Derivant R' (t) R(t) = I obtenim R"'(0) R(0) + RT (0) R'(0) = 0, és a dir, AT + A = 0.

0 —w O
(b) R'(O)—(w 0 0)
0 0 0

grad f(z) = 2Ax.
El volum és 9¢/2.
_grad F
OF /0y’
f(u) = u + C; la superficie és un pla.
a=1/4,b=1/4, c=—1/16.

. ‘s . 1 o201 324 242t 202 ¢
Una parametritzacié de la corba és t — (—ea , Ze et te .
a

La imatge és y = |z|, -1 <z < 1,
(a) z=142z+y.
Es tallen en (0,0) ortogonalment, i en (1,1) amb angle arccos(4/5).
(a) Sfi, excepte potser en el punt (0, 0).
(b) Si.
(¢) (3a,0).
(@) lm () = (0,0).

t——4o00
L és parametritzada per v(t) = (a(t) cos f(¢),a(t) sin f(t), c(t)), i el meridia per u(t) = (a(t) cos ¢o, a(t) sin ¢o, c(t)).
a(t)2 ;N2
——— /().
a'(t)? + c’(t)Qf ®)
f hi és tangent arreu, g no hi és tangent enlloc, i h hi és tangent sobre dues circumferencies, les obtingudes
tallant I’esfera amb els plans verticals x —y = 1.

Calculant-ne els vectors tangents podem obtenir cos «, o, millor, tg2 a=



Estudi local de funcions

Problemes basics

1. Per a cadascuna d’aquestes funcions, calculeu el polinomi de Taylor de grau < 2 en el punt p indicat.

) ————— p=1(0,0).
(b) sinxy?, p=(1,0).
(©) ¥, p=(L1)

(d) y?/2%,  p=(1,-1).
(e) esinx/cosy, p= (0’0)

2. Utilitzant els polinomis de Taylor de les funcions elementals, calculeu el polinomi de Taylor en
l’origen, de grau < 3, per a les funcions segiients:

—
P
iy

+

8

+
<

+
Ny

=2? — yz — sin(z2).

)
) =3logz + 2logy + 5log z + log(22 — x — y — 2).
2
.y, 2) =m2z+y22+§z3—4m—4y—10z+1.
)

= cos 2z siny + 2°.
1
4. Estudieu, en funcié de k, el caracter dels punts critics de f(x,y) = 5(332 + %) + kxy.

5. Considereu la funcié f(z,y) = (y — 32%)(y — 2?).

(a) Proveu que lorigen n’és 1'inic punt critic, i estudieu-ne el caracter mitjangant la hessiana.

(b) Sigui ¢(t) = f(at,bt) la funcié f avaluada al llarg d’una recta que passa per l'origen. Proveu
que té un minim a ¢t = 0, independentment de la recta triada.

(¢) Proveu que f no té minim en l'origen.
(Veieu que f(0,0) = 0 perd que en tot veinat de (0,0) f pren valors < 0 i valors > 0.)
6. Considereu la funcié f(x,y) = —y* — e 4 292V e + =72,

(a) Quin és el seu domini? Hi és de classe C°?
(b) Proveu que el seu tnic punt critic és el (0, 0).

(¢) Calculeu el polinomi de Taylor de f de grau < 2 en (0,0).
(Podeu utilitzar que (1 +2)? =14+pz+plp—1)2%/2+...ie* =1+2+2%/2+..))

(d) Determineu el caracter del punt critic de f.

(e) Proveu que f no té minim absolut. (Podeu considerar f(0,y).)
7. Trobeu els extrems de les funcions f quan les variables estan sotmeses als lligams que s’indiquen:

(a) f(z,y)=z; 2%+2y>=3.
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Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

(b) flz,y) =2%y; ay=1

(©) flxy,2) =w—y+2z ®+y°+2°=2

) flz,y,2)=x+y+z 2*—y*=120+z2=1
Considereu la funcié f(z,y) = (x + 1)2 + 4% i el subconjunt C' C R? definit per 3 = y?. Obteniu

el minim de f|.. Per que no es pot obtenir mitjancant el metode dels multiplicadors de Lagrange?

Trobeu els extrems locals de les funcions y(x) definides, aplicant el teorema de la funcié implicita,
per les equacions segiients:

(a) o3 +y3 — 32y = 0.
(b) 2% +y? + kay = 0.

Trobeu els extrems absoluts de la funcié f(z,y) = 222 + 2y? — 2* sobre la bola definida per
2? +y? < 3.

Trobeu els extrems absoluts de la funcié f(z,y) = 2% + 222y — 2% + 3y? definida sobre el conjunt
Q={(z,y) eR?| [z| <1, [y] < 1}.

Trobeu els extrems absoluts de la funcié f(z,y,z) = 22 + y? + 22 + 2 + y + 2 definida sobre el
conjunt A = {(x,y,2) € R3| 22 +9y? +22 <4, 2 <1}

Essent a,b, ¢ > 0 constants, trobeu els extrems absoluts de f(x,y,z) = z + % + z sobre la regié
a c
2?2 22

Trobeu la minima distancia entre els punts de les corbes d’equacions = +y = 4 i 22 + 4y? = 4.

Calculeu el maxim volum d’un parallelepipede de cares paralleles als eixos, inscrit dins I’ellipsoide
2 2 2

, ., T Yy 2%
d’equacié 2 + 72 + —

1
Trobeu els vertexs i semieixos de 1’ellipse obtinguda intersecant ’ellipsoide ZacQ +1y%+22=1amb

el pla d’equacié z +y + z = 0.

Problemes addicionals

Fent servir una funcié adient i el seu polinomi de Taylor de grau 2, calculeu aproximadament
0.97107,

Sigui ¢: R2 — R una funcié de classe C2 amb g(0,1) = 0, Jg(0,1) = (2 —3) i Hg(0,1) = @i gﬁ)
Sigui f: R — R una funcié de classe C' amb f(0) =11 f/(0) = —1/8.
Calculeu el polinomi de Taylor de grau < 2, en el punt (0,1), de la funcié

9(z,y)
F(z,y) =log(1 + 2 + zy + y*) + / F(t)dt.
0

L’equaci6 z + 1 +sinz — (z + 1)2(y + 1)? = 0 defineix implicitament z = Z(x,y) en un veinat del
punt (0,0,0). Calculeu raonadament el polinomi de Taylor de grau < 2 de Z en el (0,0) escrivint
Z(z,y) = c+ ax + by + Az? + By* 4+ Czy + o(||(z,y)||?) i substituint-ho dins I'equacid.

Si f:U — R és una funci6 de classe ckL [a,a +u] C U, obteniu l'expressié del residu de la
férmula de Taylor f(a 4+ u) = Pi(f,a;u) + Ri(f,a;u) en forma integral.

(Considereu la funcié d’una variable ¢(t) = f(a + tu) i escriviu-ne la férmula de Taylor amb el residu en
forma integral.)

Estudieu els punts critics de les funcions segiients:

(a) f(z,y) =2’y +y°z + zy.
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(b) f(x,y) =sinz +siny + cos(x + y), per a (z,y) € ]0,2x[ x |0, 27].
(¢) flz,y,2) =ay +yz+ zz.
(d) f(x,y,2) = 22+ y? 4+ 227 + ayz.

22. Sigui f:U — R una funcié de classe C? definida en un obert U C R™.

(a) Proveu que, si f té un minim en un punt p € U, llavors la hessiana Hf (p) és semidefinida
positiva.
(Fixat u, considereu la funcié d’una variable ¢(t) = f(p + tu), i recordeu que ¢”(0) = f”(p;u).)
Doneu un enunciat analeg quan el punt és un maxim en lloc d’'un minim.

(b) L’enunciat reciproc és fals: doneu dos exemples de funcions f:R? — R per als quals (0,0)
sigui un punt critic amb hessiana semidefinida positiva, pero que en un cas el punt sigui minim
i en laltre coll.

23. Siguin A C R? un conjunt compacte, i f: A — R una funcié continua, de classe C? en l'interior A.
Denotem per A el laplacia (A = 92 /022 + 92 /0y?).

(a) Si Af >0 en tot punt de A proveu que el maxim de f no s’assoleix en A, siné en la frontera.
(Si el maxim s’assoleix en un punt interior (zo,y,), podeu utilitzar el problema anterior per a provar
que Af(zo,y0) <0, fet que contradiu la hipdtesi.)

(b) Doneu un enunciat similar suposant que Af < 0 en A.
Canvia alguna cosa si treballem en R™ en lloc de R2?

24. Trobeu els extrems de les funcions f quan les variables estan sotmeses als lligams que s’indiquen:

(a) fz,y)=a?+y* 2*+y*=1
(b) flz,y) =2 +y*+1; 2z+3y=0.

t
subconjunt format per les matrius amb determinant 1.
Considerem f:Ms3(R) — R, f(A) = traca(A4), i sigui fo, = f|um.

25. Identifiquem 1'espai vectorial Mz(R) amb R?, < j 4 ) — (z,y,2,t). Dins Ma(R), sigui M el

(a) Proveu que M és una hipersuperficie regular dins My (R).
(b) Trobeu els punts critics de f, utilitzant el metode dels multiplicadors de Lagrange.

X

p 1+yyz ) és una parametritzacié regular de M al
x

(¢) Proveu que laplicacié g(z,y,z) = (

voltant del punt ((1) (f)
ilitzeu f = fog per a estudiar el caracter d'un dels punts critics de f, obtinguts en el segon
d) Utilit tud 1 ter d’un del ts critics d bt t 1
apartat.
(e) Es M compacte? Es fo fitada? (Podeu considerar ((;1 f,l).)

26. Sigui A € M,,(R) una matriu simeétrica, f:R™ — R la forma quadratica corresponent, f(z) =
ZAijacixj, i S Pesfera unitat de R", S ={z e R" |z -z = 1}.
0,J
(a) Proveu que f|g assoleix extrems absoluts.

(b) Proveu que, si « és un extrem de f|g, llavors x és un vector propi de A.
(Podeu usar que grad f(z) = 2A4x.)

(c) Siz és un vector propi de A unitari, quant val f(z)?
(d) Identifiqueu el subconjunt f(S) C R.

27. Sigui (a,b,c) € R? un punt, i g(z,y,2) = Ax + By + Cz + D = 0 un pla. Considereu la funci6
1
flz,y,2) = 3 ((z —a)® + (y — b)* + (z — ¢)*). Apliqueu el metode dels multiplicadors de Lagrange

per a trobar el valor minim de f sobre el pla.

(Escriviu Jf = AJg. D’entrada, aquesta equacié diu que el punt critic es troba en la recta per (a,b,c) amb
vector director (A, B, C'). Multiplicant les tres equacions per A, B i C, respectivament, podeu determinar .
I elevant les tres equacions al quadrat podeu calcular f en el punt critic.)

Deduiu-ne que la distancia entre el punt i el pla val |Aa + Bb+ Cc+ D|/ VA% + B2 4+ C?.
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28. Trobeu el maxim absolut de la funcié f(z,y,z) = 22 4+ 2y* — z amb la condicié 22 + y* + 2% = 1.

22

29. Donada f(z,y) = a®z? + b*y?, calculeu el maxim valor de f sobre I'ellipse d’equaci6 — + i 1,

a
ona > b.
30. Trobeu els extrems absoluts de f(x,vy,2) = 2 + y? + 2?2 sobre el conjunt
{(z,y,2) eR? | 2,4,2 >0, 2 +y+2 <1}
31. Trobeu els extrems absoluts de f(x,y) = x? + y? — xy + y + x sobre el conjunt
{(,y) eR* |z +y > -3, 2 <y, y <0}
32. Trobeu els extrems absoluts de f(z,y) = x + 3zy — 2y? sobre el conjunt
{@y) eR* ||z <1, Jy| <1}
33. Considereu la funcié f(z,y) = (z* + 3y2)el_(lz+y2).
(a) Determineu i classifiqueu els punts critics de f.
(b) Determineu els extrems absoluts de f sobre el disc {(x,y) € R? | 2% + y? < 1}.
34. Considereu la funcié f: R? — R definida per f(z,y) = sin(z + y) + cos(z — y).
(a) Trobeu i classifiqueu tots els seus punts critics.
(b) Calculeu els extrems absoluts de f en el quadrat [7/2, 7] x [7/2,7].

35. Considereu el conjunt T' = {(z,y) € R? | 2 >0, y > 0, 2z +y < 2}. Siguin ry, ro, r3 les rectes
segons els costats del triangle frontera de T'. Considereu la funcié f:7° — R que assigna a cada
punt p € T la suma dels quadrats de las distancies de p a r1,79,r3. Justifiqueu que f té maxim i
minim absoluts i calculeu-los Ag i BbA C
(La distancia entre el punt (a,b) i la recta Az + By + C = 0 val %)

36. Trobeu els punts de la corba 5x2 + 62y + 5y® = 16 que estan a distancia minima i maxima de
Porigen.

37. Dissenyeu un contenidor cilindric que contingui 1 m? de liquid fent servir la minima quantitat de
material.

38. Calculeu els punts critics de la restriccié de U(x,y,2) = mgz a lesfera 22 + y? + 22 = R?) i
estudieu-ne el caracter. Interpreteu fisicament el resultat.

Respostes

1. (a) Pa(z,y) =z —2° —xy
(b) Po(u,v) = v°.
(¢) Pe(u,v) =14+u+uv
(d) Po(u,v) =1—3u — 2v + 6u> + 6uv + v°
(e) Po(z,y) =1+ +x/2

2. (a) 1+ ay.
(b) log2+ xy/2.
(¢) 1+x+22/2+y* +23/6 4+ 2y + 25
d) 1-(@+ty+2)+@+y+a)’—(@+y+2)”
(e) 14+y+a+y?/2+ 22y

3. (a) (0,0) és un maxim local.
(b)

)

(0,0) és un coll (o punt de sella); (v/2, —v/2), (=v/2,/2) s6n minims locals.
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(d) (0,0,0) és un coll.
(6,4,10) és un maxim local.

(2,2,1) i (—2,—2,—1) sén colls; (1,1,2) és un minim i (—1,—1, —2) un maxim.

e

(
(f
(g) Els punts (gk, g + 7l 0), amb k, ¢ € Z, soén colls quan k+ £ és parell, i minims quan &+ ¢ és imparell.

Els punts (g + gk,ﬁé, O), amb k, ¢ € Z, sén colls.

)
)
)
)

Si |k| # 1, Iinic punt critic és (0, 0), que és un minim local quan |k| < 1 i un coll quan |k| > 1.
Si k =1 els punts critics sén els de la recta x +y =0, i si kK = —1 sén els de la recta x —y = 0; en ambdds
casos sén minims locals.
(b) @(t) = b*t* — 4a®bt® + 3a*t*;
©'(0) =0; ¢"(0) = 2b%, que és > 0 si b # 0.
Sib=0, (t) = 3a*t*, també minim a t = 0.
(c) Per als punts de les paraboles y = 2%, y = 322 la funcié es nulla, per als que estan entre ambdues
paraboles la funcié és negativa, i per als altres és positiva.

(©) flz,y) =—1+2%+2v2y° + 02.

(d) Minim local.

(a) (v/3,0), (—v/3,0) sén maxim i minim respectivament.
(b) No té extrems.

2 2 2
<\/7 \/7 \/7> (\/;, \/;, \/%) sén maxim i minim respectivament.

(d) No té extrems.
El minim s’asoleix en el punt (0,0). No es pot obtenir pel metode dels multiplicadors perqué C' no és una
corba regular en aquest punt.

(a) y té un maxim local per a z = /2.

(b) y no té cap extrem local.

El valor minim és -3, i s’assoleix en (v/3,0) i (—+/3,0); el valor maxim és 6, i s’assoleix en (0, v/3 i (0, —v/3).
El minim és f(1,—1/3) = —1/3 i el maxim és f(—1,1) = 7.
El minim és f(—1/2,-1/2,—-1/2) = —3/4 i el maxim és f(+/3/2,/3/2,1) =5+ /6.
1 1
Maxim en —= (a, b, ¢), amb valor v/3. Mixim en ——=(a, b, 0), amb valor —v/2.
\/5( ) \/5( )

Si anomenem (z,y) els punts de la primera corba i (u,v) els punts de la segona, la funcié a extremar és
(z —u)? + (y — v)?, amb les condicions donades per les equacions de les corbes.

\/%/5, is’assoleix entre els punts (z,y) = (2 + 2\/572 — 7) i(u,v)= (%, %) .

La distancia minima és

8abc
3v3'
Vertexs: +(0,1/v/2, —1/v/2) i £(2/v3,—1/v/3,—1/+/3). Semieixos: 1i v/2.

Podeu usar, per exemple, f(z,y) = z¥, al voltant de (1,1). S’obté 0'9679.. ..

5 1 1
Po(z,y) =In2+ 5o =2y — 1) + 5a° + 22y — 1) + (= 1)*

Z(xz,y)=z+y+ %(3172 +y° +4xy) + o(||(x,y)|*). (Compareu amb el problema 22 del tema 3.)

Ri(f,a;u) = %f(kﬂ)(a—i— tu;u) dt.
(a) (0,0) és un coll.
(b) (w/2,7/2), (37/2,37/2), (n/6,7/6), (57/6,57/6), (3w/2,7/2), (7/2,37/2) sén coll, mnim, maxim,

maxim, coll, coll, respectivament.
(c¢) (0,0,0) és un coll.
(d) (0,0,0) és un minim; (2\/57 —24/2, 2), (—2\/572\/57 2), (2\/5, 22, -2), (—2\/57 —2v/2, —2) sén colls.
(a)
(b)

a
b

Si el punt és un maxim llavors la hessiana és semidefinida negativa.

Per exemple f(z,y) = 2% +y* i f(z,y) = 2® — y*.



32

23.
24.

25.

26.

28.
29.
30.

31.
32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.

Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

(b) Si Af <0en A llavors el minim de f no s’assoleix en A,
(a) Tots els punts de C' = {(x,y) | 2* + y*> = 1} s6n extrems condicionats (de fet, f és constant sobre C).
(b) (0,0) és un minim (de fet, ja ho és per a la funcié f abans de sotmetre-la al lligam).

Sén +1, on I és la matriu unitat.

)
)
)
(a) La jacobiana de F(z,y,z,t) = 2t — yz només s’anulla en la matriu 0, que no és de M.
(b)
) De fet, g correspon a expressar M en forma explicita com a ¢t = funcié(z,y, z).

)

Tenim f(1,0,0) = I. En aquest punt la hessiana de f és indefinida, i doncs és un coll. Analogament
estudiariem f al voltant del punt —I.

(e) No. No.

(d) L’interval [A, p], on A i p sén el més petit i el més gran dels valors propis de A.

Assoleix el minim en el punt (0,0,0) i val 0.

Assoleix el maxim en els punts (1, 0,0), (0,1,0), (0,0,1) i val 1.

El maxim s’assoleix en (—3,0) i el minim en (—1,—1).

El maxim absolut s’assoleix en (1,3/4) i val 17/8. El minim absolut s’assoleix en (—1,1) i val —6.

(a) f té un minim local en (0, 0).
f té colls en els punts (+1,0).
f té maxims locals en els punts (0, +1).

(b) El maxim absolut és 3 i s’obté en els punts (0, £1).
El minim absolut és 0 i s’obté en (0, 0).

(a) Sén els punts de la familia {(5,5) +h(5,5) +k(5,-3) | h.k€ Z}.
Si h i k sén parells la funcié hi assoleix un maxim.
Si h ik sén imparells la funcié hi assoleix un minim.

Si un és parell i altre imparell la funcié hi té un coll.

(b) El maxim absolut és 1 i s’obté en (7/2,7/2) i en (m, ).
El minim absolut és —1 i s’obté en (mw,7/2) i en (7/2,7).

En el punt (2/5,1/5) s’assoleix el valor minim, 2/5. En el punt (0, 2) s’assoleix el valor maxim, 4.
A distancia minima: (1,1) i (—1,—1). A distancia maxima: (2, —2) i (-2, 2).

1 2
r= (2m)1/3 ~ @2mn)is
Els punts critics s6n (0,0, —R) (minim) i (0,0, R) (maxim). Sén els punts d’equilibri (estable i inestable,
respectivament) d’una particula de massa m obligada a moure’s sobre l'esfera i sotmesa a la forga de la
gravetat.




Integracié

Problemes basics

. Calculeu les integrals de les funcions segiients sobre els rectangles indicats:

(a) flz,y) =v* |z[ <1, |y <2

(b) flz,y)=2ly; 0<z<2 -1<y<3.

() flz,y,2) =2® +y* +2% —1<zy2<L
(d) f(z,y,2) =ayz; 0<uzy,2<1

. Calculeu les integrals de les funcions segiients sobre les regions indicades:

@) flzy)=z—y; {@ylzt+y<l, >0, y>0}

(b) flz,y) =2y {(z,y) 220, [z + |yl <1}

(©) fl@y)=1; {(z,y)la?<y<a}.

d) flzy) =1 {(zylz+ty=1 2> +y* <1}

(€ fl@y,2)=2 A{(zy.2)|lz[<1 |y <L, 0<z<2-2—y?}

(f) f(z,y,2) = (1+x+y+2)"3 regid limitada pels tres plans coordenats i el pla x +y+ 2 = 1.
(g) flx,y,2) =xy?z%;  regié limitada per la superficie z = zy i els plans y =z, z = 1, 2 = 0.

. Reexpresseu les integrals dobles segiients canviant ’ordre d’integracié:

/dz/gmdyfzy
b) /0 dy/_l\/%dxf(x,y).

CSTA=A{(z,y,2) | 2* +y* < 2%, 0 < z <3} 1 f és continua en A, rescriviu [[, f(z,y, z) dedydz
integrant primer respecte a x, després respecte a y, i després respecte a z.

1 siy<sinz
. Considereu la funcié definida en D = [0,7/2] x [0,7/2] per f(z,y) =4 0 siy=sinz
3 siy>sinz

Quin és el conjunt de punts de discontinuitat de f7 Es f integrable? Calculeu la integral
Jp dzdy f(z,y).

. Calculeu ﬂT(Jc—i—y) dzdy, essent T la regi6é definida per y < 2z +2, 24+y+1>0, 22 +y <5,z < 2.

. Sigui R el rectangle de vertexs (1,2), (1,5), (3,2) i (3,5). Sigui T l'aplicacié lineal representada

per la matriu ( 2 ) Obteniu I'area de T(R).

1 3

2

. Sigui U el conjunt definit per v? + u? < 1, u > 0, v > 0, i considereu I'aplicacié ¢(u,v) =

2

(u? — v%, 2uv). Calculeu la integral sobre p(U) de la funcié f(z,y) =

x2+y2.

. Calculeu les integrals [ 4 J indicades:

(a) f(z,y) =zy* A={(z,y) |2* +y*> <1, >0, y>0}.

(b) fz,y) =2 +y* A= {(z,y) | 2* + y* — 2az < 0}.

(c) flz,y) =2"+y* A={(z,y) | ax < 2* +y* < a’}.

(d) flx,y,2) =Tyz; A={(z,y,2) |y >0, 0< 2z <a, 22 +y% < b?}, amb a,b > 0 constants.
(e) f(w,y,2) =22 Alaregié comuna a les esferes 22 + 9% + 22 < R? i 2% +y? + 22 < 2Rz.
(f) flz,y,2) =zyz; A={(z,y,2) eR* |2 +¢y* + 27 <1, 2>0, y > 0, 2> 0}.

(&) flz,y,2) = Va2 +y% A= {(z,y,2) e R* [ 2® +¢° + 2% <1, 2 +y° < 2% 2> 0},
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10. Sigui D C R? un conjunt mesurable Jordan, simetric respecte a I'eix OX (és a dir, si (x,y) € D,
també (x, —y) € D).

(a) Raoneu que podeu escriure D = D; U Ds, on Dy és dins el semipla superior i Dy = (D7),
essent p(z,y) = (z, —y) la simetria respecte a 'eix OX. Sén disjunts Dy i Da?

(b) Sigui f:D — R integrable Riemann. Proveu que si f és parella respecte a y (és a dir,
f(x,—y) = f(z,y)) Navors [, f =2 [, f,isifésimparellarespecteay (f(z,~y) = —f(2,y))
llavors [, f =0.

(Apliqueu el teorema del canvi de variables amb ¢ per a calcular f Dy f)

11. Calculeu les integrals | 4 f indicades. (Utilitzeu canvis de variables apropiats.)

(a) f(z,y) =1; A el conjunt definit per (z +y)?+ 2z —y +1)2 < 1.

(b) f(z,y) = 2? + y?; A la regi6 definida per les desigualtats a < 22 —y? < 8, v < 2y < 6, on
0<a<f,0<vy<dsén constants donades.

(¢) f(a,y) =e@ /@) A={(z,y) eR*|2>0,y>0, 1 <z+y<2}.
12. Calculeu:

(a) L’area tancada per l'ellipse de semieixos a, b.
(b) El volum tancat per lellipsoide de semieixos a, b, c.

13. Sigui A la regié plana definida en coordenades polars per ¢1 < ¢ < ¢o2, r < R(¢), on R és una
funcié positiva.

¢2 1
(a) Proveu que la seva area es pot calcular amb la integral / d¢ §R(¢)2.

1

(b) Calculeu I'area tancada per la cardioide: r = a(1 + cos ¢).
(c) Calculeu I'area tancada per la lemniscata: 12 = a? cos 2¢.
14. Sigui A un solid de revolucié obtingut fent girar la regié B C {(z,y,2) | © > 0, y = 0} al voltant
de l’eix OZ.
(a) Proveu que el seu volum es pot calcular amb la integral 27 [[, dedz .

(b) Suposem que B és la regié simple descrita per z1 < z < z9, f(2) < & < g(z). Proveu que el
volum de revoluci6 és 7 fzzf dz (9(2)? = f(2)?).

(c) Calculeu el volum d’un con circular recte de radi a i algada h.

(d) Calculeu el volum tancat pel tor de generatriu (z —a)? + 2% = b? (vegeu tema 4, problema 17).
15. Sigui D el recinte determinat per 22 + 32 <8,y >0, y < 2, i sigui I = // y dady.
D

(a) Expresseu I aplicant el teorema de Fubini, en els dos ordres possibles, en coordenades carte-
sianes.

(b) Expresseu I en coordenades polars.
(c) Calculeu el valor de I.

(d) Sense fer més calculs, raoneu quins sén els valors de les integrals

//D””dxdy’ //D(Hy)dmdy, //nydmdy.

16. Considereu la funcié f(z,y) = / e*¥tdt. Calculeu ? i g usant la férmula de Leibniz. Compro-

T 0y
y
veu el resultat calculant primer la integral i derivant després.

17. Comproveu que la funcié ¢(z) = / F(&) sin(x — &) A€ satisfa 'equacié diferencial ¢ + ¢ = f.
0

18. Calculeu les integrals impropies [, f:
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(a) f(ajay> =wxze™Y; AZ{(.%‘,y) | 0<z< 17y20}'

1
(b) flz,y) = \/?; A={(z,y) | -1<2<1,0<y <2?}.
re =y
2,2 +oo 9
. Calculeu la integral J = // e~ @+ ) dzdy i deduiu-ne el valor de I = / e ¥ dx.
R? oo

(Useu coordenades polars.)

Sir=+x24+y2+22iB={(r,y,2) € R® | 22 +1y?+ 22 < a?}, determineu per a quins valors de
a > 0 existeix la integral impropia —- 1 calculeu-la.
BT

(Integreu fora d’una esfera de radi ¢ centrada en I’origen.)

Es consideren una esfera i un con circular tals que el centre de l’esfera esta situat sobre 'eix del
con i el vertex del con sobre la superficie de I'esfera. Determineu la semiobertura a del con per tal
que els volums de les parts de ’esfera interior i exterior al con siguin iguals.

Considereu el paraboloide d’equacié z = a — 2% —y? i el pla z = A\a, on 0 < X < 1. Sigui V(A) el

volum del paraboloide comprés entre el seu vertex i el pla, i V(B) el volum compres entre el pla

donat i el pla XY. Determineu A per tal que se satisfaci que V(A) = kV(B).

Problemes addicionals

Calculeu la integral de la funci6 segiient sobre la regié definida per les desigualtats indicades:
flayy) =2+ 9% Jo| <yl <2

Calculeu ’area de les regions definides per les desigualtats indicades:

(a) a <

8|

<b, aS%Sﬁ,amb0<a<b,O<a<ﬂ.
(b) 22/3 + y2/3 < a?/® (astroide).

Expresseu en coordenades polars la integral || 4 f(z,y) dzdy sobre el domini limitat per les rectes
y=x,y=—xiy=1.

Considereu el recinte S = S1US3, on 57 és el recinte limitat per lesrectesy =0,y =z, z =1,z = 2,
i S5 és el recinte limitat, en el primer quadrant, per les rectes y = x, y = 3z i les circumferéncies

22 +y? =2, 22+ y? = 8. Calculeu // (£C2 + y2) dzdy.
s

2 x 4 2
Invertiu 'ordre d’integracié per a calcular / dx/ dy sin <E> + / d:c/ dy sin <E>
1 Nz 2y 2 N 2y

Calculeu les derivades totals o parcials de les funcions segiients:

3
* sintx

(a) Flz) = / Iy

(b) F(x,y) = /OI cos(ty)dt.
(¢) Fla,y) = /j ev~tdt.

Calculeu la integral de la funcié f(z,y) = |cos(z + y)| sobre el quadrat [0, 7] x [0, 7].

(Apliqueu el teorema de Fubini.)

Considereu la funcié f:[0,1] x [0,1] — R definida per f(z,y) = LosiereqQ . Estudieu
' ’ ’ 2y six € Q

I'existeéncia de les integrals mo,l]x[o,l] 7, fol dz fol dy f(z,y), fol dy fol dz f(x,y).
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

Sigui A C R? un conjunt mesurable Jordan, tal que les seccions horitzontals A, = AN {z=c} sén
mesurables Jordan (en els plans z = ¢).

(a) Suposem que A C R X [21, 22], amb R C R? un cert rectangle compacte. Proveu que vol(A4) =
JF dzarea(A,).
(Usant el teorema de Fubini, fA 1= ;12 dz ﬂR dzdy xa(z,y,2), on xa és la funcié caracteristica

de A.)

(b) Proveu el principi de Cavalieri: si A1 B tenen les seccions horitzontals amb mateixes arees,
llavors vol(A) = vol(B).

(c) Sense fer cap calcul, proveu que el cilindre recte {(z,y,2) | 22 4+y* <1, 0 < 2 < h} i el cilindre
oblic {(z,y,2) | 22+ (y — 2)? <1, 0 < z < h} tenen mateix volum.

Obteniu la probabilitat que 'equacié az? + bx + ¢ = 0, els coeficients de la qual s’escullen a 1'atzar
en Uinterval [0, 1], tingui arrels reals.

Considereu el solid pla (de densitat uniforme) limitat per la cardioide d’equacié r = a(1 + cos¢) en
coordenades polars. Calculeu-ne el centre de massa.

Considereu el solid pla de massa m limitat per la lemniscata d’equacié 72 = a? cos 2¢ en coordenades

polars. Calculeu-ne el moment d’inercia respecte a un eix perpendicular al pla i que passa per
Porigen.
Un disc circular de radi R esta carregat amb una densitat de carrega o = br. Calculeu el camp

electric en un punt de l'eix del disc a distancia d del pla del disc.

Demostreu que la forga d’atraccié gravitatoria d’una bola homogenia sobre un punt exterior a la
bola és la mateixa que si es considera tota la massa concentrada en el centre de la bola.

Calculeu la forca d’atraccid gravitatoria que exerceix un tronc de con circular i homogeni sobre un
punt situat en el vertex del con complet, expressant el resultat en funcié de la densitat §, I’angle
de semiobertura del con, «, i ’alcada del tronc de con, h.

(Situeu P'origen de coordenades en el vertex del con, i useu coordenades esferiques.)

o0
Un metode per a calcular la integral de Gauss I = / e dr = ?: considereu les funcions
0

T 2 2 1 6712(1+t2)
f(z) = [/0 e dt} 1g(:1:)=/0 Wdt.

(a) Comproveu que f(x) + g(x) és constant i calculeu-ne el valor.

(b) Calculeu lim g(z) i deduiu-ne el valor de la integral de Gauss.

o0 : t
Un metode de calcul de la integral de Dirichlet I = / Sl%dt.
0

oS int
(a) Considereu la funcié F(A) = / e*)‘t&%dt. Deriveu-la i obteniu que Alim F(X) =0.
0 —o0
(b) Comproveu que I = ;inb F(N).

(Observacid La integral I és impropia. Els resultats estudiats en aquest tema sobre continuitat i derivacié
d’integrals depenendents de parametres no sén sempre valids per a integrals impropies, encara que si que
ho sén en aquest cas.)

Considereu el recinte A = {(x,y) eER? | >0, y>0, (E)p + (%)q < 1} i la funcié f(z,y) =
a

2 YyB=1 (a,b,p,q, a, B > 0). Demostreu la férmula de Dirichlet bidimensional:

[/ er i

pq F(%+§+1)'

(Feu el canvi u = (x/a)?, v = (y/b)?, apliqueu la definicié de la funcié B, i la seva expressié en termes de
la funcié T'.)
(Observacid Per a a o # menors que 1 la férmula de Dirichlet calcula una integral impropia.)
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41. Calculeu l'area S, del recinte limitat, en el primer quadrant, pels eixos coordenats i la corba

1,2/71 +y2/n _ a2/n.

(Observacid Expresseu el resultat segons la paritat de n.)

Respostes
1. (a) 32/3.
10.
8.
1/8.
0.
1/90.
1/6.
T™—2
-
176/45.

log /2 — 5/16.
1/364.

/ dy/ dz f(z,y).
y/12

—
=

—
NN N NS NS SO NGO NG Nl

\]
—_
OIS

—
o

—~ _
© = o~

w

0 l—ac 1 1—2
) / dﬂc/ dyf(w7y)+/ dﬂc/ dy f(z,y).
—1 0 0 0

=~

/dz/dy/ dxfxy,)
22—y

5. El conjunt de punts de discontinuitat és {(z,sinz) | € [0,7/2]}. f és integrable, atés que aquest conjunt

2

és de mesura nulla. La integral val 3% -2

287/20.
42,

© © N>

(a) 1/15.

3rat
(b) 2

13 4
(c) 3370

) ga%?

597 R°
3.5.25°
1/48.

72 /16 — 7 /8.

@

TR R @

10.
11.

54

/3.
(B—=a)(d—").
§sinhl.

2

—_ o~
o

12. wab.

T ® 3

4
zmabc.

3mwa? /2.

a’.

13.

—
o

o

1.2
sma”h.

o2r2ab?.

—~

14.

o

o
N S N N S N

—
o

Jp, f@y)dedy = [, f(z,~y)dady =+ [, f(

z,y) dzdy segons la hipdtesi.
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2 (8—y2)1/2 2 2 _9 (8712)1/2 NG (87y2)1/2
15. (a) / dyy/ dx:/ d:c/ dyy+/ dx/ dyy+/ dx/ dy y.
0 —(8—y2)/2 —2 0 -8 0 2 0
w/4 V8 /2 2/sin 6
(b) 2 </ d9/ drr2sint9+/ d9/ drr2sinc9>.
0 0 /4 0

(c) ? (2v2-1).

(d) 0, 1, 0.
eIZy _ ezyZ af ‘ tx z? af ‘ tx zy?
16. f(z,y) = ————. == = yte'™Vdt +e” Y. == = zte™Vdt — e™ .
Ty ox oy y
18. (a) 1/2.
(b) 2.
19. J=mx, 1=/
4
20. I = Sf—ﬂ-a a® % peraa < 3.
21. o= arccos 1
L a= 7
k
22. A=1—4/——.
1+k
23. 64/3.
1,s s (1 1
(b) gm?
3m/4 1/sin6
25. d0/ drrf(rcos@,rsinb).
/4 0

26. 5+ 15(arctg3 — (/4)) =5+ 15arctg 5.
27. 4(m + 2) /7>,
. 4sinz? — 3sinz®

28. (a) F'(z) -

. F F x
(b) F(z,y) = sinzy OF = cos xy, or :/ —tsin ty dt.
0

y oz Jy
(¢) Flz,y) = —e""" + '™ 0F/0z = €™, OF /0y = [ e*~'dt.
29. 2m.

30. Només existeix la segona, i val 1.

54+ 6In2

2. X — = ~25'4%.
3 36 5'4%

5
33. (Tem, Yem) = (—a70)4

6
34. gmaQ.

2 211/2
35. B, = M (B AT R A
2€0 d (R? + d?)1/2

37. F. = mG2n6h (1 — cos ), on m és la massa del punt.

38. (a) f'(z)+¢'(z) =01 f(0)+ g(0) = w/4 impliquen f(z) + g(x) = 7 /4.

1 _—z2(14t?) 1 +oo
b —dt < e At =" 50 quan x — oco. La integral de Gauss e~ dt val ﬁ
2 g
o 1+t o o 2

39. F'(\ -1

’ _ 5 _ , . _ R _
N = T3 d’on F(X) arctg A+ 7/2. A més, lIH})F()\) w/2, d’on I =7/2.

1 n parell

- M 2 =
41. S, = " ”a &n, essent &n { 71-/2 n imparell



Integrals de linia i de superficie

Problemes basics
1. Calculeu la llargada de les corbes segiients:
(a) c(t) = (acost,asint,bt), 0 <t < 4m (helix).
(b) z = R(t —sint), y = R(1 — cost), 0 < t < 27 (cicloide).
(c)

(d) x?/a® +y?/b* =1 (ellipse de semieixos a > b).

7(t) = (acos®t,asin®t), 0 <t < 27 (astroide o hipocicloide de quatre puntes).

2. Obteniu les férmules que permeten calcular la llargada d’una corba plana en els suposits indicats:

(a) Corba en forma explicita y = f(x), 21 < 2 < z3.
(b) Corba en coordenades polars r = f (), ¢1 < ¢ < pa.

3. Calculeu la llargada de les corbes expressades en coordenades polars segiients:

(a) r=a(l+cos¢), 0 < ¢ < 27 (cardioide).
(b) r=e"% 0 < ¢ < +oo (espiral logaritmica).

4. Calculeu les integrals de linia segiients:
) / Va2 —y2dl, on C és la corba 22 + 3% = a2, y > 0.
C
(b) / 2?dl, on C és la de la interseccié de Uesfera 2 +y> + 22 =1ielplaz+y+2=0.
C

5. Calculeu les integrals de linia [ ¢ F - dl indicades:

(—R,0)
/ xdy al llarg de la corba z? + 3% = R?, y > 0.
(R,0)

(1, 1)
/ (2% — 2zy)dx + (y* — 2zy)dy, al llarg de la parabola y = z2.
(c) F(x,y ) (x +y,y — x); C és 'arc de Pellipse 22 + y%/4 = 1 orientat des del punt (1,0) fins

1(0 2).

(d) F(z,y) = 2z + y?, 3y — 4z); C és la frontera de R = {(z,y) | y? < x, y > 2} recorreguda en
sentit positiu.

(2,1,2) 1 1
(e) / F-dl al llarg del segment que uneix ambdds punts, on F(x,y, z) = ( z) .
(

1,0,0) r—y y—zx’
(f) F(x,9,2) = (x +y,y + 2,2+ x); C és l'arc de la parabola x = 22, y = 0, des de (1,0, —1) fins
(1,0, 1).

(g) F(z,y,2) = (2° +y,9y°> + 2,2 + y + 2); C és la circumferencia 22 + y*> = 3, z = 0, orientada en
el pla XY en sentit positiu.
(h) 7{ ydz + zdy + xdz, on C és la corba interseccié de z = zy amb 22 + y? = 1, orientada de
c
manera que la seva projeccié sobre el pla XY sigui positiva.

6. Calculeu ’area de les superficies segiients:

2 4,2 2
(a)Conx;;y *%,0<z<h
(b) Esfera de radi a.

(c) Casquet esferic d’algada h en Vesfera de radi a.

7. Integreu les funcions segiients sobre les superficies indicades:

(a) f(x,y,2) = (2% + y?)z, sobre 'hemisferi superior de I'esfera de radi a centrada en I'origen.
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10.

11.

Analisi vectorial: programacid, bibliografia i problemes

x,1y,2) =z, sobre z =1 —22 —y2, 2 > 0.
Y Y
c) f(z,y,2) =z, sobre el cilindre definit per z? + 3% = a2, amb 0 < z < 1.
(©) flz,y,2) ==, p y ,
f(x,y,2) = 1, sobre la superficie de R?® parametritzada per g(u,v) = (u — v,u + v,uv),
u? + 0% < 1.
Calculeu I'area de les superficies segiients:

(a) La porcié de l'esfera 22 + y? + 22 = a? interior al cilindre 22 + y2 = ay, essent a > 0.
(b) El tros de l'esfera 22 +y? + 22 —2az = 0 (on a > 0) contingut dins el paraboloide 2z = x? +y2.
(c) El fragment del con d’equacié 2 + y? = 22 limitat pels plans z =01y + 2z = 1.

Sigui S una superficie de revolucié obtinguda fent girar la generatriu C C {(x,y,2) | > 0, y = 0}
al voltant de l'eix OZ.

(a) Siz=ual(t), z=c(t) (t1 <t < tz) és una parametritzacié injectiva i regular de C, proveu que

ta
Parea de S és 27r/ dta(t)\/a'(t)? + (t)2.
ty

(b) Apliqueu-ho a calcular I'area del tor de generatriu (z — R)? + 22 = r2.

Calculeu les integrals de superficie |, o F - dS indicades:
(a) F(z,y,2) = (y,—x, 1), sobre la superficie definida per g(t,6) = (t cosd,tsin6,0), amb 0 < t < 1
i0<0<2m.

(b) F(z,y,2) = (x+y+2,y+ z,2), a través de la frontera del cub 0 < z,y, z < 2, orientada vers
Pexterior.

c) Flz,y,2) = (x + — 1z, 2), a través de la superficie S = {(z,y,2) | z =4 — 22 — 4%, 2>0

(c) F(z,y, Y.y — x,2), p Y, Y, ;
orientada amb la normal cap amunt.

d) F(z,y, z) = (23, 2%y, x°2), a través de la frontera del conjunt definit per z2+y2? < a2, 0< 2 <b

( Y, 2y, 2%z), \ p y , :
orientada cap a ’exterior.

(e) F(z,y,2) = (0,0,22%), a través de la superficie conica (z — 1) = 22 + 3%, 0 < z < 1, tancada
amb el pla z = 0, orientada cap a I'exterior

(f) F(z,y,2) = (x,9,1/3), a través de la superficie S = {(z,y,2) | 22 +y?> +22 =1, z > 0},
orientada amb la normal cap amunt.

2 2
(g) F(z,y,2) = (z,y, z), a través de la superficie T + % +22 =1, z > 0, orientada amb la normal

en sentit radial positiu.

(h) F(z,y,z) = (x,0,0), sobre la part de I'esfera unitat continguda dins el con 22 +y? = 22, 2 > 0,
orientada amb la normal cap amunt.

(i) F(x,y,2) = (2,92, 2), sobre la frontera de la regié tancada pel pla # +y + z = 1 i els plans
coordenats, orientada vers ’exterior.

(i) F(x,y,2) = zi+2j+yk, a través de la fronterade V = {(z,y, 2) | 22 +y? < R?, 2 >0, = > 2},
orientada cap a ’exterior.
(k) F(z,y,2) = (v +eY, 2z —y,x +y+ 2), a través de la superficie formada per 22 +y? + 22 = 10z
(0<2<2)iz?+y*=(2—-6)% (2 < 2<6), orientada cap a 'exterior.
La imatge M de la parametritzacié o: [0, 27] x ]—1,1] — R3

o(6,v) = (R +vsin(9/2)) cos 6, (R + vsin(¢/2)) sin 6, v cos(9/2))
on R > 1 és una constant, és una banda de Mobius (sense vora).

(a) Justifiqueu que o és injectiva, excepte que o(0,v) = o (27, —v).
(b) Calculeu els vectors tangents T, T, deduits de la parametritzacié.

(c) Calculeu el producte vectorial d’aquests vectors sobre un punt qualsevol de equador’ de la
banda, Ty x T,(¢,0), i el corresponent vector normal n(¢,0).

(d) Vegeu que M no és orientable tot comparant n(0,0) i n(2x,0).

(e) Té sentit calcular el flux d’un camp vectorial a través de M? Podriem integrar la funcié
constant igual a 1 sobre M a fi de calcular-ne ’area?
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Problemes addicionals

12. Calculeu les integrals de linia segiients:
(a) 7{ (2% +y*)dl, on C és la circumferéncia de centre (0,0) i radi R.
C
(b) / (zy+2%)dl, on C és 'arc d’helix & = cost, y = sint, z = t compres entre (1,0,0) i (—1,0, 7).
c

13. Calculeu les integrals de linia dels camps vectorials donats al llarg de les corbes orientades indicades:

(a) F(z,y,2) = (2zy,32,5zy) al llarg de la corba parametritzada y(t) = (¢ + 1,3 — 1,¢?) des de
(0, -2,1) fins (2,0,1).

(b) F(z,y,z2) = (z,y,2z — y), sobre el segment que va des de (0,0,0) fins (1,2,4).

(c) F(z,y) = (%, %), al llarg de la circumferencia 22 + y? = a? recorreguda positi-
€z y- Yy
vament.
(d) F(z,y,2) = (3zy, —y?,€?), al llarg de la corba d’equacions z = 0, y = 222, des de (0,0, 0) fins
(1,2,0).

(e) 7{ ydz + zdy + zdz, on C és la circumferencia de radi 2 centrada en (1/3,1/3,1/3) i situada

C
en el pla x4+ y+ 2z = 1, recorreguda en el sentit de les busques del rellotge vista des de 'origen.

(2,1,m)
() / sin? zdz + x sin 2zdz, al llarg de la recta que uneix ambdés punts.
(2,1,7/2)

d d
14. Proveu que la integral de linia / aad + il + £ a llarg de qualsevol corba situada sobre un octant
z Tz

d’una esfera centrada a 1’origen i de radi arbitrari val zero.
15. Una tanca circular, centrada a lorigen i de radi 1, té algada h(x,y) = |z| + |y|. Calculeu-ne Iarea.
16. Considereu el solid pla (de densitat uniforme) S = {(z,y,2) |z +y+2z=1, >0, y >0, z > 0}.
Calculeu-ne el centre de massa.

17. Calculeu el centre de massa de la regi6 de l'esfera x2 + y2 + 22 = 12

iz=>5,amb |a|,|b] <.

compresa entre els plans z = a

18. Calculeu el flux dels camps vectorials segiients a través de les superficies orientades indicades:

(a) F(z,y,2) = (22,92, 2%), sobre la superficie definida per g(t,u) = (t+u,t —u,t), amb 0 < t < 2

il<u<3.

(b) F(z,y,2) = \/ﬁ(y, —y, 1) sobre el paraboloide z = 1 — 2% — 4%, 0 < 2z < 1, orientat amb
la normal cap amunt.

(¢) F(z,y,2) = = (y, —y, 1) sobre la meitat inferior de 'esfera de radio 1 centrada a l'origen

x? 4+
i orientada amb la normal cap avall.

(d) F(z,y,z) = yi + zj + a2k, a través de la superficie de la piramide limitada pels plans = = 0,
y=0,z=0,z+y+z=a.

(e) F(x,y,z) = (4rz, —y% y2), a través de la frontera del cub 0 < z,y,z < 1.

(f) F(x,y,2) = (v —y,z — y,52%), a través de la superficie esferica 22 + y% + 22 = 1, orientada

cap a fora.
22 g2 2
(g) F(z,y,2) = (y, —y%2,y2% — 2%), a través de la superficie = + o] + == 1, z > 0, orientada
cap a fora.

(h) F(z,y,2) = (2 —y,x— 2,2 — 1), a través de la superficie 22 + y? + 22 = 9, 1 < 2z < 2, orientada
en sentit radial positiu.
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2 2
x
(i) F(z,y,2) = (x+2z,2—y, 1), a través de la porcié de superficie conica 5 + % = 2%, compresa

entre els plans z = 01 z = 1, orientada en direcci6 z positiva.

19. Siguin F = (2,-3,1), 1 S un cercle de radi a, situat en un pla P. Doneu l'equacié dels plans P per
als quals el flux de F a través de S es maxim.

Respostes

1. (a) 4nva? + b2
8R.
6a.

/2

1 — k% cos?t, amb k = va? — b%/a (excentricitat).

(b) w<%2>.

12 60

)
)
)
)
)
)
10. (a) 2.
)
)
)
)
)
)
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(k) 1167/3.

cosqﬁcos%
11. (c) n(¢,0) = sinczbcos%
[

7811’15

12.

(

(
13. (a

(

1
14. Observeu que F(z,y,2) = —(z,y, z) és ortogonal a lesfera.
Yz

15. 8.

16. (mcnnycnnzcm) = (1/3, 1/3, 1/3)

17. (mcnn Yem Zcm) = (07 07 Q—H) .

2
18. (a) 104/3.

19. 2z -3y + 2 =C.
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8 Teoremes integrals de I’analisi vectorial

Problemes basics

1. Designem per r el camp radial de R", i per r la seva norma euclidiana, que és un camp escalar C*°
en R™ — {0}. Obteniu les relacions segiients:

h/
grad h(r) = (r) r, on h:]0, +oo] — R és CL.
r

En dimensié n = 3, calculeu rot(h(r)r).

Doneu un camp vectorial en R — {0} amb rotacional i divergéncia nuls.

2. Calculeu el rotacional dels camps a X r, (a-r)b, on a, b sén vectors constants.

3. Calculeu la circulacié dels camps vectorials segiients al llarg de les corbes orientades indicades,
utilitzant el teorema de Stokes:

(a)
(b)

()

(f)

F = (xzyg, 17 Z)7
C, circumferencia z? + y? = R%, z = 0, recorreguda en el sentit positiu.

F(I‘, Y, Z) = (y7 _2Z7 ,’L'),
C, ellipse interseccié del cilindre 22 + y?> = R? i el pla & = z, recorreguda de manera que la
seva projeccié sobre el pla XY sigui positiva.

C, corba reunié de les tres corbes obtingudes tallant el con 22 + y? = (2 — 1)? amb els plans
x=0,y=01z =01 dins el primer octant; recorreguda de manera que, des de 'origen, es
vegi en el sentit de les busques del rellotge.

F= (yizazil‘?xiy)v

C, corba tancada interseccié de l'esfera 22 + 3% + 22 = 1iel pla x +y + 2 = 1, recorreguda en
el sentit (1,0,0) — (0,1,0) — (0,0, 1).

F= (yZ7 -z, 29),

C, el triangle de vertexs (1,0,0), (0,1,0) i (0,0, 1), orientat en aquest sentit.

F = (y7 Z’ I)’

C, la interseci6é de z = xy amb 22 + y2 = 1, recorreguda de forma que la seva projeccié sobre
el pla XY sigui positiva.

4. Verifiqueu el teorema de Stokes per a la superficie helicoidal definida per la parametritzacié r(u, v) =
(ucosv,usinv,v), (u,v) € [0,1] x [0,7/2], i el camp vectorial donat per F(z,y, z) = (zz,yz, 2y).

5. Calculeu el flux del rotacional del camp vectorial F = (y, zz, yzx) a través de la superficie 22 + y2 +
2?2 =1, z > 0, orientada amb la normal “cap amunt”.

6. Calculeu els fluxos dels camps vectorials segiients a través de les superficies orientades donades,
utilizant el teorema de Gauss:

(a)
(b)

F(z,y,2) = (vy, 9%, 2°),
S,lavoradelcub0 <2 <1,0<y<1,0<2<1.

f(x,y,2) = (2%y, 9%, 2y2),
S, la vora de la regié V = {(x,y,2) | 22 + y?> + 2 < a®, 2 > 0,y > 0,2 > 0}, on a > 0 és una
constant.
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10.

11.

12.

13.

14.
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(0) f(z,y,2) = (22,7, 27),
2?2
2

2
S, la vora de la regi6 V = {(x,y,z) | 5+ = <

<l

5 ,0§z§b},ona,b>056nduescon—
a a

stants.

(d) p(z,y,2) = 21— 2z +y)j + 2k
S, Phemisferi 22 + y? + 22 = 1, z > 0, orientat segons la normal exterior de 1’esfera.

2 2 2
T z

Siguin a,b,c > 0 constants. Considereu les funcions p(z,y,2) = — + z—Q + = ig(w,y,2) =
a c

z + Y + z Aplicant el teorema de Gauss, calculeu el flux del camp grad ¢ a través de la superficie

a c
S={(z,y,2) | g(z,y,z) = 1,2 > 0,y > 0,z > 0} orientada amb la normal “cap avall”.

Un camp escalar f(z,y, z) satisfa ||V f||2 = 4f, V- (fVf) = 10f. Calculeu // g—de essent S
S n

Pesfera unitat centrada a l’origen i G_f la derivada direccional de f segons el vector normal unitari
n

exterior a S.

Determineu h(x,y,z) a fi que el camp f = (h, 2z — 3zy?, —y3 + 222) sigui conservatiu. Obteniu-ne
aleshores un potencial.

Sigui f un camp vectorial de la forma f = ¢(r)r.

(a) Demostreu que f és conservatiu.

(b) Determineu ¢(r) per tal que el flux de f a través de qualsevol superficie tancada que no
contingui l'origen sigui nul.

(c) En aquest darrer cas, calculeu la circulacié de f entre els punts (1,0,0) i (0,1, 7/2) mitjancant
la funcié potencial.
Comproveu que la integral de linia f((ol,bl,bl))(3932 +yz)dz + (3y? + xz)dy + (322 + 2y)dz no depen del
cami, i calculeu-la.

Donada la relacié V x F = (xy? + 222, y2? + y22, —2%2 — y?2 — a2?), determineu a.
Sigui el camp vectorial g(z,y, z) = (—x, —y, 22).

(a) Existeix algun camp q tal que rotq = g7 En cas afirmatiu, determineu-ne algun.

(b) Calculeu [ g-dS, essent S la semiesfera S = {(x,y,2) | (r—a)*+(y—b)*+(z—c)* = R*, z > ¢}

orientada en la direccié radial. (Useu el resultat anterior.)

Calculeu les integrals de linia segiients, aplicant el teorema de Green:

(a) j{,rdex — 2y?dy sobre la circumferéncia 2 + y? = R? (orientada positivament).

(x 4 2y)dz + ydy
R e

,on C és la circumferencia centrada en (2,0) i de radi 1.

—23:ye_w2dx + (e_””2 + 3x)dy, essent C' la corba z2 + y* — 22 — 4y = 0.

(c)
(d) ¢ y?da + zdy, al llarg del quadrat de vertexs (0,0), (2,0), (2,2) i (0,2).
(e) ¢ (2* —3y)dz + (x + siny)dy, on C és el triangle de vertexs (0,0), (1,0) i (0,2).

(f) —z?ydx + xy*dy, essent C la corba definida per 2 +y? = 1, y > 0, orientada des de (1,0)
fins a (—1,0).

S 3 3 T~

(g) 7{ f-dr —7{ f.dr, essent f = (e® cosy —y, —e®siny), Cy la corba 22 +y? = 41 C3 la corba
Cl CZ

22 — 22 + y2 = 0, ambdues orientades positivament.
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15. Sigui C C R? una corba de Jordan i R la regié que tanca.
(a) Com ha de ser f = (P, Q) per tal que fc f - dl sigui area de R?

1
(b) Comproveu que f = 5(—y, x) ho satisfa.

2 2
(¢) Apliqueu-ho a calcular 'area tancada per 1’ellipse z_2 + Z—2 =1.
a

16. Comproveu que les integrals de linia segiients sén independents del cami, i calculeu-les.

(a) / f£.dl, amb f = (e¥ cosz,2ye? sinz), i C = {(z,y) | y = sina} des de (0,0) fins (r,0).
c

d d 2 2
(b) / %, on C és el quart d’ellipse x_2 + 2—2 = 1 situat en el primer quadrant, i orientat
c T4 +y a

des de (a,0) fins (0, b).

17. Sigui el camp vectorial f(z,y) = (%, %)
€ y= T Y

2

a) Calculeu la integral de f al llarg de la circumferéncia x2? + y? = r2, orientada positivament.
g g

(b) Sigui C una corba tancada simple que no deixa l’origen en el seu interior. Proveu que fC f-dl =
0.

(¢) Sigui C una corba tancada simple (orientada positivament) que conté l’origen en el seu interior.
Proveu que el valor de fo f - dl és independent de la corba considerada. Quin és aquest valor?

9] 0
(d) Verifiqueu que el camp vectorial f compleix a—fl = a—f2 Admet funcié potencial en el seu
Y x
domini de definicié? Per que?
e) Sigui U = ]0,1[ x |0,1|. Comproveu que la integral f - dl no es pot calcular mitjancant la
g g U
féormula de Green. Per que?

18. Siguin D = {(x,y) | 22 +y?> < 16, (x +2)? +y?> > 1, (x — 1)2 + y? > 1}, f = (f1, f2) un camp
vectorial de classe C' amb domini D, i C' C D una corba tancada simple, orientada positivament.
Quants valors diferents pot valdre fc f - dr (segons 'eleccié de C) en els casos segiients?

(a) Sif és el gradient d'un camp escalar en D.

Ofy Of

Problemes addicionals

19. Comproveu les propietats segiients, on F i G sén camps vectorials C? en R3:
(a) div(F xG) =G -rot F — F - rot G.
(b) rot(rot F) = grad(div F') — AF.

20. Si f i g sén camps escalars C2 en R3, que val div(grad f x grad g)?

21. Un fluid gira al voltant de I'eix OZ amb velocitat angular w(t, z,y, 2).

(a) Proveu que el seu camp de velocitats és de la forma v(t, z,y, z) = w (—y, x,0), i calculeu-ne el
rotacional.

(b) En el cas que w només depengui de la distancia a 1'eix OZ, p, esbrineu quan v és irrotacional.

22. Calculeu la circulacié dels camps vectorials segiients al llarg de les corbes indicades, utilitzant el
teorema de Stokes:

(a) F(z,y,2) = (3zz + yz, 3zz — 3zy, 2xy),
C, corba tancada obtinguda intersecant el pla 2z + 2y — z = 2 amb la frontera del cub
Q= {(r,y,2) e R} | 0<2<1,0<y<1,0<z< 1}, recorreguda en el sentit que va de
(1,0,0) a (0,1,0).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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(b) £ = (z+y,y+22+1),
C, ellipse interseccié del cilindre z? 4+ y? = 3 amb el pla 2z + 2y + z = 0, recorreguda de
manera que la seva projeccié al pla XY es recorri positivament.

(c) f=(y,22),
C, corba intersecci6 de les dues superficies  +y = 2, 2% + y2 + 22 = 2(x + y), recorreguda de
manera que, vista des de l'origen, el sentit és el de les busques del rellotge.
corba interseccié de 2 4+ 42 + 22 = 1 amb 2z + 2y + 2z = 0, orientada de manera que la seva
projeccié sobre el pla XY sigui recorreguda en sentit positiu.

Siguin F = (ye®, ze™ + a(x — z), —az) i C la corba interseccié de  +y + z = 1 amb 2?2 + y* = 1.
Calculeu a per tal que la circulacié de F al llarg de C valgui 7.

Obteniu [[¢rot F-ndS, essent F = (x — z,2° + yz, —3xy?) i S la superficie z = 2 — /22 4+ y2,
0 < z < 2 orientada amb la normal “cap amunt”.

Siguin F un camp amb rotacional (1,2,3) i C la interseccié de 2> +y? = 1 amb x +y+ 2z = 1
recorreguda de manera que, en projectar sobre el pla XY, doni sentit positiu. Determineu |, o F-dL

Sigui f un camp vectorial de classe C!' normal a una superficie regular S. Proveu que rotf és
tangent a S. (Apliqueu el teorema de Stokes.)

Calculeu els fluxos dels camps vectorials a través de les superficies orientades donades, utilizant el
teorema de Gauss:

(a) F(z,y,2) = (yz,zz, 2y),
S, la vora del cub |z| < 1, Jy| <1, |z] < 1.

(b) F(z,y,2) = (2?9, 2%)
S, la mateixa.

(C) F(x7y7z) = (SL’ - Y,y -z _y)7
S, la mateixa.

Calculeu [S(rot F)-dS, on F és el camp vectorial F(x,y,2) = (—y,22,23) i S és la superficie que
limita la regié 22 + 9% + 22 <1,1/2< 2 < 1.

Siguin F = (ye,zcosz,zcosy — b) i S la superficie 22 + 4> + 22 — 2az = 1, 2 > 0, on a > 0.
Determineu b per tal que el flux radial positiu a través de S sigui 7, independentment de a.

Donat el camp vectorial F = (y + 22—z, 2% +y — x,a+/22/3) i les superficies Sy: (z —2)? = 22 + 2,
0<z<2, S 22 +y? <4, z=0, trobeu el valor de a per tal que els fluxos “cap amunt” de F a
través d’ambdues superficies coincideixin.

Proveu que el flux d’un camp constant a través d’una superficie tancada S és nul. Proveu també
que si a és un vector fixat, llavors ﬂs cos(n,a)dS = 0.

Sigui U una regié de R3 que no contingui l'origen, i sigui S la vora de U. Expresseu | gror-dS
com una integral en la regié U. Que s’obté si oo = 07

De la mateixa manera que en el pla dues semirectes que parteixen d’un punt defineixen un angle,
en l'espai podem definir angle solid com una regié ) formada per semirectes que parteixen d’un
origen O. La mesura d’aquest angle és I’area de la superficie obtinguda tallant €2 amb ’esfera S de
centre O i radi 1.

(a) Vist des de l'origen, quant val angle solid de tot l’espai? I el d’un octant?

(b) Sigui M una superficie regular que no conté O i tal que cada semirecta amb origen O talla
M com a molt en un sol punt. Sigui Q(M) el conjunt d’aquestes semirectes que tallen M;
s’anomena angle solid de vertex O subtendit per M.

r
Proveu que la seva mesura es pot calcular amb la integral de superficie / - ds.
M7
(Sigui M, la projeccié de M sobre lesfera de centre O i radi a, amb a prou petit, i sigui U la regié

“conica” compresa entre M, i M. Utilitzeu el teorema de Gauss en U per a provar que la integral
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

de superficie anterior coincideix amb — f M dS, i noteu que aquesta quantitat no depen del radi a
a a

triat.)
e

(c) Calculeu la mesura de I’angle solid, amb vertex a l'origen, subtendit per la superficie esferica
22 +9y? + 22 =4a% 2z > acosa.

Suposem que els camps escalars f i g satisfan V2g=0,9V3f=2+y,V (gi) =z+y+=z.

y2 22

Calculeu la integral de superficie / / f —dS essent S lellipsoide d’equacié z_ + = b2 + - =1,1

Jyg
n la derivada direccional segons la normal exterior a S.
n

Sigui V' una regi6 de 'espai, i S la seva vora.

(a) Aplicant el teorema de la Gauss a / ¢V ¢ - dS obteniu I'expressié:
S

I o= [ woar « [ o52as

0
essent — la derivada segons la normal exterior a S.

on

(b) Demostreu que si ¢1 i ¢2 sén dues solucions del problema

a—(b:genS7

VZip=henV, o

cal ¢1 — ¢o = const. (Considereu ¢ = ¢1 — d2.)

(¢) Demostreu que un camp vectorial f definit en una regié V' queda determinat pel seu rotacional
i la seva divergencia en V|, i el seu component normal en S = JV.
(Considereu g = fi — fa amb f; i f> dos camps amb mateixa divergéncia i rotacional en V, i mateix
component normal en S.)

Demostreu que el problema de Neuman per a 'equacié del potencial, Au = f en 2,
I' = 09, no pot tenir solucié si [, fAV # [ gdS.

(Apliqueu el teorema de Gauss a fr Vu -ndS, essent u solucié del problema.)

@
on

Es consideren coordenades esferiques (1,0, ¢) (r? = 2% + y* + 2%, z = rcosf). Sigui u una solucié

2% _ Ginfsir=1. Obteniu I<juav.

del problema VZu=wusir <1,i
or

Siguin u i v camps escalars C! en un obert D, i C C D una corba tancada orientada. Obteniu
$o(uVv 4 vVu) - dr.

Sigui ¢ una funcié de classe C! en un obert simplement connex D, i f un camp vectorial conservatiu
de classe C! en D. Proveu que el camp vectorial ¢ f és conservatiu sii grad ¢ i f sén en cada punt
proporcionals.

Comproveu que els camps vectorials segiients sén conservatius, i calculeu-ne potencials escalars.
(b

a)
) £
() £ = rr, (o £ ~2).
(d) f(a: y,2) = (2zy + 23,22, 3222).

f—r/r
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41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
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(e) f(x,y,2) = (v%2,2zyz, vy? — 1).
Trobeu P(x,y, z) per tal que rot(P, (z — 2)y,0) = (y, 2, ).

Demostreu que el camp vectorial f(x,y,z) = (y — 2)i+ (2 — x)j + (z — y)k és solenoidal, i obteniu
un camp vectorial g tal que f = rotg.

Calculeu les integrals de linia segiients, aplicant el teorema de Green:
a 2cosx — 2e¥)dz 4 (2ysinz — 2ze?)dy, on C és la corba d’equacié 22 + y2 = 7 (orientada
Y Y Y q Y
C
positivament).

(b) jé (2ze® =Y — dy)da — (2ye® Y — 4z)dy, on C és la circumferéncia 222 + 2% — 3z + 5y = 0.
C
(c) jéfdl, on f = (y—cosz cosy, —r+sinz siny), al llarg de la circumferéncia x2+y?—2x+2y = 0.
1
(d) %f -dl, on f = (zy + 2%y, 5302 + e¥siny), al llarg de la circumferéncia 2 + y? = 1.

(e) /(Jc2 + y?)dz + (1 4 2y)dy, essent C la corba orientada definida per la parametritzacié
c
x =a(t —sint), y = a(l — cost), 0 < t < 27 (cicloide).

Considereu el camp vectorial f(z,y) = ( 2+ 92y (xy + log(x + /22 + yQ)))

(a) Raoneu si s’hi pot aplicar el teorema de Green en el rectangle R = {(z,y) | 1 <2z <4,0 <
y <2}
(b) Calculeu la circulacié de f al llarg de la vora de R.

Determineu area del domini compres entre I'eix OX i l'arc de cicloide definit per x = R(t —sint),
y = R(1 — cost), amb 0 <t < 27.

Sigui U € R? un obert del pla, i F un camp vectorial de classe C! en U. Sigui D C U una regié
amb vora 9D = C. Proveu el teorema de la divergéncia en el pla:

/F~ndr:// div F dzdy
c D

on n és el vector unitari normal exterior a D.
(Si F = (P,Q), considereu el camp vectorial G = (—Q, P), i apliqueu-hi el teorema de Green.)
(El primer membre s’anomena flux de F a través de C'.)

Siguin f(x,y) un camp escalar de classe C? en un obert U C R?, R C U una regi6, i C = R la
vora de R, amb normal exterior unitaria n.

(a) Aplicant el teorema de la divergencia, proveu la férmula:

Il (%+i)dd (L

0
on —f és la derivada direccional de f en la direccié de la normal.

on
0
(b) Calculeu 7{ a—udl7 on u = 2% + 3y? i n és la normal exterior unitaria a la corba 2% + y? = 4,
n

directament i com a aplicacié de I’apartat anterior.

Estudieu si els camps vectorials segiients admeten funcié potencial. En cas afirmatiu, calculeu-la.
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(e) £z, y) = <yi—xy+%>

49. Comproveu que les integrals de linia segiients sén independents del cami, i calculeu-les.

(a) / xdx + ydy, al llarg de la corba y = p(x) des de = =0 fins & = 2.
C

b) S p(w)de + v(y)dy

1,Y1)
c) /(2,2) 4r(y® + 1)dz — da?ydy
(1.0) (22 +y? +1)?
P
50. Siguin P i Q funcions R? — R de clase C!, tals que 2— = Z—Q Definim
Yy T

f(zy) = / (@P(ta, ty) + yQ(tz, ty)) dt

(a) Proveu que f és potencial del camp F = (P, Q).
(b) Apliqueu-ho a les funcions P = z + 2y, Q = 2z + y5.

51. Obteniu els valors de b per als quals les equacions diferencials segiients son exactes, i resoleu-les.
(a) (bz?y +y®)dz + (2 + baxy?)dy = 0.
(b) (3z — 5y + 7)dx + (bx — 6y + 10)dy = 0.

52. Per a les equacions diferencials segiients, obteniu un factor integrant u del tipus indicat i useu-lo
per a resoldre-les.

(a
(b
(
(d) (3z%y + 3zy?)dz + (23 + 2%y)dy = 0; p (%)

) y?de + (1 + zy)dy = 0; p(zy).

)

)

)
() y(1+zy)dz —ady = 0; p = ¢(y).
(f)

)

)

)

(3zy — 2y?)dx + (222 — 3zy)dy = 0; u(zy).
c) (2%y® —y)dx + (23y? + x)dy = 0; u(xy).

f) (y* —2y*)dz + (3zy® — day + y)dy = 0; p = P(xy?).
(8) (xy® —a® + x)dy + (2%y — v* + y)dz = 0; p = ¢(zy).
() e + (a2 — 1)y = 0; 1= —56(y/).

(i) (y* —zy)de + 22dy = 0; p(z,y) = d(zy?).

53. Quina condicié han de complir P i Q per tal que ’equacié Pdx+@Qdy = 0 admeti un factor integrant
funci6 de azx + by?

Respostes
1. (e) h(r)=C/r™, h(r) = C/r"~1.
(i) 0.
G) F=r/r%.
2. 2a,ax b.
3. (a

4. La circulacié de f al llarg de la vora orientada en un sentit val 4/3 — /8.
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9. h =2y + 2>+ g(x). Un potencial és ¢ = 2xy + 22° —y°z + fg(x) dx.

10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.

17.

18.
20.

21.

22.

(b) ¢(r) = k/r’.
(c) k- #
V14 (7/2)2
4.
a=2/3.
(a
(b
(a
(b
(
(d

Si, per exemple (0, 2z, yx).
2mcR?.
—mRY/2.
0.
157.
—4.
4.
/4.
3m.
0
Ca 8—? — 88_1; =1.
0.
b—a.
2.
27,
No.

C

(e
(f
g

a

(
(
(
(b

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
(a)
(c)
(d)
()

és del domini del camp vectorial.

Un i quatre, respectivament.

0.

(a) Utilitzem que ¥ = w X r, amb w = (0,0,w). v = (—ax

) w=A/p%
) 3/2.
b) —157.
) —2v/2m.
) 107/3.

La integral de linia déna /2, mentre que fU .

val 0. La ra6 és que U inclou el punt (0,0), que no

2w+ r— +

o ow L ow o
920 Yoz Ox yay '



Problemes del tema 8

29. —1.
30. 0.
32. 3+a) [, rav.
33. (a) 4m; /2.
(¢) 2m(1 — cos ).

34. 0.
38. 0.
40. (a) r+k.
(b) logr +k
a+2
(© stk
(d) =y +2z®+k
(e) z(zy? — 1)+ k
1
41. 5(72173; +19° +2%) + o(x).
2. g(x,y,2) = (2°/2 —ay —yz + 2°/2)j + (2°/2 — 22)k.
43. (a) 0.
(b) 17m.
(c) —4m.
(d) —m/4.
3.3
(e) ma” _ 3ma’®.
44. (a) Si.
(b) 8
45. 3mR’.
7. (b) 32r.
48. (a) No.
(b) Si, zy + C.
(¢) No.
(d) Si, e Y(z+y)+C.
(e) Si, log|z? +y| + C.
19. (a) 26+ 52 m) — ¢ (0)).

(b) / jia(x) dz + / fzw(w dy.

(c) —1/9. ) .
50. (b) f(w,y) = 52" + 2y + 22y,
51. (a) b=3; 23y +axy® =C.
(b) b= —5; 22 — 5ay — 3y*> + Tz + 10y = C.
52. (a) p=e"; ye™ =C.
(b) p=ay; 2’y* —a®y’ = C.
L T T
(c) Mixy’ ner 5 =C.
__ T 3, —
(d) =t y=C
(e) p(z,y) =1/y* 2 +2z/y = C.
() u(z,y) =1+2y* 2y’(y* - 2)(2y® +2) +y* = C
1
(8) wlz,y) = xTy2:$2+y2*C$y*1:0
(h) p(a,y) =y/z*; 2y° = 3(y* /a?) = C
. x
(1) p(z,y) = 2;ln|m|—§_C’4
53. @z — By = f(az + by)



