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Continuant el costum endegat amb Geometria Diferencial 2, aqui teniu el
resum dels apunts de 'assignatura d’Ampliacié de Models Matematics de
la Fisica, optativa de l'antiga llicenciatura de matematiques de la FME
que vaig impartir ocasionalment fins ’any 2010. No hi ha demostracions,
ni gairebé exemples; només les definicions i els resultats. Us agrairé que
em feu arribar correccions i suggeriments.

Les definicions apareixen subratllades. La resta d’enunciats sén proposi-
cions, teoremes, corollaris, ...

Llevat de mencié contraria, totes les varietats considerades sén varietats
diferenciables de classe C*°, reals, pures, de dimensié finita i separades;
sovint també suposarem que sén paracompactes. Usarem el conveni de
sumacié d’Einstein de manera habitual. Les notacions utilitzades sén molt
semblants a les dels apunts de Geometria Diferencial 2.
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Connexions

Moltes de les operacions considerades en aquest tema es poden efectuar amb
graus de diferenciabilitat finits, perd per simplicitat la teoria s’exposara
amb aplicacions de classe C*°.

Connexions en una varietat

Hi ha un nombre sorprenentment elevat de maneres de definir una connexié.
Ho farem en termes de la derivacié covariant.

Sigui M una varietat diferenciable, X(M) el C*°(M)-moddul dels seus camps
vectorials diferenciables. Una connezié' (o, més propiament, una deri-
vacié covariant) en M és una aplicacid
V:X(M) x X(M) —» X(M), (X,Y)— VxY,

que satisfa les propietats segiients:

i) VxY és R-lincal en Y,

i) VxY és C*°(M)-lineal en X,

iii) donada f € C*(M), Vx(fY) = (Zxf)Y + f(VxY) .

Es diu que VY és la derivada covariant de Y respecte a X.

(VxY)(p) només depén de:
e ¢l valor de X en p;
e el valor de Y en un veinat qualsevol de p.

D’acord amb la primera d’elles, esta ben definit V,Y per a u € TM un
vector tangent qualsevol.

Sigui V una connexié en M, i sigui U C M un conjunt obert. Existeix
una connexié VY en U definida per la propietat segiient: si X,Y € X(M),
VUXlU Yy = (VxY)ly-

La definicié es pot fer aixi. Donats camps vectorials X', Y’ en U i un punt p € U,
siguin X,Y camps vectorials en M que coincideixen amb X', Y’ en un veinat
de p. Llavors es defineix (VY x,Y")(p) = (VxY)(p).

Sovint ometrem el superindex i escriurem simplement Vx:Y".

1O connexié afi, per a distingir-ho d’altres conceptes de connexié.
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Sigui (U, ) una carta de M. Els camps vectorials coordenats 9/dx" defi-
neixen una base de X(U), i per tant es pot escriure
7] k0
Vo =—=T}—.
o Oxd Y Qak
Les funcions Ffj € C>®(U) s’anomenen simbols de Christoffel de la con-
nexi6é V relatius a la base 9/9z% (o a la carta (U, p)).

Més generalment, sigui U un conjunt obert tal que el modul X(U) té una
base de camps vectorials (E;), no necessariament camps coordenats. Lla-
vors també es pot escriure

Vg, E; =T} Ey,

per a certes funcions Ffj que també anomenarem simbols de Christoffel.

Sigui M una varietat parallelitzable, de manera que el modul X(M) té una
base de camps vectorials (E;). Fixada aquesta base, hi ha una bijeccié entre
el conjunt de les connexions V en M i el conjunt de les families de funcions
diferenciables (I‘fj): una connexi6 té associats els simbols de Christoffel, i,
reciprocament, donades unes funcions (Ffj) la férmula

VxY = (Zxg" + 15 f'g7) By,
pera X = f'E; i Y = ¢’ E; camps vectorials diferenciables en M, defineix
una connexio.

Dit altrament, els simbols de Christoffel determinen la connexid, en el sentit que

permeten calcular la derivada covariant en I’obert on estan definits.

La connexio estandard de R"™
La connexio estandard de R™ és aquella on els simbols de Christoffel en

el sistema de coordenades canonic valen zero, V 5 % =0.
ozt OF
Sigui M una varietat i V una connexi6 en M. Siguin (z%), (%) dos sistemes
de coordenades sobre un conjunt obert de M, i siguin Ffj,
simbols de Christoffel. Llavors
_, 0z® 0zf ok 9%x0 Oa*

i = LB Pyt 9ad 930 | Ol Owd 9T

) 5 els respectius

Una connexié no equival a un camp tensorial, els simbols de Christoffel no sén
els components d’un camp tensorial, i no té sentit dir que una connexié és nulla.

Les connexions formen un espai afi, no pas un espai vectorial.
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Siguin V® connexions en una varietat, A, una familia de funcions diferen-
ciables tals que els seus suports formen un conjunt localment finit. Llavors
V =3, A VY, entesa com VxY = Y A, V*xY, és una connexié sii

S Ag = L.

Tota varietat diferenciable paracompacta? té una connexié.
Reciprocament, es pot provar que 'existéncia d’una connexié implica que la va-

rietat és paracompacta.

Derivacié covariant de camps tensorials
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.

Sigui X un camp vectorial diferenciable en M. Existeix una tnica aplicacié
Vx:Te(M) — Te(M) de l'algebra dels camps tensorials diferenciables
en ella mateixa tal que sobre funcions coincideix amb Zx, sobre camps
vectorials coincideix amb Vx, i satisfa les propietats segiients:

i) Es R-lineal.

ii) Aplica T§(M) en TH(M).
iii) Vx(S®T)=(VxS) T+ S® (VxT).

iv) Commuta amb les contraccions interiors
Aquestes propietats signifiquen que Vx és una derivaci6 de la R-algebra T ¢ (M),

de grau (0,0), que commuta amb les contraccions interiors.

Es diu que Vx:Teo(M) — Te(M) és la derivacié covariant definida per
la connexib.

El valor de (VxT)(p) només depén de X (p) i del valor de T en un veinat
de p. Per tant, la derivacié covariant també es pot aplicar a camps tensorials
definits en un conjunt obert U C M.

Les propietats anteriors permeten calcular Vx sobre qualsevol camp ten-
sorial diferenciable a partir del seu coneixement sobre funcions i camps
vectorials, i per exemple si o € T (M) = QY(M)

<VX04,Y> = Vx<047Y> - (a,VXY>.

2 Aixd equival a afirmar que per a qualsevol recobriment obert de M hi ha una particié
de la unitat subordinada, a que M és metritzable, i també a que tot component connex
de M té base numerable d’oberts.
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Més particularment,
V o da? = ~TJ, da".
ox*
En coordenades, suposem que s’escriu
y=vt O rorirat e ekt e e 00
Llavors VyT = S” o dx” ®...0dx"* ®9/0x*" ®. ..®0/0x', essent ST =
Yk (0nT1: 1r+2n IT” £ “1“”725 T Ty ).

J1---Js 31.4.2.4.‘“ kin

Donat un camp tensorial T' € T3 (M), 'aplicacié VT definida per
(VT)(X1,...,Xs, Y, W', . ,w") = (VyT) (X1, ..., Xs,w', ... 0").

defineix un camp tensorial VI' € T, (M), anomenat diferencial covariant
de T.

Es habitual expressar VT en components com

VT =T}, de” ® ... @ da’ 0 0

- . ® -
dzh amlr’

i i ’LT 1.l iy s i
essent 77" k_aijl HED DY N Tt Jka]n

n=1"Jj1.--Js n=1 Jlméu
Si f és una funcié, Vf = df.

Derivacié covariant al llarg de camins
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.

Recordem que un camp wvectorial al llarg d’una aplicacié F: N — M
és una aplicacié Z: N — TM tal que, per a tot ¢ € N, Z(q) € Ty M. Es
adir, py0Z =F.

Els camps vectorials al llarg de F' diferenciables constitueixen un C*°(N)-
modul que podem denotar per X(F).

Si X € X(M), lavors Z = X o F és un camp vectorial al llarg de F'; pero
en general no tot camp vectorial al llarg de F' es pot definir aixi.

Ens interessara particularment el cas d'un cami diferenciable v: I — M i el
C°(I)-modul dels camps vectorials diferenciables al llarg de 7, X(). Un
dels seus elements destacats és la velocitat del cami, v" € X(y).

Donats camps vectorials X,Y € X(M), el valor de (VxY)(p) en un punt p
depén de X (p) i del valor de Y en un veinat de p. Pero en realitat bas-
ta coneixer el valor de Y al llarg d’un cami v tal que v/(0) = X(p).
Efectivament, si X = fi9/0z' i Y = ¢70/0x7, hem calculat VxV =
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(.ﬁfx gk + Ff’j fig? ) 0/0x* i aixo en el punt p requereix simplement coneixer
(Zxg")(p) = D(g* o 7)(0). Podem escriure doncs

VymY = (D(g" o) (t) + 5 (v(£) DY (t) (97 o )(1))

essent v ’expressio6 local de ~.

W "y(t)’

Sigui v: I — M un cami diferenciable. Aleshores existeix una tnica aplica-
cié Vi: X(v) — X(v) que compleix les propietats segiients:
i) Es R-lineal.
ii) Si f e C>®(I), we X(y), llavors
Vi(fw)=Dfw+ fViw.
iii) SiY € x(M),
Vi(Y oq)(t) = V)Y

Diem que Vyw € X(v) és la derivada covariant de w al llarg de ~.

Altres possibles notacions: Viw = VZW = wa(t)w = Vdiw = EW.
t

Considerem una carta (U, ¢) en M, tal que y(I) C U. Llavors una base de
X(v) esta formada pels camps vectorials al llarg de - definits pels camps
vectorials coordenats: 9/9z" o .

Sigui w € X(v). Es pot expressar w = w’ =07, on w': I — R. Escrivim

dai

també +' = ¢’ o (essent (q'(t)) I'expressi6 local de «(t)). Llavors

0
oxt
Viw = <w’“+(F§jw)q"w]’>a o7

De manera analoga al concepte de camp vectorial al llarg d’una aplicacid,
es defineix camp tensorial de tipus (r,s) al llarg d’una aplicacié
F:N — M com una aplicacié Z: N — Tens(TM) tal que, per a tot ¢ € N,
Z(q) € Tensy (T gy M)

Els camps tensorials al llarg de F' de tipus (r, s) diferenciables constitueixen
un C*°(N)-modul que denotarem per T4 (F).

En una base coordenada apropiada Z € T4 (F) s’expressa

2y =
= Zy e Fe. e (@ ) (ghr e F) oo (5o F).

essent Zﬁ;’" V' — R funcions diferenciables en un conjunt obert V" C N.
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Ens interessara particularment el cas d’'un cami diferenciable v: I — M i
els C*°(I)-moduls dels camps tensorials diferenciables al llarg de «, 7% (7).

La derivacié covariant de camps tensorials diferenciables al llarg d’un cami
~v: 1 — M es defineix tal com amb camps tensorials en M, i déna lloc a una
derivacié Vi To(y) — Te(vy) de la R-algebra T3(v), de grau (0,0), que
commuta amb les contraccions interiors, i que estén la derivacié ordinaria
de f € C>*(I) i la derivacié covariant de w € X(7).

Si Z € Ta(v), llavors Vi Z € T3(v) s’anomena derivada covariant de Z
al llarg de 7.

Les propietats donades permeten calcular la derivada covariant de qualsevol
camp tensorial al llarg de ~.

Per exemple, si a € Q!(7) és una 1-forma diferencial al llarg de v, i w €
X(7), lavors

D{a,w) = (Via,w) + (o, Viw).

En coordenades, si a = A; dz‘o7,

Vta = <A] — (Ff:] o ’Y) qZAk> dl’jo’}/ .

Transport parallel i geodesiques
En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.

Sigui v:I — M un cami diferenciable. Un camp vectorial al llarg de v
diferenciable, w € X(v), es diu parallel si la seva derivada covariant al
llarg de ~ és nulla,

VtW =0.

Siguin M, V, v: I — M com abans. Donats t, € I iw, € T, )M, existeix
un Unic w € X(y) parallel tal que w(t,) = wo.

Es diu que w és el transport parallel del vector w, al llarg de ~y (respecte
a la connexi6 V).

Amb les mateixes notacions, I'aplicacié T, )M — X(7) definida per wo —
w és lineal.
Si (e;) és una base de T ;)M i w; son els corresponents transports paral-
lels, llavors:



(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

1.5

X. Gracia — Ampliacié de Mod. Mat. de la Fisica. Definicions i resultats — 16 jul 2024 11

e Peratot t € I, (w;(t)) és una base de T ;M.
o (w;) és una base del C*(I)-modul X(7v).

Sigui Py, ¢: TyoyM — T M Poperador de transport parallel al llarg de +.
Donat qualsevol w € X(7),
P row(t) — wi(to
o) 1 P ) —wito)

t—to t—1to

I

de manera que el transport parallel determina la derivada covariant al llarg de .

Un cami diferenciable v: I — M es diu geodésica de la connexi6é V si v/
és parallel al llarg de ~:

V' =0.
Si en coordenades «y s’expressa (qi(t)), llavors v és una geodésica sii se
satisfa ’equacié diferencial de segon ordre

q" + (o7 d ¢ =0.

Donat un punt v, € T\, M, hi ha una tnica geodesica maximal amb condicié
inicial vy,.

Més endavant es veura que les geodesiques de V es corresponen amb les corbes

integrals d’un cert camp vectorial S en TM, I’esprai geodésic de V.

Sigui v: I — M una geodesica, i ¢: J — I un difeomorfisme entre intervals oberts

de R. El cami reparametritzat v o ¢ és una geodesica sii ¢ és una afinitat.

Un camp vectorial Y € X(M) es diu parallel si és parallel al llarg de
qualsevol cami diferenciable.

Es el mateix dir que V,Y = 0 per a tot vector v, que VxY = 0 per a tot
camp vectorial X, o que VY = 0.

Es defineix igualment el concepte de camp tensorial parallel al llarg
d’un cami: V,Z = 0.
Analogament es defineix el concepte de camp tensorial T' € T (M) paral-
lel: V,T =0 per atot ve TM, VxT = 0 per a tot camp vectorial X, o
simplement VT = 0.

Torsio i curvatura d’'una connexié

En aquest apartat M és una varietat diferenciable i V una connexié en M.
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L’aplicacié T: X(M) x X(M) — X(M) definida per

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]
és C°°(M)-bilineal (i antisimétrica), per tant equival a un camp tensorial
T € T3(M), anomenat tensor de torsié de la connexi6.

Una connexié es diu séimétrica (o sense torsi) quan la seva torsi6 és nulla.

Considerem una referéncia local (E;) de camps vectorials diferenciables,

i sigui (E') la referéncia dual. Si Ffj sén els corresponents simbols de

Christoffel, i [E;, E;] = cijk, llavors
T=T,E' ®@FE ®E,, ambT}=T}-TF—cl.

Per tant V és simetrica sii en una referéncia coordenada els I‘fj son simetrics

en (,7).

Dues connexions en M son iguals sii tenen les mateixes geodeésiques i la mateixa

torsio.

Donada una connexié en M n’hi ha una altra, dnica, que té les mateixes ge-

odesiques i torsié nulla.

L’aplicacié R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida per

R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ— V[X,y]Z
és C°°(M)-trilineal (i antisimétrica en (X,Y)), per tant equival a un camp
tensorial R € T4(M), anomenat tensor de curvatura de la connexié.

Considerem una referéncia local (E;) de camps vectorials. Si Ffj sén els
corresponents simbols de Christoffel, i [E;, E;] = cijk, llavors

R=R,E'QE' QE*QF,,

¢  _ 1/ V4 m e ml me
amb R =T — o 5 + UL, — T, — il

Sila torsié de V és nulla, llavors R(X,Y)Z+R(Z, X)Y +R(Y, Z)X = 0 (identitat

de Bianchi algebraica).
Una connexié es diu plana si el seu tensor de curvatura és nul.

Sigui una varietat dotada d’una connexi6. Les condicions seglients sén equiva-
lents:
e La connexié és plana.
e Al voltant de qualsevol punt hi ha una base de camps vectorials coordenats
parallels.
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e El transport paralllel entre dos punts al llarg d’un cami que els uneixi dins
un conjunt obert difeomorf a una bola no depén del cami triat.
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Varietats pseudoriemannianes

D’ara endavant, llevat d’indicaci6 contraria, suposarem que totes les aplica-
cions sén de classe C*°. Tanmateix, moltes de les operacions considerades
es poden efectuar amb graus de diferenciabilitat finits.

Varietats pseudoriemannianes

Sigui M una varietat diferenciable. Una métrica pseudoriemanniana
(o semiriemanniana) en M és un camp tensorial g € To(M) 2-covariant,
simetric i no-degenerat.

Aquestes dues darreres propietats signifiquen que, en cada p € M, g, €
T, M @ T, M defineix una meétrica en l'espai tangent TpM, és a dir, una
forma bilineal simetrica no-degenerada. g,: T,M x T,M — R.

Es diu métrica riemanniana si g és definit positiu. Es a dir, si en cada
punt g, és un producte escalar en T, M.

Una métrica lorentziana és una meétrica de signatura (1,m —1) (o (m —
1,1)).

Una varietat pseudoriemanniana [riemanniana, lorentzianal és una
varietat dotada d’una meétrica pseudoriemanniana [riemanniana, lorentzia-
naj.

Algunes notacions:

o (uplvy) = gp(up,vp), essent u,, v, € T,M.

o [[vpll = v/ (vplvp) si (vp|vp) = 0.

o (X|Y)=g(X,Y):M — R, essent X,Y € X(M).
Dos vectors u, v € T, M sén ortogonals si (u|v) = 0.
Dos camps vectorials X, Y son ortogonals si ho sén en tot punt, és a dir, si
(X]Y) =0.
En el cas riemannia també podem parlar de 'angle entre dos vectors no
nuls u, v € T,M: és un nombre 6 tal que cosf = (ulv)/||ull||v|.

Expressi6 local en una carta (U, ¢). Si g;; = (0/02%0/0x7), llavors g|,; =
9ij dz’ ® do’. La matriu (gij) és en tot p € U simetrica no-degenerada (i
definida positiva en el cas riemannia).
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Més generalment, sigui (E;) una base de camps vectorials en un obert U. Llavors
g|U = Gij El (034 Ej, essent gi; = (E1|EJ), i (Ez) la base dual de (Ez)

La métrica estandard de R™

La métrica riemanniana estindard de R" és g = 0;; dz* ® da? en el
sistema de coordenades canonic.

L’espai de Minkowski

L’espai de Minkowski és la varietat lorentziana donada per l'espai R™ i
la métrica de Minkowski: g = n;; dz' ® da’, on n = diag(1, —1,...,—1)
(o amb el signe oposat).

Si j: N < M és una subvarietat immersa d’una varietat riemanniana amb
metrica g, llavors j*(g) és una meétrica riemanniana en N.

Aquest resultat pot ser fals si g és pseudoriemanniana.

Una isometria [isometria local] entre dues varietats pseudoriemannianes
(My,g1) i (Ma,g2) és un difeomorfisme [difeomorfisme local] F: My — M,
tal que F*(g2) = g1.

Una isometria d’una varietat pseudoriemanniana (M, g) és un difeomorfis-
me de M en ella mateixa que deixa la metrica invariant.

Una isometria infinitesimal o camp de Killing és un camp vectorial
X en M tal que els difeomorfismes F* definits pel seu flux sén isometries.

X és una isometria infinitesimal de (M, g) sii Lxg = 0.
Tota varietat diferenciable paracompacta admet una metrica riemanniana.

Es pot provar que una varietat paracompacta M admet una meétrica lorentziana
sii hi existeix un camp vectorial diferenciable sense punts critics. Suposant M
connexa, aixo es compleix sii M és no compacta o bé té caracteristica d’Euler—

Poincaré nulla.

Algunes construccions en varietats pseudoriemannianes
En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.

La metrica en cada punt p € M defineix un isomorfisme d’espais vectorials

Gp: TpM — T;M’ (p(up), vp) = glup, vp).
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Globalment aix0 defineix un difeomorfisme
g TM — T*M ,
que de fet és un isomorfisme de fibrats vectorials.

Aquest isomorfisme es trasllada als moduls de seccions: 1'aplicacio
X(M) = QY M), X—gjoX=X

és un isomorfisme, amb invers § — §=1 o § = 1.

En coordenades lisomorfisme §:TM — T*M s'expressa (z%,v%) —
(2%, v'g;j(x)), i el seu invers (2%, ;) — (2, ;9% (x)), essent (¢/) la ma-
triu inversa de (g;): 9" gjr = 9.

Es freqiient escriure per exemple v; = v'g;j, etc. Aquest fet d’abaixar

b

i apujar els fndexs justifica la notacié v”, af, i que aquests isomorfismes

s’anomenin isomorfismes musicals.

Més generalment, els isomorfismes musicals definits per una metrica per-
meten abaixar o apujar indexs qualssevol en un camp tensorial. Els camps
tensorials obtinguts d’aquesta manera a vegades son dits geometricament
equivalents.

Donada una funcié f: M — R, el gradient de f és el camp vectorial

grad f = gL o df.
Per tant, (grad f|X) = (df, X).
5 Of 0
Ox* OxJ

En coordenades, grad f

En una varietat pseudoriemanniana (M, g) existeix una mesura canonica vy, ano-
menada volum riemannid.

En el domini d’una carta (U, ), la integral d’una funci6é f: U — R ve donada en
termes de la seva expressié local per

/fdvg: f&',. . a™) /| det(giy)] da - da™,
U e (U)

on (gij) és la matriu de g en la carta donada.

En el cas de ser M orientada aquesta mesura ve induida per una forma de volum
canonica )y, també anomenada forma de volum riemannid. En una carta
corresponent a ’orientacié de M s’expressa

Qg = /| det(gi;)|dz' A ... Adz™.
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La connexié de Levi-Civita
En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.

Una connexié V en M es diu riemanniana si la metrica és un camp
tensorial parallel, és a dir, Vg = 0.

Aix0 també es pot expressar dient que V x g = 0 per a tot camp vectorial X,
i també de la manera segiient: per a qualssevol X,Y, Z € X(M),

Lx(9(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Que una connexié V sigui riemanniana també equival al segiient: donats
un cami v: I — M i v,w € X(v) qualssevol, es compleix

D(v|w) = (Vyv|w) + (V|Vw).
En aquestes condicions, si v, w sén parallels llavors (v|w) és constant, i
doncs el transport parallel és una isometria.

En particular, si v és una geodeésica llavors (y/|7’) és constant.

Teorema fonamental de la geometria riemanniana

En una varietat pseudoriemanniana existeix una tinica connexié riemanni-
ana sense torsio.

Aquesta connexi6 esta definida per la férmula de Koszul:
2AVxY|Z) = Zx(Y|Z) + L (X|Z) — Z2(X[|Y) +
+([(X.Y]2) + ([2X]|]Y) + ([Z2Y]|X).

La connexié definida s’anomena connexié de Levi-Civita de (M,g). Si
no es diu el contrari, sempre que tinguem una varietat pseudoriemanniana
la considerarem dotada de la connexi6 de Levi-Civita.

Donada una carta de M, en la corresponent base de camps vectorials co-
ordenats, els simbols de Christoffel de la connexi6 de Levi-Civita sén
Tk = %g“ (393'@ n Ogic agij) .

oxt ozJ oxt

1
També s’escriuen Ffj = g"[ij, 4], on els [ij,f] = 3 (
menen simbols de Christoffel de primera espécie.

ox? oz ozt

S‘ano-

dgje | Ogie 391‘1‘),
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Subvarietats d’una varietat riemanniana

Sigui j: M — M una subvarietat immersa d’una varietat riemanniana amb
metrica § i connexié de Levi-Civita V. Llavors ¢ = j*(§) és una meétrica
riemanniana en M.

La inclusié permet identificar T,A/ com a subespai de Tj(p)ﬂ per a tot
p € M. Tenim una descomposicié

Tj(p)M =T,M® (TpM)L
en suma directa de subespais ortogonals. Amb ella doncs tot vector w €
Tj(p)]Tj es descompon en suma w = w' + w* de part tangent més part
normal.

Considerem dos camps vectorials X, Y en M. En un veinat de cada punt
p € M els podem estendre a camps vectorials definits en un obert de M
i usar la connexié de M per a calcular v xY; podem usar aquesta notacié
ja que el valor d’aquesta expressié en cada punt de M no depen de les
extensions usades. Tenim doncs un camp vectorial VxY: M — M al llarg
de la inclusi6. Podem descompondre’l com a suma d’un camp vectorial
tangent a M i un camp vectorial normal a M:

VxY = (VxY)T + (VxY)*

La connexio de Levi-Civita d’una subvarietat
L’expressi
VxY = (VxY)T"
defineix una connexié en M, que coincideix amb la connexié de Levi-Civita
de g.

L’expressié
I(X,Y) = (VxY)*
és C°°(M)-bilineal i simétrica.
Per a cada punt p € M Vaplicacié II defineix doncs una aplicaci6 bilineal simetrica
T,M x T,M — (T,M)* anomenada segona forma fonamental de M.
Per definicié tenim doncs la férmula de Gauss:
VxY = VxY 4+ II(X,Y).
Si N és un camp vectorial normal a M es compleix I'equacié de Weingarten

(VxN|Y) = —(N|II(X,Y)).
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Suposem ara que M i M sén varietats orientades i que M és una hipersuperficie
en M. En aquest cas hi ha un tnic camp vectorial normal unitari N en M tal
que, si (X1,...,X.) és una base positiva de M, (X1,...,Xm,N) és una base
positiva de M.
En aquestes condicions es pot reemplacar la segona forma fonamental vectorial
II per una segona forma fonamental escalar

h(X,Y)=I(X,Y)|N),
és a dir, tal que II(X,Y) = h(X,Y)N.
Hem definit doncs un camp tensorial 2-covariant simétric h en M. En cada punt,
associat a la forma quadratica h a través de la metrica g, hi ha un endomor-
fisme simetric S de cada espai tangent T, M, a vegades anomenat aplicacio de
Weingarten. Per definici6, (S(X)|Y) = h(X,Y). Els valors propis de S es diuen
curvatures principals. El producte de totes elles s’anomena curvatura gaussiana:
K = det(S).

La teoria de les superficies de R?® es pot continuar desenvolupant seguint les linies

esbossades . . .
Sigui M una varietat riemanniana i C' C M una corba connexa orientada. Es pot
parametritzar C' localment amb un cami c: I — M tal que ||| = 1 (parametre

arc) amb Dorientacié de C. Sigui t = ¢’ € X(c) el vector tangent: per a cada s € T
t(s) és una base positiva de T(5)C. Suposem que els vectors (t, Vst, ..., VTt
sén linealment independents en un s, € I. Aplicant-hi el procediment d’ortonor-
malitzacié de Gram—Schmidt obtenim una base ortonormal (fi(s),...,fn(s)) de
T.(s)M per a s en un veinat de s.. Es la referéncia de Frenet. Les derivades
covariants d’aquests vectors sén combinacions lineals d’ells mateixos amb uns

coeficients dits curvatures: son les férmules de Frenet—Serret. Etc.

Teorema d’embedding de Nash

Tota varietat riemanniana amb base numerable d’oberts és isométrica a una sub-

varietat d’un R".

Curvatura en una varietat pseudoriemanniana
En aquest apartat (M, g) és una varietat pseudoriemanniana.

FEl tensor de Riemann

Sigui R el tensor de curvatura de la connexié de Levi-Civita de g. El tensor
de curvatura de Riemann és el camp tensorial Rie € T4(M) obtingut
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abaixant 'index contravariant de R al darrer lloc:

Rie(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z|W).
En una base de camps vectorials, Rie = Rz—juEi ®...® E* on Rijre =
R;‘ljkgnl'

Hi ha diversos convenis possibles en aquesta definicié; per les simetries de Rie, el

resultat final pot diferir en un signe.

Una varietat riemanniana és plana si és localment isometrica a l’espai
euclidia.

Una varietat riemanniana és plana sii la seva connexié de Levi-Civita és
plana (és a dir, el seu tensor de curvatura és nul).

FEl tensor de Ricci

El tensor de curvatura de Ricci és el camp tensorial Ric € To(M)
obtingut fent la contracci6 interior del primer index covariant de R amb el
seu index contravariant:

Ric = ¢;(R).
En una base de camps vectorials, Ric = R;jxE/ @ E*, on Rj; = R},

Aqui també hi ha diversos convenis possibles en la definicié, que poden produir

canvis de signe.

La curvatura escalar

La curvatura escalar és la funci6 S € C*°(M) obtinguda fent la traca
del tensor de Ricci:

S = try(Ric) = tr(Ric?).

En coordenades, S = Rf = g* Rjy,.

En el cas d’una superficie els tensors esmentats tenen un sol component inde-

pendent que és, essencialment, la curvatura gaussiana de la superficie. De fet, el
Rie(X,Y,Y, X)

theorema egregium és conseqiiencia de la formula K = per
[ XY = (X]Y)?

a (X,Y) una base arbitraria de l'espai tangent.
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Distancia en una varietat riemanniana

Sigui M una varietat pseudoriemanniana, v: I — M un cami de classe C!
a trossos i tal que (7/|7') > 0. La longitud (o llargada) de ~ és

(= [ I

La longitud és invariant per reparametritzacions: si ¢:J — I és un difeo-
morfisme entre intervals oberts de R, £(y o ¢) = £(7).

Sigui M una varietat riemanniana connexa. Donats p,q € M, sigui
d(p,q) = inf{£(7y) | v cami C! a trossos de p a ¢}

Aleshores d és una distancia que defineix la topologia de M.
Aquesta distancia s’anomena la distancia riemanniana de M.

Sigui M una varietat diferenciable (separada) connexa, perd no ne-
cessariament paracompacta. Les condicions segiients sén equivalents:

e )M admet una metrica riemanniana.

e M és metritzable.

e M té base numerable d’oberts.

e M és paracompacta.

Una varietat riemanniana connexa es diu geodésicament completa si les seves

geodeésiques estan definides en tot R.

Teorema de Hopf-Rinow
Sigui M una varietat riemanniana connexa, d la seva distancia riemanniana. Les
condicions segiients son equivalents:
e Els conjunts tancats i fitats (per d) sén compactes.
e L’espai metric M és complet.
e )M és geodesicament completa.
En aquestes condicions, donats p,q € M existeix una geodésica que els uneix, de

longitud d(p, q).
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Fibrats vectorials

Suposarem que totes les varietats i aplicacions sén de classe C*°. Tanma-
teix, moltes de les operacions considerades es poden efectuar amb graus de
diferenciabilitat finits. D’altra banda, les construccions dels tres primers
apartats es poden adaptar a la categoria dels espais topologics.

Fibracions

Una fibracié o espai fibrat (de fibra tipica F) és una terna E > B, on
e F, B sén varietats
e m: F — B és una aplicacié suprajectiva
e se satisfa la condicié de trivialitat local:
per a tot b € B, existeixen un conjunt obert U 2 b i un difeomorfisme
o N U) = U x F (trivialitzacié local)
tals que, per a tot e € 7~ 1(U), pry(¢(e)) = n(e).
La darrera condicié es pot expressar dient que el diagrama segiient és com-
mutatiu:

™ *>U><F

“N e

A vegades el concepte que hem definit s’anomena fibracié localment trivial, i
s’utilitza el terme fibracié o varietat fibrada per a un concepte més general, el de

submersié suprajectiva.

La varietat E es diu espai (o espai total) de la fibracié, B és la base de la
fibracié, i 7 és la projeccio.
Si b € B, el conjunt E, = 7~1(b) s’anomena fibra de b.

La projeccié 7 és una submersi6é suprajectiva.
Les fibres E, C FE sén subvarietats regulars tancades, i sén difeomorfes a
la fibra tipica.

Sigui p: 771 (U) — U x F una trivialitzacié local de la fibraci6 E = B.
Suposem que U és el domini d’una carta (U,v) de B, i sigui (W, x) una
carta de la varietat F. Llavors la composici6 (¢ X X) © ¢[,-1(pxpy € una
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carta de F, amb la qual lexpressié local de 7 és w(z,y) = x. S’anomena
carta fibrada de la fibracié.

’
s

Siguin E 5 Bi E' 5 B’ dues fibracions. Un morfisme de fibracions és
un parell d’aplicacions (fs, f) que fa commutatiu aquest diagrama:

1. p

— > 1

fO

f aplica fibres en fibres, i doncs determina f,. També diem que f és un
morfisme al damunt de f,.

Un cas particular especialment important és el de B = B’ i f, = Id; llavors
parlem simplement de morfisme de E en E’.

La composicié de morfismes és un morfisme.

Considerem trivialitzacions locals p: 71 (U) = U x F, " : 7~ (U’) = U’ x
F’, de les dues fibracions, de manera que fo(U) C U’. Llavors Iexpressié
del morfisme en les trivialitzacions és

f: 90/ ° f ° 3071: (’I,t) = (fo(l'),A(.T,t)).

Convertint les trivialitzacions en cartes fibrades, ’expressié6 local de f té la
mateixa forma.

Un isomorfisme de fibracions és un morfisme on f és un difeomorfisme.

Equivalentment, és un morfisme on ’aplicacié base f, és un difeomorfisme
i les aplicacions en fibra f;: By — E’fo(b) sén totes elles difeomorfismes.

Una fibracié trivial és de la forma B x F 2 B

Una fibracio trivialitzable és la que és isomorfa a una fibracié trivial.
Qualsevol d’aquests isomorfismes s’anomena trivialitzacié global:

E—* S BxF

WA
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Una seccié global d’una fibracié E 5 B és una aplicacié s: B — E tal
que mo s = Idpg.

Si és diferenciable, llavors és una immersié difeomorfa tancada.

De manera analoga es defineix el concepte de seccid local, definida en un
subconjunt obert U C B; també es poden considerar seccions definides en
subconjunts qualssevol S C B.

L’expressi6é d’una seccié en una trivialitzacié local és x +— (x, f(x)).

Sigui £ 5 B una fibracié. Sigui f:C — B una aplicacié. La fibracié imatge
reciproca de E = B per f és una fibracié que té com a espai base C, com a
espai total el producte fibrat

f'(BE)=CxyE={(ce) e Cx E| f(c) =m(e)},
i com a projeccié f*(m) = pr;. Les seves fibres son les de E: (f*E). = Ey ().
Hi ha una bijecci6 entre les seccions de f*(E) i les seccions de E al llarg de f.
Més particularment, si C' — B és una subvarietat regular de B, llavors la imatge

reciproca de E 5 B per la inclusié déna un fibrat E|c — C anomenat restriccicé
de F acC.

Sigui m: E — B una fibracié. Sigui (U,)aca un recobriment obert de B
trivialitzant: @q: 7 1(Uy) =, Uy X F. SiUy, NUg # O, Taplicacié g, =
wgopat:i(UaNUg) x F — (U, NUg) x F sanomena difeomorfisme de
transicio. Aquests compleixen

b waa = Ida

® g =15 01ga (suposant U, NUz N U, # O)
Aquestes sén les «condicions d’encolatgey, i de fet permeten reconstruir la fibra-
cib.
Siguin B, F varietats, £ un conjunt, 7: E — B una aplicacié suprajecti-
va. Suposem que hi ha un recobriment obert (U,)aca de B i bijeccions
Va: T H(Uy) — Uy X F tals que:

e per a tot e € 71 (Uy,), (e) = pry(pale))

e les aplicacions

VYoo = paops i (UaNUg) x F — (UyNUg) x F
son difeomorfismes

Llavors E té una unica estructura de varietat amb la qual 7m: E — B és una
fibracio i les @, son trivialitzacions locals.
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Fibrats vectorials

Un fibrat vectorial (real) és un espai fibrat £ = B tal que les fibres
E, (b € B) i la fibra tipica sén espais vectorials reals de dimensié finita,
i es pot recobrir E amb trivialitzacions locals ¢: 7~ 1(U) — U x F tals
que les restriccions a les fibres @p: B, — {b} X F sén isomorfismes d’espais
vectorials.

Sempre que parlem de trivialitzacié local en un fibrat vectorial sobreentendrem
que es tracta de trivialitzaciones d’aquest tipus, i no de trivialitzacions qualssevol
com a espai fibrat.

Per abus de llenguatge, sovint parlarem del «fibrat vectorial E», si no hi ha

ambigiiitat sobre ’espai base i la projecci6.

Prescindint de la definicié d’espai fibrat, podem definir un fibrat vectorial
(de fibra tipica un espai vectorial real de dimensié finita F') com una terna
E 5 Bon E, B sén varietats i 7 és una aplicaci6é suprajectiva tals que:

e Cada fibra E, = 7 1(b) (b € B) té una estructura d’espai vectorial
real.

e Per a tot b € B existeix un veinat obert U de b i un difeomorfisme
(trivialitzacié local) @: 7= H(U) — U x F tal que 7 = pr; o, i tal que
la seva restriccié a cada fibra, ¢p: By — {b} x F, és un isomorfisme
lineal.

El rang d’un fibrat vectorial és la dimensi6 de les seves fibres.

Una referéncia local (sobre un conjunt obert U C B) d’un fibrat vectorial
m: E — B és una familia de seccions s;:U — E (1 < j < k) sobre U tals
que, en cada b € U, la familia de vectors s;(b) és una base de Ey,.

Donada una trivialitzacié local p: 7~ (U) — U x F, si (v;) és una base
de F llavors les aplicacions s;(b) = ¢! (b,v;) constitueixen una referéncia
local de E sobre U.
Reciprocament, sigui (s;) una referéncia local de E sobre U. Llavors 'a-
plicacio

UxRF - 77YU), (b,&7) — & 5(b)

és la inversa d’una trivialitzacié local.

Donar una base de la fibra tipica F' és equivalent a donar un isomorfisme

x: F =5 R*. Per tant, donada una trivialitzacié local o Y U) - UXF,
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sobre un obert coordenat amb carta (U,) de B, s’obté una carta fibrada
(Y x x)op:m ' (U) = U x R¥ de E.

Considerem dues trivialitzacions locals ¢, ¢ de m: E' — B sobre el mateix
obert U C B. Llavors el difeomorfisme de transicié ¥ = @ o @~ ! és de la
forma 1 (x,t) = (x,0(x)-t), on 'aplicacié 0: U — GL(F') és diferenciable.

N U)—2>UxF

S

UxF

Denotem per Sec(F) (o I'(E)) el conjunt de les seccions de E (en cas
d’ambigiiitat escriurem Sec(E = B)). Es un C*(B)-moddul amb les ope-
racions

o (51+82)(x) = 51(x) + 52(2),

o (f5)(x) = f(z)s(x).

La seccio nulla és la secci6 B — E tal que x — 0,.

La seva imatge és una subvarietat Og C E difeomorfa a B.

Un morfisme de fibrats vectorials entre E = B i E' ™ B és un
morfisme de fibracions lineal en cada fibra. Es a dir, una aplicacié f: E —
E’ que envia cada fibra E}, a una fibra E}O(b), essent les restriccions f;: Ep —
E}O(b) aplicacions lineals.

L’expressié d’un morfisme en termes de trivialitzacions locals és de la forma
(x,t) = (fo(z), A(x)-t), essent A:U — Hom(F, F"').

Un isomorfisme és un morfisme on ’aplicacié base f, és un difeomorfisme
i les aplicacions en fibra f; son isomorfismes lineals.

Un fibrat vectorial trivial és de la forma B x F LN B, amb F' espai
vectorial real de dimensio finita.

Les funcions definides en B s’identifiquen amb les seccions globals del fibrat
escalar B x R 2% B.
Més generalment, les funcions amb valors vectorials s’identifiquen amb les

seccions d’un fibrat vectorial trivial.

Un fibrat vectorial trivialitzable és isomorf a un fibrat vectorial trivial.



(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

3.3

(3.3.1)

X. Gracia — Ampliacié de Mod. Mat. de la Fisica. Definicions i resultats — 16 jul 2024 28

Un fibrat vectorial és trivialitzable sii té una referéncia global sii el seu
modul de seccions és lliure.

Hi ha una bijeccié entre fibrats vectorials sobre B i C*°(B)-moduls projectius

finitogenerats.

Sigui B una varietat. Per a cada b € B, sigui E} un espai vectorial real de
dimensi6 k. Sigui E = [[,c Eb, i m: E — B la projecci6 e;, — b.
Suposem que hi ha un recobriment obert (Uy)oca de B tal que
e per a cada « € A hi ha una bijeccié ®,: 771 (U,) — U, x RF tal que
les restriccions @, |g,: Ep — R* s6n isomorfismes lineals
e per a cada a, 8 € A l'aplicacid
g0, (U, NUs) x R = (U, NUg) x RF
és de la forma (b,v) — (b, 734(b)-v), amb 74:Uy N Us — GLi(R)
diferenciable.
Llavors E té una unica estructura de fibrat vectorial amb la qual les &,
son trivialitzacions locals.

Reemplagant arreu els espais vectorials reals per espais vectorials complexos
es defineix la nocié de fibrat vectorial complex. Les seves seccions consti-
tueixen un modul sobre I’anell de les funcions complexes definides en I'espai
base.

El concepte de fibrat vectorial admet algunes generalitzacions obvies. Per exem-
ple, es poden considerar fibrats vectorials de classe C" amb 0 < r < w. Si
treballem amb varietats no pures (que poden tenir dimensions diferents en com-
ponents diferents) també podem considerar fibrats vectorials amb fibres tipiques
que varien en diferents components de B. També es poden considerar fibrats de
dimensié infinita, on la fibra tipica pot ser, per exemple, un espai de Banach. Si
en lloc de varietats reals i funcions diferenciables es consideren varietats comple-
xes, espais vectorials complexos i funcions holomorfes, s’obté la nocié de fibrat

vectorial holomorf.

Operacions amb fibrats vectorials

Les operacions habituals amb espais vectorials, realitzades en cada fibra,
donen lloc a les operacions corresponents amb fibrats vectorials sobre la
mateixa base B. En particular:

e E® F suma directa (o suma de Whitney)
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E ® F producte tensorial

o EOT
NE,NE=@,.enNE; STE
Hom(E, F)

e F* =Hom(E, B x R) dual
Tens, (E) = E®" @ (E*)®*

Per exemple, per a la suma directa les fibres sén (E @ F), = Ep @ Fp; en aquest
cas aixo és el producte cartesia, de manera que £E @& F = E xp F.

Analogament amb el producte tensorial, (E ® F), = Ep @ Fy,.

Les operacions amb morfismes d’espais vectorials també s’estenen als mor-
fismes de fibrats vectorials sobre B.

En particular, es defineix el morfisme transposat 'f: F* — E* dun
morfisme f: E — F.

Sigui m: E — B un fibrat vectorial de fibra tipica E,. Un subconjunt F' C E
es diu subfibrat vectorialsi per a tot b € B existeix una trivialitzacié local
p:m HU) — U x E, que indueix una bijeccié 7= (U)NF — U x Fy, essent
F, C E, un subespai vectorial.

Si F' C E és un subfibrat vectorial, es pot definir el fibrat quocient E/F.
Les seves fibres sén (E/F), = Ep/ Fy.

Sigui f: E — F un morfisme de fibrats vectorials. Les condicions segiients
son equivalents:

e rang f és constant

e El nucli de f, Ker f = Upep Ker fp, és un subfibrat de £

e La imatge de f, Im f = Upep Im f;,, és un subfibrat de F

Aleshores F/Ker f = Im f.

Els morfismes canonics entre diversos espais vectorials s’estenen als corres-

ponents fibrats vectorials. Per exemple, F'® E* = Hom(E, F), N"E* =
Hom(A"E, B x R).

Donat un fibrat vectorial E, n’existeix un altre E’ tal que E®E’ és trivialitzable.
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El fibrat tangent d’una varietat

Si M és una varietat i * € M, denotem per T,M l'espai tangent a M
en z. Si f:M — N és una aplicaci6, denotem per Ty f: T, M — Ty N
l’aplicacié tangent de f en x.

Sigui TM = [[,cps TeM, i Tas: TM — M la projeccid v, — .

TM té una tnica estructura de varietat amb la qual
o 7y: TM — M és un fibrat vectorial
e per a tota carta p: U — U c R™ Daplicaci6
®:TU = 7;,/(U) - U x R™, (p,up) = (p, dpp-up)

és una trivialitzacié local.

La carta natural de TM associada a la carta p: U — U és la carta fibrada

obtinguda a partir de la trivialitzaci6 local: TU 2 UxR™ oI UxR™.

El fibrat vectorial 7p;: TM — M s’anomena fibrat tangent de M.

Les seves seccions s’anomenen camps vectorials (o camps de vectors tan-
gents). Escrivim X(M) = Sec(TM).

Sigui (e;) la base canonica de R™. A partir d’una trivialitzacié definida
per una carta (U, @) s’obté una referéncia local de TM sobre U, donada
pels camps vectorials Ef (z) = (dy)~!-e;. Normalment es denoten per
0/0z', i s’anomenen camps vectorials coordenats associats a la carta.

Sigui f: M — N una aplicaci6. L’aplicacio tangent de f és laplica-
ci6 Tf: TM — TN definida per 'aplicacié tangent en cada fibra. Es un
morfisme de fibrats vectorials al damunt de f.

El fibrat cotangent de M és el dual del fibrat tangent: T*M = (TM)*.
Les seves seccions s’anomenen 1-formes diferencials, o camps de vectors
cotangents. El seu conjunt es representa per Q!(M), o X*(M).

Un camp tensorial de tipus (r,s) és una seccié del fibrat tensorial
Tens, (TM). El modul d’aquestes seccions es representa per 745 (M).

Una k-forma diferencial és una seccié del fibrat A*T*M. El modul
d’aquestes seccions es representa per QF(M).

Una varietat M es diu parallelitzable si el seu fibrat tangent TM és
trivialitzable. Aixo és el mateix que afirmar que TM té una referéncia
global, o que X(M) és un C*°(M)-modul lliure.
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Sén parallelitzables els oberts de R™, les esferes S1, Ss, S7, els grups de Lie ...

Una varietat M (de dimensi6 m) es diu orientable si el fibrat A™T*M
és trivialitzable. Aix0 és el mateix que afirmar que M té una m-forma
diferencial enlloc nulla.

Si M és orientable llavors té un atles tal que els canvis de coordenades
tenen jacobians positius. El reciproc també és cert si M és paracompacta.
Sén orientables els oberts de R™, les esferes, els grups de Lie, les varietats tan-
gents TN, els espais projectius Pa,—1(R) ...

El fibrat tangent d’un espai fibrat

Si m: E — B és un fibrat, llavors Tn: TE — TB és un fibrat.

Si p:r Y (U) — U x F és una trivialitzacié local de E 5 B, llavors
Te: (Tr)~1(TU) — TU x TF és una trivialitzacié local de TE =3 TB.

Si m:E — B és un fibrat vectorial, llavors Tm: TE — TB és un fibrat
vectorial (de rang doble).

La trivialitzacié local Ty esmentada més amunt déna una estructura d’espai
vectorial a les fibres, que sén isomorfes a TF = F x F. Aquesta estructura
és independent de la trivialitzacié Ty triada, ja que si ¢, ¢ sén dues trivia-
litzacions locals de E sobre el mateix obert, llavors la segona component de
T@ o (Te) i TU x (F x F) = TU x (F x F) és lineal en el segon argument.
Sip:ExpFE — E éslasuma de E, la seva aplicacié tangent Typ: TE Xt TE —
TFE éslasuma de TE amb aquesta estructura. Analogament amb la multiplicacié

me: B — E per escalars.

La projeccié6 composta 7 o Tm = mo 7g: TE — B és un fibrat, pero no és un

fibrat vectorial.

Si E és un fibrat vectorial, la varietat TE té doncs dues estructures de
fibrat vectorial, 7g: TE — E i Tn: TE — TB. Podem representar-les en
un diagrama, juntament amb les seves expressions en una carta fibrada
de F i les coordenades naturals que pertoquin:

TE % TB (b, y; v, w) —— (b,v)

E——B (b, y) ———(b)
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Aquest fet evidencia que la notaci6é Sec(TFE) és ambigua, i potser és més apropiat
escriure Sec(7g) o Sec(Tw), segons el cas.

En particular, fent E = T B veiem que la varietat T(TB) té dues estructures
de fibrat vectorial diferents sobre la mateixa base TB.

Vectors tangents verticals

Sigui m: E — B un espai fibrat. Considerem un punt e € E. L’aplicacié
Tem: TeE — Tre)B és lineal. El seu nucli és un subespai de T F
Ve(E) =KerTer = {ve € TeE | Temr-ve = 0}.

Els seus elements s’anomenen vectors tangents verticals.

Si b = m(e), l'espai tangent T.(E}) a la fibra s’identifica a un subespai de
T.(E); amb aquesta identificacié V.(E) = T¢(FE}).

La unié de tots els espais de vectors verticals V.E C T E, amb e € E,
déna un subfibrat

VE =KerTn C TE,

anomenat subfibrat vertical de TE.

Un camp vectorial en E es diu vertical si els seus valors sén vectors tan-
gents verticals.

Siguin x coordenades de B, (z,y) coordenades fibrades de E, i (z,y;u,w)
les coordenades naturals corresponents de TFE.

L’expressié coordenada d’un vector tangent vertical és de la forma
(z,y;0,w).

La d’un camp vectorial vertical és X(x,y) = (z,y;0,w(z,y)), o també
X =w*d/oy*.

Recordem que si E, és un espai vectorial (real, de dimensié6 finita) i p € E,
tenim un isomorfisme canonic A\p: Eo — T, (Es), donat per v — [t — p+1v]
(si considerem els vectors tangents com a classe de tangéncia de camins), o per

v +— Dp ., (si considerem els vectors tangents com a derivacions de funcions).

Aizecament vertical

Sigui m: F — B un fibrat vectorial, b € B. Ej} és un espai vectorial, per
tant fixat un punt h; € Fj tenim un isomorfisme

Eb — Thb (Eb):Vhb (E) C Thb(E), kjb — )\hb (k}b) =: )\E(hb7kb)'
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El vector Ag(hy,kp) s’anomena airecament vertical de k, al damunt
de hb.

Enganxant aquests isomorfismes quan h, recorre E obtenim globalment
E xp E 25 V(E) c T(E),
que és un isomorfisme de fibrats vectorials sobre FE.

En aquest punt convé especificar que el primer fibrat és £ xp E 2, E, amb
E xp E={(h,k) € Ex E|n(h)=mn(k)} (producte fibrat).
També podem interpretar-lo com el fibrat imatge reciproca de m: E — B per

I'aplicaci6 7.

Considerant una carta fibrada (z,h) de E, i les coordenades naturals cor-
responents de TE, 'expressi6 local d’aquest isomorfisme és \: (z, h, k) —
(x,h;0,k).

El camp de Liouwville
Sigui 7m: F — B un fibrat vectorial. El camp vectorial de Liouville (o
de les dilatacions) de F és el camp vectorial vertical Ag € X(F) definit per

Ag(h) = As(h, h).

La seva expressio en coordenades fibrades és (x,h) — (x, h;0,h), o també
Ap =hid/on.

Una funcié f: E — R es diu homogénia de grau k si f(Ah) = \*f(h), per
a qualssevol h € E, A > 0.

Teorema de les funcions homogenies d’Euler
Una funcié f de classe C! és homogenia de grau k sii Zaf = kf.
Més generalment, f podria estar definida només en un conjunt obert «conic»

de F, per exemple el complementari de la seccié nulla.

Derivacié fibrada

Sigui 7: E — B un fibrat vectorial, f: ¥ — R una funci6. Donat b € B,
considerem la restriccié fp: B, — R. La seva derivada en un punt v, € Ej
és una forma lineal D f,(vy) € Hom(Ep, R) = Ef. Globalment aix6 defineix
una aplicacié

E]:—f>E*, wﬂ—)be(Ub).

S’anomena derivada fibrada (o derivada al llarg de la fibra) de f. Es un
morfisme de fibracions.
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En coordenades fibrades la seva expressié6 local és Ff:(z,v) —

(2. )

Analogament es poden considerar derivades d’ordre superior. Per exemple
es pot considerar D? f, (v ): Ep x B, — R com una forma bilineal (simétrica),
és a dir, D?f,(vp) € E} ® Ej;. Globalment s’'obté la hessiana fibrada

]:2f * * 2
E—FE"QFE", wvp—D fb(’Ub).

82
La seva expressio local és F2f: (z,v) — (a:, avgv(a:,v))
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Estructures canoniques dels fibrats tangent i
cotangent

Designarem per 7p;: TM — M i 7y T*M — M els fibrats tangent i co-
tangent d’una varietat M.
Totes les varietats i aplicacions se suposaran de classe C*.

L’endomorfisme vertical de T(TM)

Sobre el fibrat vectorial 71y T(TM) — TM existeix un endomorfisme
J:T(TM) — T(TM) definit de la manera segiient: sobre cada fibra
T,(TM) Paccié sobre un vector w, € T,(TM) s’obté projectant-lo per
T.(7ar) 1 aixecant verticalment el resultat sobre w:

J(wy) = Mu, Ty (Tar) - wy,) € Vo (TM) C Ty (TM).

S’anomena endomorfisme vertical de T(TM), i es denota usualment per
J,0S.

Considerem una carta de M, i les cartes naturals corresponents de TM i
T(TM). En les coordenades d’aquesta, I’expressié local de J és

J(x,u;v,w) = (x,u;0,v).
També es pot escriure J-(v'9/dx! + w'd/Ou?) = v'd/Ou’.
J s’identifica a un camp tensorial de tipus (1,1) en la varietat TM, J €
TH(TM).

En coordenades naturals és J = ® da’.

ut

Aquest canp tensorial també s’identifica a un endomorfisme de T*(TM),
I'endomorfisme transposat “J: T*(TM) — T*(TM).

En coordenades naturals 'J-(A;dx? + B;du) = B;da".

L’endomorfisme vertical compleix:

e J2=0.
o KerJ =ImJ =V(TM).
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La involucié canonica de T(TM)

Existeix una aplicaci6 kps: T(TM) — T(TM) amb expressio local
w(@,u;0,w) = (2,050, w)

en coordenades naturals qualssevol.

Aquesta aplicacié s’anomena involucié canonica de T(TM), i es denota
usualment per kpz, 0 spr.

La involucié canonica és un difeomorfisme involutiu (k% = Id). Satisfa

Trv o ki = T(tar),  T(7ar) o kg = 7o

Es un isomorfisme entre els fibrats vectorials 7ra;: T(TM) — TM i
T(ryp): T(TM) — TM.

Sigui I I x J — M, on I,J C R s6n intervals oberts. De manera analoga
a 'aixecament d’un cami de M a TM, podem aixecar I' a TM derivant
respecte a s o respecte a t, si denotem (s,t) € I x J les variables:
0 0
I"'=T({)o = I''=T({T)o=.
). 2, ). 2

La involucié canonica de T(TM) és Iinica aplicacié x: T(TM) — T(TM)
tal que, per a tot T: I x J — M, (I'") = ko (I')".

Aixecament de camps vectorials al fibrat tangent

Sigui X un camp vectorial en M, F: 2 — M el seu flux. Per definici6, com-
pleix F(0,p) = p i F'(¢,p) = X(F(t,p)), i doncs permet reconstruir el camp
vectorial com X = F/(0,—). A més, defineix difeomorfismes F*: M; — M_,
que compleixen les «lleis de grup»: F° = Idys, F? o F* = F'+5 alla on té
sentit.

Considerem les aplicacions tangents d’aquests difeomorfismes. Sén difeo-
morfismes T(F*): T(M;) — T(M_;) que compleixen

T(F°) =Idray,  T(F') o T(F®) = T(F'*)
de manera que constitueixen un grup uniparametric local de difeomorfismes
de TM. El seu generador infinitesimal és un camp vectorial X* € X(TM),
definit per

X" () = ST W)

dt t=0
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XT ganomena aizecament candnic (o complet) de X a TM (o també
airecament tangent de X).

Considerem una carta de M, i les coordenades naturals (z%,u’) correspo-
nents de TM. Si X = f29/0x, llavors

v_ a0 (O ;) 9
X _faxi+(axa‘“>aui'

X7 esta Ta-relacionat amb X.
XT = KM o TX.

Sigui X un camp vectorial en M. Es pot definir un camp vectorial XV €
X(TM) aixecant verticalment els vectors X (p):
XV (up) = Mup, X (p)) € Vo, (TM) C Ty, (TM).

Aquest és un camp vectorial vertical, anomenat aizecament vertical de X
aTM.

En coordenades naturals, si X = f0/0x! llavors

0
out’

XV:fi

XV =JoXT.

Equacions diferencials de segon ordre

Sigui &1 — TM un cami en TM. £ és l'aixecament canonic (velocitat)
d’un cami en M sii £ = T(7p) o €.

Sigui Y un camp vectorial en TM. Totes les corbes integrals de Y sén
aixecaments de camins en M sii
T(T]\/j) oY = IdTM .
Es a dir, a més de ser secci6 de Trar, Y és secci6 de T(mar).
D’un camp vectorial Y € X(TM) que satisfa la condicié anterior es diu que

satisfa la condicié de segon ordre. Siy:I — M és un cami, Y defineix
una equacié diferencial de segon ordre en M:

'y” = Yow/.
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En coordenades naturals (2%, u%) de TM, expressié d’'un d’aquests camps

vectorials és
Y = uz% + ai(x,u)a(zi.

i I'expressié local de 'equacié diferencial de segon ordre corresponent és

i =a(z, ).

Sigui Y € X(TM) que satisfa la condici6 de segon ordre, i Z € ¥(TM)
qualsevol. Llavors Y + Z satisfa la condici6 de segon ordre sii Z és vertical.

Sigui v € TM. Es diu que un vector tangent h, € T, (TM) satisfa la condicié
de segon ordre quan Ty (7ar)-hy = u. El conjunt d’aquests vectors, N, (TM) C
Tw(TM), és un subespai aff amb subespai director V, (TM).

La uni6 de tots ells és un subfibrat afi N(TM) C T(TM) modelat en el subfibrat
vectorial V(TM). Un camp vectorial Y satisfa la condicié de segon ordre sii és
una seccié de N(TM).

Esprais
Sigui Z un camp vectorial en TM satisfent la condicié de segon ordre. Les
condicions segiients sén equivalents:

i) Per a qualsevol ¢ € R* i qualsevol solucié &:1 — M de l'equacié
diferencial de segon ordre definida per Z, el cami n(t) = &(ct) n’és
també solucid.

ii) Per a qualsevol ¢ € R i qualsevol v, € TM, Z(cv,) = c¢T(m.) - Z(vy),
on mg: TM — TM és I'homotecia de rad ¢ sobre les fibres.

iii) [A,Z] = Z.
iv) En coordenades naturals (2%, u?) qualssevol de TM l'expressi6 de Z és
_ i 0 i 0
Z =u'—= +d'(z,u)=—

, oxt out’

on les a’(z,u) sén homogenies de grau 2 en u.
Un camp vectorial satisfent la condici6é de segon ordre i aquestes condicions
equivalents es diu esprai.
Es pot provar que, si Z és de classe C*° en T M sencer, llavors la seva expressi6 en
coordenades té la forma Z(z,u) = uk% + hi—cj (:c)uiuj%, amb hfj simetriques
respecte als indexs inferiors. v “
L’esprai geodésic d’una connexio
Sigui V una connexi6é en M. Existeix un camp vectorial S € X(TM)

caracteritzat per la relacié segiient: si v: I — M és un cami,
SO () =" (t) = Arar (7' (£), Vo' (t)) € Ty () (TM).
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S satisfa la condicié de segon ordre, i és un esprai; s’anomena 1’esprai
geodésic de la connexid. Les corbes integrals de S sén les velocitats de les
geodesiques de V.

En coordenades naturals de TM s’expressa

_ k0 ki j O
S=u W_Fijuujw'

Les formes diferencials canoniques del fibrat cotangent

Sobre T*M existeix una 1-forma diferencial canonica 6, definida per
Or(p) = (Tymar)-p  (p € T"M).

La 2-forma diferencial
wy = —dbfu

és no-degenerada.

On, wir son les formes diferencials candniques (o formes de Liou-
ville) de T*M.

Considerem una carta de M, i siguin (2%, p;) les coordenades naturals cor-
responents de T*M. L’expressio de les formes diferencials canoniques en
aquestes cartes és

Or = p; da’, wy = dzt A dp;.
La contraccié amb wj; defineix un isomorfisme entre els fibrats vectorials

tangent i cotagent:
o T(T*M) — T*(T*M), Onr(Wp) = oy, w-
En les corresponents coordenades naturals s’expressa wps(x,p;u,h) =
(x7p; *h7 U)
L’aplicacio
X(T"M) - X*(T*M), X —ixwr,
és un isomorfisme de C*°(T*M)-moduls.
Existeix un difeomorfisme canonic T(T*M) = T*(T*M).
També es pot provar que hi ha un difeomorfisme canonic T(T*M) = T*(TM).

Tanmateix, no existeix cap difeomorfisme canonic entre aquestes varietats i
T(TM).
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Sobre T* M existeix una forma de volum canonica.

m(m—1)/2 1

Es pot prendre per exemple Qp; = (—1) —wp A Awny
m!

Llavors en coordenades naturals Qy; = dz' A... Adz™ Adpy A ... Adpy,.

Aixecament de difeomorfismes i de camps vectorials al
fibrat cotangent

Sigui o: M — N un difeomorfisme. Typ: TM — TN és un isomorfisme de
fibrats vectorials al damunt de . Aix0o permet definir un isomorfisme entre
els fibrats duals:

T*p: T*M — T*N, (T*@)e = (Tap) L.
L’anomenem aixecament canonic de @ als fibrats cotangents.

Bs un morfisme al damunt de (. Sino haguéssim invertit la transposada, hauriem

obtingut un morfisme al damunt de ¢~ *.

Més generalment, la mateixa construccié serviria per a un difeomorfisme local .

L’aixecament canonic de difeomorfismes als fibrats cotangents compleix les
propietats segiients:

o T(og) =T (¥) o T*(¢).
e Per a tota 1-forma diferencial 8 en N, (T*p) o ©*[5] = B0 .

Les formes diferencials canoniques del fibrat cotangent sén invariants pels
aixecaments canonics de difeomorfismes:

(T*@)*[On] = Our, (T*p)* [wN] = war.

Considerem coordenades (z°) de M i (z7) de N, tals que Pexpressi6 local
del difeomorfisme ¢ és x +— x. En les coordenades naturals corresponents

R LA
Pexpressi6 local de Ty és (x,u) — (Z,u), on @’ = a—xiul, i 'expressio local
x
de T*p és
_ _ oz’
(@,p) = (3,0),  Pj=Pig;-

Sigui ara X un camp vectorial en M, El seu flux defineix difeomorfismes
Ft: M, — M_,, dels quals podem considerar els aixecaments al cotangent,
T*(F): T*(M;) — T*(M_;). També compleixen les «lleis de grupy, de
manera que constitueixen un grup uniparametric local de difeomorfismes de
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T*M. El seu generador infinitesimal és un camp vectorial XT~ € X(T*M),
definit per
X (p) = ST F)
t=0
XT" anomena aizecament canénic de X a T*M (o aixecament co-
tangent de X).

Considerem una carta de M, i les coordenades naturals (x%,p;) correspo-
nents de T*M. Si X = f'0/dx, llavors

v _ g d [ 0P\ 8
Xo=7 oz’ <pj 3xi> p;”

Les formes diferencials canoniques 0ps, wys de T*M s6n invariants pels
aixecaments canonics X 7T .

.
XT" esta mas-relacionat amb X.

Sigui X: M — TM un camp vectorial, X:T*M — R la funci6 lineal asso-
ciada a X. Compleix:

o X = 0y, X™).

[ ixT*WA{ = dX
La segona relacié significa que X T ¢s el camp hamiltonid de la funcié X respecte

a la forma simpléctic canonica de T M.
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Varietats simpléctiques

Totes les varietats i aplicacions se suposaran de classe C*.

Varietats simplectiques. Teorema de Darboux

Sigui M una varietat diferenciable. Una forma simpléctica en M és una
2-forma diferencial w € Q?(M) tancada (dw = 0) i no-degenerada.

Per a cada p € M, w, € /\2T1*,M defineix una forma bilineal alternada
en TyM, wy,: TyM x T,M — R. Que sigui no-degenerada significa que
Iaplicaci6 lineal &y: TpyM — Ty M deduida, @y (uy) = wp(up, ), és un iso-
morfisme

Una varietat simpléctica és una varietat dotada d’una forma simpleéctica.

Una forma simplectica w és localment exacta. Quan ho és globalment, es
diu que la varietat simplectica és exacta. Si w = df, es diu que 6 és un
potencial simpléctic de w.

Sigui (M, w) una varietat simpléctica.

e dim M és parella, m = 2n.

e L’aplicacié W:TM — T*M, v — i,w, és un isomorfisme de fibrats
vectorials.

e L’aplicacié X(M) — QY(M), X — ixw = @ o X, és un isomorfisme de
C°(M)-moduls.

e M és orientable. Com a forma de volum es pot prendre Q = wA .7.
Aw, Q@ = Lw"" o també Q = (—1)["/2]%wA”.

R?2" té una forma simplectica canonica,
w=dz! Ada" Tt +da® Ada"T? 4+ 4+ da™ Ada?,
o també w = dz! Ada? +da® Adz* + ...+ dz? ! A da?n.

Si N és una varietat diferenciable qualsevol, el seu fibrat cotangent T* N
esta dotat d’una forma simplectica canonica, wy = —dfy.

Sigui (U, ¢) una carta de M, amb funcions coordenades ¢ = (21,...,2™).

Si w; = w(8/02°,0/027), llavors w|,; = 3 w;; dz* Adz?. La matriu (w;;) és
en tot punt antisimetrica i no-degenerada.
Si X = f10/02%, ixw = fiw;;dz?
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En les coordenades naturals corresponents dels fibrats tangent i cotangent,
expressi6 local de @ és W(2", u') = (2%, u'w;;).

Teorema de Darboux
Sigui (M, w) una varietat simpléctica de dimensi6 2n. Per a tot punt p € M
existeix una carta (U, (z%,y;)) en p tal que

wlp = dz® Ady; .
Una tal carta es diu carta simpléctica, i les coordenades es diuen
simpléctiques, o de Darbouz.

Aquest teorema afirma que tota varietat simpléctica és localment isomorfa a R?"
amb la seva forma simpléctica canonica. Aix0 implica que, a diferéncia de la
geometria riemanniana, en la geometria simplectica no hi ha invariants locals

altres que la dimensié.

No hi ha una caracteritzacié simple de les varietats que admeten una estructu-
ra simplectica. No tota varietat orientable de dimensié parella n’admet. Per

exemple, si M és compacta, cal H3g (M) # 0.

Camps vectorials hamiltonians
En aquest apartat (M,w) és una varietat simpléctica.

Considerem l’isomorfisme w: TM — T*M. Donada una funcié h: M — R
es defineix el camp hamiltonia o gradient simpléctic de h com el camp
vectorial

X, =0""odh.
En altres termes,

ixhw =dh.

Es diu que h és la funcié hamiltoniana de X;. Esta determinada per
X}, llevat d’una funcié localment constant.

Un camp vectorial X en M es diu hamiltonia si és el camp hamiltonia
d’una funcié.

Un camp vectorial es diu localment hamiltoniad si cada punt té un veinat
obert sobre el qual X és hamiltonia.

Denotem per X, (M) C Xjn(M) C X(M) els subespais vectorials dels camps
vectorials hamiltonians i localment hamiltonians.
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Sigui X € X(M). Les tres afirmacions seglients sén equivalents:

e X és localment hamiltonia.
e ixw és una 1-forma diferencial tancada.
o Lxw=0.

Teorema de Liouville

La forma de volum simpleéctica ) és invariant pels camps vectorials local-
ment hamiltonians.

Per a cada p € M, els valors dels camps vectorials hamiltonians en el punt p

recorren tot Tp M.
Si av és una forma diferencial, Zrxa = f%xa+df Nixa.

Teorema de Li Hua Zhong

Sigui (M,w) una varietat simplectica connexa, o € QF(M) una forma di-
ferencial invariant per tots els camps hamiltonians.
Si k és imparell, « = 0. Si k és parell, a = ch%, on c € R.

Si X, Y s6n camps vectorials localment hamiltonians, aleshores [X,Y] és
una camp vectorial hamiltonia, amb hamiltoniana w(Y, X).

Ezpressio local en coordenades de Darbouz

Sigui (2%, y;) un sistema de coordenades de Darboux: w = dx?Ady;. Llavors

~f 4i O 0 ; ;
A'— + B;,— | = A'dy; — B;dz".
@ ( ox* + 8yi> 4 v
L’expressié del camp hamiltonia X}, és
oh 0 oh 0

X

- dy; Ozt Ozt dy;

Sigui N una varietat, X € X(N). La funci6 lineal X: T*N — R, definida per
f(pq) = (pg, X(q)), 6s la hamiltoniana del camp vectorial XT~ € X(T*N).

Claudator de Poisson

Sigui M una varietat, i w € Q?(M) una 2-forma diferencial no-degenerada,
de la qual per ara no suposem que sigui tancada. Donada una funcié f
en M, podem definir-ne com abans el gradient respecte a w per X; =
~—1

w o df
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Donades dues funcions f, g: M — R, en definim el paréntesi de Poisson
(o clauddtor de Poisson) com la funcié

{fig} =w(Xy, Xy) =ix,ix,w= Xy f=—Xpg.
(5.3.2) Es compleix

{f,9} =9/}

{fg,h} = flg,h} +9{f. h}

(i analogament per la dreta).
(5.3.3) Z’[Xfng]‘FX{f’g}w = —ixyixfdw.

(5.3.4) w és tancada sii se satisfa
[Xr, Xq] = —X{f,9}-

(5.3.5) dw(vangXh) = {f7 {97 h}} + {gv {h7 f}} + {h7 {fvg}}

(5.3.6) w és tancada sii el seu paréntesi de Poisson {-,-} satisfa la identitat de
Jacobi.

(5.3.7) Sigui (M, w) una varietat simpléctica.
L’espai vectorial C*>°(M), amb el paréntesi de Poisson {,-}, és una R-
algebra de Lie.
L’aplicacié C*°(M) — X(M), f — Xy, és un antihomomorfisme d’algebres
de Lie.
El nucli d’aquest morfisme sén les funcions localment constants; la imatge, els

camps vectorials hamltonians.

(5.3.8) FEzxpressio local en coordenades de Darbouz

Sigui (2%, ;) un sistema de coordenades de Darboux per a w. Llavors

{rgy=2L 09 01 0

oxt Oy;  Oy; Ox'

(5.3.9) Considerem coordenades (2%) qualssevol en M. Llavors

. Af 8g
= g J —
o} =12 5 g
(5.3.10) Encara en coordenades qualssevol, escrivim w = 1 a;;dz* A d2?, on a;; =
w(0/024,0/027); sigui A = (a;;).
D’altra banda, escrivim b = {2%, 27}; sigui B = (b¥).

Ambdues matrius estan relacionades per B = (AT)~%.
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Amb les mateixes notacions, les coordenades sén de Darboux sii A = J, essent
0o I
J= (_I ! )

Sigui (M, w) una varietat simpléctica.
Unes coordenades (%, ;) sén de Darboux sii satisfan
{$i7xj} =0, {yi;yj} =0, {xiayj} = 53

(«relacions de commutacié canoniquesy).

Teorema de Darbouz generalitzat

Sigui (M,w) una varietat simpléctica de dimensié 2n. Siguin fi, ..., f-
(r < n) funcions definides en un veinat obert de p € M, amb diferencials
linealment independents en p, i tals que

(es diu que «estan en involuciéy ). Llavors existeixen funcions fry1, ..., fa,
g1, - - -5 gn tals que, en un veinat de p, (f1,-.., fn,91,---,9,) és una carta

simplectica de M (w =", df; A dg;).

Simplectomorfismes i transformacions canoniques

Siguin (M7,w) i (M, ws) varietats simpléctiques. Una aplicacié p: My —
My es diu sitmpléctica si

@*(w2) = wi .
Un difeomorfisme simpléctic s’anomena simplectomorfisme (o isomorfis-
me de varietats simpléctiques).

La composicié de simplectomorfismes, o I'invers d’un simplectomorfisme,
son simplectomorfismes.

Sigui ¢: M7 — M un difeomorfisme entre varietats simplectiques. Les
afirmacions segiients sén equivalents.

e  és un simplectomorfisme

e Per a tota h € COO(MQ), (p*(Xh) = ti*(h)-

e Per a totes g, h € C*°(Mz), ¢*{g,h} = {¢*(g9), " (h)}.
La darrera afirmacié significa que ¢*: C*(Mz) — C*°(M;) és un isomor-
fisme d’algebres de Lie.

Si f: Ny — Ny és un difeomorfisme, llavors T* f: T*N; — T*Ny és un
simplectomorfisme per a les estructures simpléctiques canoniques.
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Un simplectomorfisme o automorfisme d’una varietat simpléctica (M, w) és
un difeomorfisme ¢: M — M tal que ¢*(w) = w.

Podem definir un simplectomorfisme infinitesimal de M com un camp
vectorial X € X(M) tal que el seu flux deixa w invariant, és a dir, que w
és invariant per X: Zxw = 0. Aix0 significa, doncs, que X és un camp
vectorial localment hamiltonia.

Siguin (Mj,w;1) i (Ma,ws) varietats simplectiques. Un difeomorfisme
p: My — Ms es diu transformacio canonica si aplica camps vectori-
als localment hamiltonians en camps vectorials localment hamiltonians.

Sigui ¢: M7 — My un difeomorfisme entre varietats simplectiques connexes.
0 és una transformacié canonica sii existeix un ¢ € R* tal que

P (w2) = cwy .
A més, si X7 € X, (M) té hamiltoniana local hy i ¢, (X7) = Xo € X (M)
té hamiltoniana local hs, existeix un k£ € R tal que, localment, ch; =
©*(ha) + k.

Es compleix també que ¢*{g, h} = 1{p*(g),¢*(h)}.

Es diu que c és la valéncia de la transformacié canonica. Un simplecto-
morfisme és, doncs, una transformacié canonica univalent.

Sigui ¢: M1 — M una transformacié canonica de valencia c entre varietats
simpleéctiques exactes, amb formes simpléctiques w; = —d6b;.
Existeix localment una funcié Fy € C* (M) tal que

(p*(tgz) — 091 = dFl .

Es diu que F} és la funcio generatriu de la transformacié canonica.

Varietats de Poisson

Sigui M una varietat, C*°(M) la seva algebra de funcions diferenciables.
Una estructura de Poisson en M és un producte (dit paréntesi de
Poisson)

C™(M) x C*(M) = C*(M), (f,9) = {f.9}
R-bilineal que satisfa les propietats segiients:

e {f,9} = —{g,f} (antisimetria)
o {f,{g,h}}+{g, {h, f}}+{h,{f,g}} =0 (identitat de Jacobi)
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o {£.9h} = {F.g}h + {f,h}g (regla de Leibniz)
M, dotada d’aquest producte, s’anomena wvarietat de Poisson.

L’espai vectorial real C*°(M) estad dotat, doncs, de dues estructures: és
una algebra associativa commutativa amb el producte ordinari de funcions
i una algebra de Lie amb el paréntesi de Poisson. Ambdues estructures
estan relacionades per la regla de Leibniz, que significa que, per a tota f,
{f,—} és una derivacié respecte al producte associatiu.

També ho és {—, f}, en virtut de lantisimetria.

Una algebra associativa i commutativa dotada d’un producte de Lie que satisfa
la regla de Leibniz es diu dlgebra de Poisson.

Com que {—,h} és una derivacié de C*°(M), es correspon amb un camp
vectorial diferenciable X}, anomenat camp vectorial hamiltonid® de h.
Per definicié,

{fih}=Xn-f.
L’aplicaci6

C*(M)—=>X(M), h— X
és un antihomomorfisme d’algebres de Lie:

(X5, Xgl = =Xi5y -

El centre de C*° (M) respecte al paréntesi de Lie esta format per les funcions
f tals que {f, g} = 0 per a tota g; equivalentment, sén les funcions f tals
que Xy = 0. A vegades s’anomenen funcions de Casimir.

Donat un paréntesi de Poisson existeix un camp de bivectors diferenciable
A € Sec(A’TM) tal que
{f,9} = A(df,dg).

A és el tensor de Poisson de la varietat de Poisson.

Reciprocament, donada una seccié diferenciable A de A>TM, la férmula
anterior permet definir un paréntesi de funcions antisimetric i satisfent la
regla de Leibniz; pero la identitat de Jacobi se satisfa sii A satisfa una
condici6é d’integrabilitat que es pot expressar com

[A,A] =0,

on [—, —] denota el paréntesi de Schouten de camps de multivectors.

3Un altre conveni s’obtindria definint X}, com {h, —}.
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A partir del tensor de Poisson A es defineix un morfisme de fibrats vectorials
NTM —TM, a,— Aag,—).
Notem que Aodh = Xp.

Si U C M és un subconjunt obert d’'una varietat de Poisson la restriccié
del tensor de Poisson la dota d’una estructura de varietat de Poisson.

En particular, siguin (z%) coordenades locals de M en un conjunt obert U.

1 ..
Es pot expressar Aly = §A” 8(::)51' 852]8 Donades f,g € C>(U), el seu
paréntesi de Poisson és {f, g} = Aij—f—g. En particular, {z%, 27} = A%,

Oxt Oxd
El rang de l'estructura de Poisson en un punt x € M és el rang del seu

tensor de Poisson en aquell punt, és a dir, rang /A\l = dim Im /A\I, que és un
nombre parell < dim M.

En qualsevol varietat el tensor de Poisson nul defineix una estructura de
Poisson de rang 0.

Una varietat simplectica, dotada amb el seu parentesi de Poisson, és una
varietat de Poisson de rang maxim ( = dim M). La relacié entre les dues
estructures ve donada pel fet que A=tot.

Reciprocament, una varietat de Poisson correspon a una varietat

simplectica sii té rang maxim.

Estructura de Lie—Poisson en una dlgebra de Lie

Sigui g una R-algebra de Lie de dimensié finita, g* el seu espai dual dotat de
la seva estructura diferenciable canonica, C*>(g*) la seva algebra de funcions
diferenciables. Si f € C*°(g"), la seva derivada Df(x) en un punt z € g* és una

** Ay

forma lineal en g*, o sigui, un element de g** = g. D’aquesta manera es defineix
un producte de funcions

{f,9}(z) = (z,[Df(x), Dg(2)]),

anomenat paréntesi de Lie—Poisson de g*.

Morfismes de varietats de Poisson
Siguin M, N varietats de Poisson. Un morfisme de Poisson és una aplicacid

diferenciable ¢: M — N tal que preserva els paréntesis de Poisson respectius:

o {g1,92}n = {¢"(91), 9" (g2) } s -
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Teorema de descomposicio de Weinstein

Sigui (M, A) una varietat de Poisson de dimensié m, p € M un punt, 2r el
rang de A,. Existeix una carta local de M centrada en p, amb coordenades
(T4, Ty YLy oy Yry 21,5« -+, Zm—2r), tal que, en un veinat de p,

N0, 0 0D
A= ; ox; 4 Ay; +j§fjk(z) 0z; 4 Oz’

amb f; funcions tals que f(0) = 0.
El primer sumand defineix una estructura simplectica sobre la subvarietat z = 0,

mentre que el segon és 'anomenada estructura de Poisson transversa.

Foliacio simpléctica d’una varietat de Poisson

Sigui (M, A) una varietat de Poisson. La distribuci6 tangent ImA C TM
esta generada pels camps vectorials hamiltonians i doncs és diferenciable.
Es integrable, de manera que les seves varietats integrals maximals defi-
neixen una foliacié, anomenada foliacié simpléctica de M. Cada fulla
d’aquesta foliacié té una estructura simpléctica natural. Dos punts perta-
nyen a la mateixa fulla sii es poden unir per la juxtaposicié d’'un nombre
finit de corbes integrals de camps vectorials hamiltonians.
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Calcul variacional

Llevat de I'altima seccid, 'objecte d’estudi d’aquest tema son les aplicacions
v: I = @ que satisfan una condici6 de punt critic. La variable independent
t pren valors en un interval I C R, mentre que la variable dependent ¢ els
pren en un conjunt obert @ C R™ (o, més generalment, en una varietat
diferenciable).

Si I'interval I no és obert, afirmar que v: I — @Q és de classe C" significa
simplement que és la restriccié d’una aplicacioé de classe C” definida en un
interval obert més gran.

Escriurem j™v: I — I x @ x R"x .7. xR"™ l'aplicaci6 definida per
i) = (£, 7(t),D(t), ..., D™y(t))
(jet d’ordre 7, o r-jet, de ).

Funcionals i variacions

Sigui @ C R™ un conjunt obert no buit.

Sigui W7 C R x @ x R™ =R x TQ un conjunt obert no buit; denotem-ne
les variables per (¢, q,v).

Sigui F: W; — R una funcié de classe C!; s’anomena funcié de Lagrange
o lagrangiana.

Sigui I = [t1,t2] C R un interval compacte fixat.

Sigui v: I — @ un cami de classe C!.

Si, per a tot t € I, jiy(t) = (t,v(t),Dy(t)) € Wy, llavors esta definida la
integral

[ Fta@.pi0) .

I
Escrivim

Q={y:1 = Q| Cl(vtel)j'n(t) € W1},
Definim el funcional Sp: ) — R

Sely] = / F(t,7(t), Dy(1)) dt

El conjunt €2 es pot identificar amb un conjunt obert d’un espai de Banach de
dimensié infinita.
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El terme funcional s’usa per a referir-se a una funcié definida en un espai de

dimensié infinita, usualment format per funcions.

Fixem punts ¢1, g2 € Q. Considerem el subconjunt de €2 format pels camins
amb origen ¢; i final ¢o:

Qo = Qt1, q15t2,q2) =
={y:[t1,ta] = Q | v C', (V1) j'y(t) € W1, v(t1) = qu, Y(t2) = g2} .

El nostre objectiu és estudiar la restriccié S% de S al subespai Q..

Per simplicitat, a partir d’ara suposarem que F, i els camins vy € €, sén de
classe C2.
Sigui v € Q. Una variacié (amb extrems fixos) de v és una aplicacié de
classe C2
JxI—Q,

on J és un interval que conté 0 al seu interior, que compleix les propietats
segients:

o (VteI)T(0,t) =~(2),

o VeeJ)T(e, t1) =qi, I'(e, t2) = qo.
Posant T'.(t) = I'(g, t), aquestes propietats s’escriuen

e [ =17,

o (Vee J)T. € Q.
Podriem dir que I'; = I'(g, ) és una familia uniparametrica de camins que
deforma -y amb els mateixos extrems fixats.

La variacié infinitesimal definida per I' és 'aplicacié w: I — R™ definida
per

0
- 2 ).
5| _, (g,t)

Que I tingui els extrems fixats significa que
W(tl) = 0, W(tg) =0.

Geometricament, w és un camp vectorial al llarg de ~.

w(t)

Si I’ és una variaci6 de -y, podem interpretar que I" és un cami J — Q,, € — T,
que passa pel punt v € Q, a € = 0. La seva variaci6 infinitesimal w s’interpreta
com el vector tangent d’aquest cami, w € T,Q,.

Anem a veure que la derivada de la funcié6 J — R, ¢ — Sp[l'c], a ¢ = 0, no
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depén més que de la varicié infinitesimal w: es pot interpretar com una derivada

direccional de S segons el vector w.

Equacié d’Euler—Lagrange
Q, Wi, F, I,9Q, Q, ..., s6n com en la seccié precedent.

Sigui v: I — @ un cami de Q. Sigui I': J x I — @ una variaci6 de -y, amb
extrems no necessariament fixats, i sigui w la seva variacié infinitesimal.
Llavors

- (25 ()W) + 51 (0) lem) at

N /1 (gg (1) - ;(gﬁ Gl’Y(ﬂ))) wi(t) dt +

+| St wi(t)}tz

t1

Ates que aquesta derivada només depen de la variacié infinitesimal de T,
és habitual designar-la amb una notacié com ara
d
—| Sp[l:] =0Sp|y;w].
2| SeIr) = 5w

A vegades s’anomena primera variacié del funcional.

Sigui I una variacié de v (amb extrems fixats), i sigui w la seva variacié
infinitesimal. Llavors

d OF d(OF\\ ,
i (2435w

on les derivades parcials de I'integrand s’avaluen al llarg de jlvy(t).

de

Un cami v € Q, és un cami critic de S% si, per a tota variacié I' de -,
d

I'.]=0.
de Splle] =0

e=0

Sigui w: I — R"™ de classe C2 amb w(t;) = 0 i w(ta) = 0. Existeix una
variaci6 de classe C2 T' de ~ tal que w n’és la variaci6 infinitesimal.
Per exemple, I'(e,t) = vy(t) + e w(t).
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Lema fonamental del calcul variacional

Sigui a: I — R™ una funcié continua. Suposem que, per a tota aplicacié
w:I — R" de classe C* i tal que w(t1) = 01 w(tz2) = 0, es compleix que
J; a(t) - w(t)dt = 0. Llavors a = 0.

Teorema d’Fuler
v € €s és un cami critic de S% sii satisfa I’equacié d’Euler—Lagrange

S 0,010 - 5 (G a0 D9 ) =0 (=1,

Es remarcable que la condicié necessaria i suficient per a ser un cami critic de
S% és la satisfaccié d’'una equacié diferencial on, ni I'interval, ni els extrems del
cami, no tenen cap paper. Les solucions de ’equacié d’Euler—Lagrange sén doncs
els camins critics del funcional SF restringit a qualsevol subespai Q(t1, q1; t2, q2),

suposant, és clar, que satisfacin les condicions de contorn que pertoquin.

Calculant la derivada total amb la regla de la cadena, s’obté que I’expres-
si6 detallada de I'equaci6 d’Euler-Lagrange és el sistema de n equacions
diferencials de segon ordre
OF 0*F 0*F j 0*F
oG  oviat ovidg | ouvidu
on totes les derivades parcials estan avaluades en (t,7y(t), Dv(t)).

D* =0 (i=1...n),

Sigui Wo = W7 x R" C R x Q@ x R™ x R", amb coordenades (¢, ¢, v, a).
Considerem la funcié vectorial [F]: Wo — (R™)* definida per

oF 0’F . O0’F . O*F
_9r ol _
[Fl(t:q0.0) ag  otovi ' dgov " ovidv

Geometricament, podem considerar [F] com una 1-forma diferencial al llarg de

la projeccié W2 — @Q; s’anomena operador d’FEuler—Lagrange de F.

Amb la notacié anterior, ’equacié d’Euler-Lagrange per a un cami v es
pot expresar

[F]l.o_]’}/—o (t=1...n),
on jy(t) = (t,7(t), Dy(t), D*(t)).
Geometricament, [F] o j%y correspon a una 1-forma diferencial al llarg de +,
L’equacié d’Euler—Lagrange es pot escriure en forma normal

D%y =Y (t,7,Dy)
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sii la matriu hessiana

0’F

(80 vl )

és invertible.
En tal cas, fixada una condicié inicial (¢, ¢o, ), hi ha una dnica solucié
maximal v tal que j'y(to) = (to, ¢o, Vo).
Observi’s que, tanmateix, el problema de contorn donat per l'equacid
d’Euler-Lagrange amb les condicions de contorn v(t1) = q1, Y(t2) = ¢

(condicions de contorn de Dirichlet) pot no tenir cap solucid, tenir-ne una
o diverses, o tenir-ne infinites.

Encara que hem suposat diferenciabilitat suficient per a la nostra comoditat,
convé notar que hi pot haver minims v de S% que siguin només de classe C'
a trossos, o de classe C? a trossos. Aixd estd relacionat amb que la hessiana

O?F/dv' &v? no sigui invertible en alguns punts.

Propietats i exemples
En aquesta seccié L denota una funci6é de Lagrange.

Sigui v un cami de classe C? qualsevol. Se satisfa la identitat
d [OL , . OL
Sy L) =) - 22,
dt (31}1 v ) [Liv ot

on tots els termes s’avaluen al llarg de j27.

Si 0L/ot = 0, llavors la funci6
oL .
EF=— Ul — L
o’
és constant al llarg de les solucions de 'equacié d’Euler—Lagrange de L.
Es a dir, si una lagrangiana és autonoma llavors la funcié energia E és una

constant del moviment.

Sigui v un camfi de classe C* qualsevol. Se satisfa la identitat
d /0L oL
S (2) = [0+ ==,
at (am) L) + 5

on tots els termes s’avaluen al llarg de j%.

Si OL/dq" = 0, llavors la funci6
oL
pi = o0
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és constant al llarg de les solucions de 'equacié d’Euler-Lagrange de L.

Es a dir, si una coordenada ¢* és ciclica llavors el moment corresponent p; és una

constant del moviment.

Aplicacié: geodeésiques en varietats pseudoriemannianes
En aquesta secci6 (@, g) és una varietat pseudoriemanniana.

Anomenem energia cinética la funcié T: TQ — R definida per

1 1
T(0) = 59(0,0) = 5[0l

Si I C R és un interval compacte, anomenem funcional energia el fun-
cional

1
é”[v]=/Tov’dt:§/||’y'llgdt
I I

definit en el conjunt dels camins de classe C2 I — @Q amb extrems fixats.

Sigui v: I — @Q un cami de classe C2. En una carta natural (¢,v) de TQ
tenim

d(or N or ., (o, 0

dt avj O’y aqj O’y _g t77aq‘7 .
Les geodesiques d’una varietat pseudoriemanniana sén els camins critics
del funcional energia.

A partir d’ara, per simplicitat, suposem que la meétrica és riemanniana.
Considerem la funcié

L(v) = g(v,0)"? = |lv]
que és diferenciable en el complementari de la secci6 nulla, TQ — Org. El
Juncional longitud és doncs

2l = [ Lo ar= [ 1)

Sigui y: I — @Q un cami sense punts critics, t = +'/||7’|| el seu vector tangent
unitari. Es compleix

A 9
[L)ion" = g(Vtt,aqi :

Els camins critics del funcional longitud sén les reparametritzacions de les
geodesiques de g.
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La segona variacio

Es reprenen les mateixes dades que a la secci6 2: Q, Wy, F, I, Q, Qo,
S:Q — R, ... Suposarem un grau de diferenciabilitat suficient per als
calculs que ho requereixin.

Sigui v: I — @ un cami de Q. Sigui I': J x I — @ una variaci6 de -, amb
extrems no necessariament fixats. Sigui w(-) = 0/0¢|__,I'(c,-) la seva

variaci6 infinitesimal. Escrivim també h(.) = 82/852|8:0I‘(5, ).

La segona derivada de S al llarg de la variaci6 es pot calcular com

d2

1 SIN) = #,w] + 681,

de e=0
on

Hy[w] =

2 2 2
:/<‘9Fj wiwd 42 %Fj wi Dwi 4 = DwtiJ) dt
1\ 0¢* Oq ity dq* Ov il ov* Jv jly

i, recordem,

55[7;h]—/<a€ Wt on Dhi) dt.

1\ 9% ity v ity

Si v és un cami critic de S i la variaci6 té els extrems fixats llavors el darrer
terme és nul, de manera que
d2
3| ST =,
€ le=0
En aquesta situacié la segona variacié de S en v només depen de la
variaci6 infinitesimal, i s’escriu §2S[y; w].

Podem considerar #,[w] com un funcional quadratic definit en I'espai vec-
torial {w:I — R" | w és C1, w(t;) =0, w(ty) = 0}.
La funcié de Lagrange corresponent és

G’y (t7 Yy, Z) =
_ > .1 i g FPF i g § 1 i j
= 54 00 (@) y'y +23qi 557 010 y'? + o (7(8) 2'2
Els punts critics w de H,, s’anomenen camps de Jacobi de v, i sén doncs
les solucions de I’equacié d’Euler-Lagrange definida per G, dita equacio
de Jacobi:

[Gry] oj2W =0.
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Aquesta és una equacié diferencial de segon ordre lineal i homogenia per
aw.

L’estudi del funcional H. és 1til a ’hora de determinar si els punts critics
de S sén extrems de S.

Suposem, per exemple, que S assoleix un minim en . Llavors H, ha de
ser semidefinit positiu, és a dir, H,[w] > 0 per a tot w, de manera que
w = 0 és un minim de H,.

Si w = 0 ha de ser un minim de H., es demostra que la hessiana 9>F/dv dv
ha de ser semidefinida positiva al llarg de « (condicié de Legendre).

Es poden trobar altres condicions necessaries per a tenir un minim.

Dos punts ts, t4 € [t1,t2] (0 (t3,7(t3)), (ta,7v(ts))) es diuen conjugats quan
hi ha un camp de Jacobi no idénticament nul que s’anulla en ambdds punts.

Teorema de Jacobi

Suposem F de classe C3, v un cami critic de S de classe C?, definit en
[t1,t2], amb la hessiana 92 F /v dv definida positiva al llarg de 7.

Si existeix t* < t5 punt conjugat de t1, llavors « no pot ser un minim local
de S.

En altres paraules, una solucié de I'equacié d’Euler-Lagrange no pot ser mini-

mitzant més enlla del primer punt conjugat.

Reciprocament, si el funcional .5, [w] és definit positiu, llavors S assoleix un
minim local estricte en . Hi ha criteris que permeten assegurar que tal condicié

es compleix, encara que sén relativament complicats.

Altres problemes variacionals
Funcionals amb derivades d'ordre superior

Considerem una funci6 de Lagrange L: W, — R definida en un conjunt
obert W, C R x Q x R%x .k, xR, amb variables (t,q,q1,...,q)-

Sigui y: I = [t1,t2] — Q un cami de classe C* tal que, per a tot t € I,
iFy(t) = (t,7(t),DY(t),...,DFy(t)) € Wj. Llavors esta definida la integral

Sl = / L () dt

Es poden considerar variacions

T:JxI—Q
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de ~:
Fo=7v

amb les condicions de contorn segiients fixades:
P (t) = P (t) = (bt ade - agb)
P (t2) = P71 (t) = (to, 6, @Rv - dR1) -

La variacié infinitesimal corresponent w: I — R™,

wi)= | T(),

e=0

satisfa,
w(t1) "lw(ty) =

tl :O,...7D tl O,
w(ty) =0,..., D" tw(ty) = 0.

Amb condicions de diferenciabilitat apropiades, es compleix

d .
S osirg = [ [Liwidt,
3| st /Iuw

oL d /0L d2 /0L d* /oL
o, =22 S () L S () o e ([
] dq  dt (3q1> T (3615) D dt* (561;2)

on

per a i = 1...n, i totes les derivades parcials estan avaluades al llarg de

i

v és un cami critic del funcional S amb condicions de contorn fixades sii

satisfa ’equacié d’FEuler—Lagrange
[L]ioi*y=0 (i=1...n).

L’equacié anterior és un sistema de n equacions diferencials d’ordre 2k. Es

pot escriure en forma normal sii la matriu hessiana

9L
dq. oq,

de L respecte a les derivades d’ordre més alt és invertible.

Funcionals amb diverses variables independents

Siguin U C R™ un conjunt obert, V. C R"™ un altre conjunt obert, i

W1 =U x V x R™" amb coordenades (z*,u’, u’H)

Considerem una funcié de Lagrange L: W; — R continua.
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Per a una aplicacié v:I — V de classe C', definida en un subconjunt
compacte I C U, esta definida la integral

Sl = / Ly () det. . de™,

on jly(x) = (2,7 (x), Dy’ (x)).

Suposem que I és un rectangle, I = [z}, 2] x ... x [z, 25*]. Considerem
una variacié I': J x I — V de ~: escrivint com abans I'. = I'(e,-), tenim
'y = 7. Se suposa que la variacié és amb valors fixats sobre la frontera
Fr(I):
Celeery = Ve -
La variacié infinitesimal corresponent w: I — R™,
0
w() = =— T'(e,-),
0= 52| T
satisfa
W|Fr([) =0.
Amb condicions de diferenciabilitat apropiades, es compleix
d % 1 m
—| ST = [[L)iw'da...dz™,
de e—0 I
on

d
Ll = aul Z da# <8u1 )

perai=1...n,i totes les derivades parcials estan avaluades al llarg de

it .

L’expressié Wf (z,v(x), Dy(z)) («derivada total») significa la derivada
T

parcial de la funcié composta:

d af af af

~ és una funci6 critica del funcional S amb condicions de contorn fixades
sii satisfa I’equacié d’Euler—Lagrange

[L];0j?y=0 (i=1...n),

que és un sistema de n equacions en derivades parcials de segon ordre.

Altres
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(6.6.12) Hi ha nombrosos altres problemes de tipus variacional, com ara:

les variables ¢ poden estar sotmeses a lligams

les variables (g, v) poden estar sotmeses a lligams

els lligams anteriors poden ser dependents de la variable independent
(o de les diverses variables independents)

les funcions « poden estar sotmeses a lligams no locals (per exemple,
de tipus integral)

els valors a la frontera poden no estar fixats, sind lliures, o podent
variar en una subvarietat

hi pot haver lligams unilaterals (definits per desigualtats <)

hi pot haver derivades d’ordre superior respecte a diverses variables
independents
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Fonaments de la mecanica

El llibre de la natura esta escrit en llenguatge matematic.

Usem models matematics per a descriure fenomens fisics. Com que les
afirmacions matematiques sén exactes i el nostre coneixement no ho pot
ser, descrivim la natura amb formulacions matematiques axiomatiques, les
quals caldra corregir quan la descripcié que donin de la fisica no sigui prou
acurada. Al seu torn, quan parlem de fisica el llenguatge és forcosament
imprecis; rarament farem s d’aquest llenguatge, pero és gairebé indispen-
sable per a situar el nostre objecte d’estudi.

Principis basics

Hi ha el temps, unidimensional, homogeni; la mesura que en donen dos
rellotges difereix en una afinitat. També hi ha 1’espai, tridimensional, ho-
mogeni, isotrop. Plegats formen I’ espaitemps.

Un sistema de referéncia permet etiquetar els punts de l'espaitemps mit-
jangant coordenades (t,r) € R x R3. El moviment d'un punt material o
particula es descriu en un sistema de referencia mitjangant funcions de la
forma t — r(t).

Principi de relativitat de Galileu (Galileo Galilei, 1632)
Existeixen sistemes de referéncia inercials. Es caracteritzen per les propi-

etats segiients:

e Totes les lleis de la natura s’expressen igualment en qualsevol sistema
de referencia inercial.

e Un sistema de referencia en moviment rectilini uniforme respecte a un
sistema de referéencia inercial també és inercial.

Principi de determinacié de Newton (Isaac Newton, 1687)
El moviment d’un sistema mecanic ve determinat per la posicié i la velocitat
de les seves particules en un determinat instant de temps.

L’espaitemps galilea

Un espaitemps galiled és una terna (A, 7, g) on:

e A és un espai afi de dimensié 4, I’espaitemps.
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e 7: A — R és una forma lineal no nulla, I'interval de temps, definida
en lespai vectorial A de les translacions de A.

e ¢ és un producte escalar en l’espai vectorial Ker v C A.

Els punts de A es diuen esdeveniments.

Si a,b € A sén dos esdeveniments, el seu interval de temps és el nombre
7(b—a) € R. Dos esdeveniments es diuen simultanis quan el seu interval
de temps és zero.

Ker7 C A ésun hiperpla vectorial, els elements del qual s’anomenen trans-
lacions espacials. Amb el producte escalar g és un espai euclidia, i esta
dotat de la norma euclidiana corresponent. La distancia entre dos esdeve-
niments simultanis a,b és el nombre ||b— a| = g(b —a,b — a)/?.

Notem que no té sentit parlar de distancia entre dos esdeveniments no
simultanis, ni tampoc de dos esdeveniments que ocorren en el mateix lloc

a temps diferents.

La relacié de simultaneitat és una relacié d’equivaléncia en A. Les classes
d’equivaléncia sén els hiperplans afins a + Ker 7 C A (conjunt d’esdeveni-
ments simultanis amb a).

El conjunt quocient per la relacié de simultaneitat és un espai afi T' de
dimensid 1, dit espai dels instants. T esta modelat en /T/ Kerm 2 R.
L’espai dels instants té doncs una orientacié canodnica (cap al futur): un
instant s precedeir un instant ¢ si ¢t —s > 0. De manera semblant, un
esdeveniment a precedeix un esdeveniment b si 7(b —a) > 0.

Tal com I’hem definida, ’estructura d’espaitemps galilea inclou una unitat de
mesura del temps i una unitat de mesura de la llargada. Es poden fer formulacions

axiomatiques més complicades que no fixin aquestes unitats.

El grup de Galileu

De la manera habitual es pot definir el concepte de morfisme d’espaitemps
galileans com una aplicacié que en preserva ’estructura: una aplicacié afi
que preserva 'interval de temps i la distancia entre esdeveniments simul-
tanis. Analogament es defineix el concepte d’ismorfisme d’espaitemps
galileans.
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El grup de Galileu d’un espaitemps galilea (A, 7, g) és el conjunt dels seus
automorfismes.

L’espai coordenat galiled és la terna (A, 7, g) donada per
e A=R*=R x R3,
e 7 =pry, o sigui 7(u’,u) = u,

e g és el producte escalar estandard de R? = {0} x R3 = Ker .

Tota transformacié de Galileu de R* s’escriu de forma tinica com a com-
posici6 de:
e una rotaci6 espacial (incloent reflexions)
(2°,%) = (2°,Ux), on U € O(3,R);
e una empenta galileana*
(2°,x) = (2°,x +2°u), on u € R?;
e una translacié espaciotemporal
(2%, %) — (2" +a°, x4+ a), on (a°,a) € R*.
Expressem la transformacié resultant com

g(ao’a,u)U)(xO, x) = (2° 4+ a°,Ux + 2°u + a).

L’estructura axiomatica de ’espaitemps podria ser lleugerament diferent, i aixo
comportaria un grup de simetria diferent. Per exemple, si demanem que I’espai
de les translacios espacials sigui orientat, llavors en lloc de O(3,R) apareix el

grup ortogonal especial SO(3,R).

El grup de Galileu Galy de R* és un grup de Lie de dimensi6 10 difeomorf

aR*xR3 x O(3,R).

Amb aquesta identificaci6 les operacions de grup sén
(a®,a,u,U)-(1°,b,v,V) = (a®* +°,a+ub’ + Ub,u + Uv,UV),
(%, b,v, V) = (=0°, Vv — Vb, Vv, V).

Tots els espaitemps galileans sén isomorfs.

I doncs tots els grups de Galileu (en dimensié 4) sé6n isomorfs.

4 Empenta és una possible traduccié per a boost (terme manllevat al seu torn de
la relativitat einsteiniana). Les empentes galileanes també s’anomenen transformacions
especials de Galileu. Geometricament, una d’aquestes transformacions és una transveccié
de l'espaitemps. Fisicament, és un moviment uniforme del sistema de referéncia.
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Un isomorfisme A = R* s’anomena sistema coordenat galiled, o també
sistema de referéncia galilea.

El canvi de coordenades entre dos tals sistemes és precisament una transformacio
de Galileu.

Cinematica

Sigui A un espaitemps galilea, C' C A una corba connexa de classe C!. C es
diu linia d’univers si en tot punt x € C l'espai tangent T, C C T, A = A
és transversal a ’espai de translacions espacials.

Intuitivament, una linia d’univers pot representar el conjunt d’esdeveniments que

constitueixen la historia d’una particula o punt material.

C és una linia d’univers sii, en algun sistema coordenat galilea, C' és el graf
d’un cami v: J — R3.

Aquesta propietat no depen del sistema coordenat galilea triat.
Una linia d’univers té una orientaci6é canonica, cap al futur.

A partir d’ara abandonem la formulacié geometrica de 'espaitemps galilea i tre-
ballem en sistemes coordenats galileans, en el benentés que per a cada nocié
considerada caldria analitzar com es transforma sota un canvi de sistema coor-

denat galilea.

Considerem una particula descrita per una linia d’univers C'. En un sistema
coordenat galiled és el graf d'un cami v:J — R3, a vegades anomenat
moviment o trajectoria dinamica. La velocitat de la particula a I'instant ¢
és la derivada 4(¢) = Dy(t) € R3.

Sota una transformaci6é de Galleu de la forma (2%, x) — (2%, x + 2%u + a)
la velocitat d’una particula es transforma com
vi=u+v

(llei d’addicié de les velocitats).

De manera similar es defineix ’acceleracié d’una particula (respecte a un
sistema coordenat galiled) com %(t) = D?v(t) € R3.

Un sistema de N particules ve donat per N linies d’univers en ’espai-
temps. En un sistema coordenat galilea s’expressa doncs com el graf d’una
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aplicacié x: I — R"™, amb n = 3N.
Es diu que el sistema té n graus de llibertat.

Dinamica

Segons el principi de determinacié de Newton el moviment x(¢) d’un sistema
de particules, i en particular la seva acceleracié en qualsevol instant, vénen
determinats pels valors de la posicié i velocitat en un instant donat arbitra-
ri, (to,x(to),%(ts)). Per tant, existeix una aplicacié f: R x R" x R™ — R"
tal que x(t) satisfa I’equacié de Newton

% = f(t,x,%).

Aquesta funcié f representa les «forces» que actuen sobre el sistema, en abséncia
de les quals aquest romandria en repos o en moviment rectilini uniforme (respecte

a un sistema coordenat galiled).

Reciprocament, coneguda la funcié f i donades unes condicions inicials
(to,Xo,Xo), €l teorema d’existéncia i unicitat de les solucions d’una equa-
ci6 diferencial permet determinar el moviment x(t) (basta f continua,
i continuament diferenciable respecte a (x,%), en un conjunt obert de

R1+2n).

El principi de relativitat de Galileu significa que, si s’aplica una transforma-
ci6é de Galileu a les linies d’univers determinades per una llei de la natura,
les corbes resultants també sén linies d’univers del sistema. En termes de
I’'equacié de Newton, aixo significa que les transformacions de Galileu apli-
quen solucions en solucions, i aixd imposa restriccions sobre la forma que
pot tenir f.

Aquesta invariancia implica que f no pot dependre de ¢, només depen
de les diferencies de posicions i de velocitats, x; — x; i X; — X;, de
les particules del sistema, i a més ha de ser invariant per rotacions, en
el sentit que f(Ux,Ux) = Uf(x,%x) per a U € O(3,R); aqui escrivim
Ux = (Uxy,...,Uxy).

Primera llei de Newton

Una particula lliure es mou a velocitat constant en qualsevol sistema de
referéncia inercial (o sigui, la seva linia d’univers és una recta).

Cada particula té associat un nombre m > 0 anomenat massa. En un
sistema de N particules sotmeses a forces «de la mateixa naturalesay, la
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component i-¢sima f; de f és inversament proporcional a la massa m; de
la particula. La funcié F; = mf; és la forga que actua sobre la particula
i-esima.
Segona llei de Newton
Amb aquestes notacions, ’equacié de Newton s’escriu aixi:
El producte de la massa per la velocitat s’anomena moment lineal:

Pi = miX; .

dp;
Aixi, 'equacié de Newton també s’escriu % =F; (i=1...N).

Sistema de particules a I'espai

En aquest apartat es considera un sistema de N particules de masses m;,
amb posicions r; € R3, movent-se d’acord amb I’equacié de Newton m;i; =

Fi(t,rla"'avaf‘lv"'aI.‘N)'

Suposem que les forces es poden descompondre en
F, = Z Fi; + K,
J#i
on hi ha les forces d’interaccié F;; (forca que exerceix la particula j-
ésima sobre la particula i-¢sima) i les forces externes K;.

Si les forces externes sén nulles el sistema es diu tancat.

Tercera llei de Newton

El principi d’accio i reaccio en versio feble és la hipotesi que les forces
d’interaccié satisfan

Fij = —F]’i .

La versi6 forta del principi exigeix, a més, que F;; ocr;; =r; —r;.

Per a un sistema de N particules es defineixen les funcions segiients:
> M
mg

e moment lineal total: P =5 m;¥;;

e centre de massa: R =

e moment angular total: L =5 r; x (m;1;).

Es compleix P = MR, essent M = " m; la massa total.
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Suposem que les forces d’interaccié satisfan el principi d’accié i reaccié
feble. Llavors, al llarg d’una trajectoria dinamica,

. dP
Si el sistema és tancat, el centre de massa es mou en moviment rectilini
uniforme, i el moment lineal total és una constant del moviment?®.

Suposem que les forces d’interaccié satisfan el principi d’accié i reaccié fort.
Llavors, al llarg d’una trajectoria dinamica,

%:ZI‘Z‘XKZ'.

Si el sistema és tancat, el moment angular total és una constant del movi-
ment.

L’energia cinética és la quantitat
1.
Es diu que F(r) és una forgca conservativa® si és de la forma
F=-VU,

per a certa funcié U(r) anomenada energia potencial.

Si el domini de U és connex, U esta determinada llevat d’una constant
additiva.

En aquesta expressié V denota l'operador gradient en 1’espai euclidia R™.

Per a un sistema de N particules en R® podem escriure V = (Vi,...,V ), essent

V; Poperador gradient en la i-ésima copia de R3, de manera que F; = —V,;U.

El treball realitzat per la forca F al llarg d’un cami v: I — R™ és la integral
de linia fv F-de.

Considerem una forca de la forma F(r). Llavors F és conservativa sii el
treball realitzat per la forca al llarg de qualsevol cami només depen dels
punts inicial i final del cami.

Un sistema es diu conservatiu quan la forca és conservativa. En tal cas
s’anomena energia total la suma de les energies cinetica i potencial,

E=T+U.

5Es a dir, és constant al llarg de les trajectories dindmiques; vegeu apéndix.
SProbablement seria més correcte dir-ne forca conservadora.
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Al llarg d’una trajectoria dinamica es compleix

dT
= (i),

Si la forca és conservativa l’energia total és una constant del moviment.

Una forga es diu forga central si és de la forma
r
F = -
f0%,

on r = ||r|| és la distancia a Porigen i r/r és el vector radial unitari.

Una forga central és conservativa, amb energia potencial només dependent
de r.

L’energia potencial corresponent a F és U(r) = — f fp

Considerem un sistema de particules amb forces d’interaccié centrals: F;; =
fij(rij)eij, on ri; = ||I‘1JH i €;; = rij/rij- Suposem també que aquestes
forces satisfan el principi d’accié i reaccid, la qual cosa equival a afirmar
que les funcions f;; satisfan la condicié de simetria f;; = fji.

Amb les hipotesis citades, les forces d’interacci6é sén conservatives: F;; =
—V,;Uij, i energia potencial del sistema té la forma U = ZDJ Uij(rij).

Si el sistema és tancat i les forces d’interaccié sén conservatives i satisfan
el principi d’acci6 i reaccié aleshores hi ha 10 quantitats conservades:

o P
Pt
e R—— =
P2
E=T = — 4+ Te
. +U =g+ ha+U,

(] L:R><P+£re1.
Aquestes quantitats es corresponen amb els 10 generadors infinitesimals del grup
de Galileu (translacions espacials, empentes, translacié temporal i rotacions, res-
pectivament) via el teorema de Noether.
L’existéncia d’un gran nombre de quantitats conservades facilita la integracié de

les equacions del moviment.

El problema dels dos cossos

Considerem dues particules de masses m;, mg movent-se a R? amb po-
sicions ry, ro i sotmeses a forces d’interaccié mi#; = Fia, mots = Fay,



(7.7.2)

(7.7.3)

(7.7.4)

(7.7.5)

(7.7.6)

X. Gracia — Ampliacié de Mod. Mat. de la Fisica. Definicions i resultats — 16 jul 2024 73

tals que Fo; = —Fy2 (llei d’accié i reaccid), i de la forma Fi2 = F(r), on
r =ro —ry és la posicio relativa.

miry + meors

Denotant també per R = ————== la posicié del centre de massa
mi + mo
tenim un canvi de coordenades (r1,rs) — (R,r), amb
m m
ry :R—|—72r, r2:R—72r.
mi + mo mi1 + mo

En aquestes coordenades les equacions de Newton s’escriuen

R = Oa ‘[LI‘:F(I'),
on u és la massa reduida, p=1/(1/my1 + 1/ms).
Notem que si mi1<<me llavors p = my (1 + 0 (@)>, R=r>+0 (ﬂ)

ma m2

La hipotesi sobre les forces remet la integracié del problema inicial de sis graus
de llibertat a un problema de tres graus de llibertat. Amb hipotesis addicionals

es reduira aquest problema a un problema amb menys graus de llibertat.

Si la forca d’interaccid és central F = —V U (r), on U és una funcié energia
potencial i r = ||r|| = ||ra — r1]|. D’aquesta manera ’evoluci6 de la posicié
relativa és equivalent a la de I’evolucié d’una particula de massa p sotmesa
a una forga central de potencial U, ui = =V U(r).

Per a aquest problema el «moment linealy p = ur no es conserva, pero
si que ho fan el «moment angular» £..; = r X p i '«energia totaly F,, =
% pi? +U.
A partir d’ara eliminem el subindex «rel».
El moviment té lloc en el pla ortogonal a £. Introduint-hi coordenades
polars

r=rcos¢, Yy=rsing
s'obté ¢ = ||€]| = pr2¢, E = i + co+ U(r).

2ur?
2
Fixat el valor de ¢, tenim 1’energia potencial efectiva Ud(r) = o3 T
wr
U(r).
Obtenim

| 5 .0
r=E L E-Ua(r), o= 5.

El moviment radial d’'una particula en un camp central d’energia potenci-
al U, amb energia total £ i moment angular ¢, és el moviment corresponent
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a un problema unidimensional amb energia potencial U i energia total E.

L’equacié de les orbites en coordenades polars és

dr  1r%\/2u(E — U (1)) .

dé ]

Teorema de Bertrand

Els tnics camps centrals a R® que posseeixen orbites fitades i aquestes sén «tan-
cades» sén:

e l'oscillador harmonic, U = %k)rQ (k> 0);

e el problema de Kepler atractiu, U = —% (k> 0).
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Mecanica en una varietat riemanniana

Totes les aplicacions considerades sén diferenciables. La variable ¢t € R
s’anomena temps ja que s’identifica al temps fisic.

L’equacié de Newton

En aquest apartat (M, g) és una varietat riemanniana, dotada de la seva
connexi6 de Levi-Civita i la corresponent derivaci6 covariant V. La metrica
g defineix I'isomorfisme musical §g: TM — T*M.

Un sistema dinamic newtonia és una terna (M, g, F) on
e M és una varietat diferenciable, dita espai de configuracions;
e ¢ és una metrica riemanniana en M, la métrica de [l’energia
cinética;
o F: M — T*M és 1-forma diferencial en M, anomenada forga.
Mitjancant I'isomorfisme musical la forga es pot descriure equivalentment
per un camp vectorial F' en M tal que

F=§oF.

Sigui v:I — M un cami en M. La seva velocitat v/ € X(v) és un camp
vectorial al llarg de v, per tant és equivalent a una 1-forma diferencial al
llarg de v que denotarem per p, € Q!(v):

Py =) =go7"
Es el moment associat a .

L’equaciéo de Newton per a un cami -y és

vt Dy = Fo v,
0, equivalentment,
Vw’ =Fo Y-

Anomenem trajectories dindmiques les seves solucions.

Si la forga és nulla llavors les trajectories dinamiques sén les geodeésiques de g, i

el moment es trasllada parallelament al llarg de ~.

Expressio coordenada
Considerem coordenades (x%) en M, i expressem g = 9ij dz® @ da?; siguin
Ffj els corresponents simbols de Christoffel.
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Si v s’expressa z'(t), llavors 7/ té components () i p, té components
gij(z)#’. Expressem també F = F;dz*, de manera que F' = F'9/0x", amb
F, = g;; FY.
Llavors ’equacié de Newton s’expressa

it + T (x)d'd? = FF(x)
o també

pj — Iiy(@)i'pr = (o).

El treball de la forca F al llarg d’'un desplagament arbitrari v: I — M és
la integral de linia de F al llarg de ~:

/’y*(]:) = /(]—'o’y,'y’> dt.
I I
L’energia cinética és la funcié T: TM — R definida per

T(0) = 39(0,0)

La variacié de l'energia cinetica al llarg d’una trajectoria dinamica és el
treball efectuat per la forca al llarg de la mateixa.

Forces conservatives
En aquest apartat (M, g, F) és un sistema dindmic newtonia.

Un sistema dinamic newtonia és conservatiu si la forca és una 1-forma
diferencial exacta:

F =-—dV,
on V:M — R és una funcié anomenada energia potencial. En una
varietat connexa V esta determinada llevat d’una constant.

La relaci6é corresponent entre F'i V' és doncs
F=—gradV.

Una condicié necessaria perque la forca sigui conservativa és que F sigui

_ . e 7 . 1 _
tancada, dF = 0. Aquesta condicié és suficient quan Hjg (M) = 0 (per
exemple, si M és simplement connexa).

Si el sistema és conservatiu amb energia potencial V', es defineix la funcié
energia (total, o mecanica) E: TM — R per

E=T+V;
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en aquesta expressio s’interpreta, fent un abis de notacid, V' com una funcié
en TM.

Sigui v un cami qualsevol.

d , , /
F(Ee7)=9(Ver = Fov,v).

Teorema de conservacio de l’energia

En un sistema conservatiu I’energia és una quantitat conservada’.

Un punt p € M es diu punt d’equilibri del sistema newtonia quan el cami
constant igual a p és una soluci6 de ’equacié de Newton. Aix0 equival a afirmar
que p és un punt critic del camp vectorial F, i, en el cas conservatiu, que p és un

punt critic de la funcié V.

Forces dependents de la velocitat i del temps

La definici6 de sistema dinamic newtonia es pot generalitzar facilment per a
considerar forces dependents de la velocitat, del temps, o d’ambddés. Només
cal incloure aquesta dependeéncia addicional dins la forga.

Sigui 7: TM — M la projecci6é natural.

La dependéncia en la velocitat s’obté considerant que la forga, en lloc de ser
una 1-forma diferencial o camp vectorial en M, és una 1-forma diferencial
o camp vectorial al llarg de 7: F € Q1(7) o F € X(7).

D’aquesta manera l'equacié de Newton es pot escriure V,p, = F o7 o
Vw’ =Fo ")/,.

La dependeéncia en el temps s’obté considerant que la forca és una 1-forma
diferencial o camp vectorial al llarg de la projeccié R x M — M.

La dependeéncia en la velocitat i el temps s’obté considerant que la forca és
una 1-forma diferencial o camp vectorial al llarg de la projeccié R x TM —
M.

En aquest cas l'equacié de Newton es pot escriure Vyp, = F(t,7'(t)) o
V' = F(t,7'(1)).

"Es a dir, és constant al llarg de les trajectories dinamiques; vegeu apéndix.
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Sistemes amb lligams. Principi de d’Alembert

Sigui (M, g, F) un sistema dinamic newtonia. Sovint es planteja la situacié
de que hi ha una for¢a suplementaria R, que depén de 'estat del sistema,
i que fa que aquest evolucioni dins una subvarietat S C M. Una hipotesi
simple sobre R permet determinar facilment el moviment.

Un sistema dindmic newtonid amb lligams holéonoms esta definit
per

e un sistema dinamic newtonia (M, g, F);

e una subvarietat S <> M: subvarietat de lligams (holonoms);

e l'assignaci6, a cada cami v:I — M contingut en S, d’'una 1-forma

diferencial R € Q'(v): forca de lligam.

La forga de lligam es pot definir equivalentment per R € X(y), amb R =
goR.
La forca a que és sotmes el sistema és doncs F oy + R.

La forca de lligam es diu ideal quan satisfa el principi de d’Alembert:
la forca de lligam és ortogonal a la subvarietat:

J(R) =0,
on usem la projeccié T)j: T;(p)M — T3S per a definir una mena de pull-
back j*(R) € Q' (7,):

F*(R)(t) = Ty 9)J - R((t)),
amb v = j o 7o.
Que el lligam sigui ideal també s’expressa dient que el treball realitzat per
R al llarg de qualsevol cami en S és nul.
També equival a afirmar que, per a tota t, R(y(t)) és ortogonal a S (o sigui,
a T, »S), ja que j*(R)(t) = g(R(t),), on els dos membres s’apliquen a
vectors de T, ) S.

La dinamica d’un sistema newtonia amb lligams ideals ve regida pels prin-
cipis segiients:

e v ésdins S,

e Viv/=Fovy+R,

e la forca de lligam és ideal.
Les incognites son les trajectories dinamiques v i les forces de lligam cor-
responents R.
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La formulacié donada pot generalitzar-se. D’una banda, la for¢a F pot de-
pendre del temps i la velocitat. D’altra banda, els lligams poden dependre
del temps (lligams reonoms), o dependre de la velocitat (lligams no
holonoms); en aquest cas hi ha un principi similar al de d’Alembert que
regeix el moviment.

Sigui (M, g, F) un sistema dinamic newtonia, S C M una subvarietat.
El pull-back per la inclusié j: S < M defineix una metrica riemanniana
g° = j*(g9) i una 1-forma diferencial F° = j*(F) en S. S'obté aixi el
sistema dinamic newtonida induit sobre S: (S, g%, F%).

Si el sistema original és conservatiu amb F = —dV llavors el sistema induit
també ho és, amb F¥ = —dV*®, essent I’energia potencial Vo = j*(V)
(restriccié de V a S).

La dinamica obtinguda d’'un sistema newtonia (M, g, F) pel principi de
d’Alembert sobre una subvarietat de lligams holonoms S C M coincideix
amb la dinamica del sistema newtonia induit (S, g%, F*).

La forca de lligam és el component normal de Vv — F oy respecte a S.

Sistemes de particules a I’espai amb lligams ideals

Considerem un sistema de N particules a I'espai R? (per exemple), amb
masses mi, ... , my i posicions x1, ... , Xy, sotmeses a la segona llei de
Newton

maxa = Fa (ta X, X)7

amb x = (X1,... ,XN).

Podem descriure-ho com un sistema dinamic newtonida amb les dades
seglients:

o M =R3V,

e g=> Mmuga, amb g, la metrica euclidiana de la a-ésima copia de R3:
Jo = dxq-dx, = dzl @ dzl + d2? @ do? + d2d @ da?,

o F =) F,-dx,.

Donat un cam{ x = (xy,... ,xy) en M identifiquem la seva velocitat x’
amb la funcié vectorial x = (X1,... ,Xx), 1 el seu moment px = Y MyXq -
dx, amb la funcié vectorial p = (m1%X1,... ,mNXN).
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Llavors 'equacié de Newton V;p, = F del sistema newtonia coincideix
amb la segona llei de Newton.

Suposem donades 3N — s relacions entre les posicions (lligams)

Gu(x1,... ,xN) =0

(les suposem independents del temps per simplicitat). Sigui S C R3*V el
subconjunt que defineixen. Siles d¢,, sén linealment independents en cada
punt de S i S no és buit, llavors S és una subvarietat de dimensié s.
Suposem que hi ha unes forces de lligam R, ma%Xo = Fo + Rea, que
obliguen el sistema a romandre dins la subvarietat de lligams S, x € S. Si
aquestes forces de lligam sén ideals, el moviment és el del sistema newtonia
induit (S, g%, F9).

Aquesta hipotesi se satisfa en molts sistemes mecanics.

Equacions de Lagrange

Sigui (M, g, F) un sistema dinamic newtonid, amb energia cinética 7. Con-
siderem coordenades (z%) de M i les coordenades naturals corresponents
(z%,v") de TM, i escrivim F = F; da’.
Un cami v: I — M és solucié de I'equacié de Newton sii se satisfa 1’equacio
de Lagrange de segona espécie

(i(gg;o'y’>gj;ofy’fjo’y (j=1...m).
(Una expressi6 similar val si la forca F depeén de la velocitat.)

Sigui (M, g, F) un sistema dindmic newtonia conservatiu, amb energia po-
tencial V: M — R: F = —dV. La funcié lagrangiana del sistema és
L=T-V

(on es considera V' com una funcié en TV).

Considerem un sistema newtonia conservatiu amb lagrangiana L.
Un cami v: I — M és solucié de 'equacié de Newton sii se satisfa I’ equacio
de Lagrange de primera espécie (o simplement equacié de Lagrange)

d (oL )\ oL , .
(it((%joly)_@xjo’y_o (]—1m)

Considerem encara un sistema newtonia (M, g, F) i una subvarietat j: S —
M amb forces de lligam ideals. La dinamica corresponent en S és la donada
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pel sistema newtonia induit (S, g%, F°), i equival a I'equacié de Lagrange
de segona espécie amb energia cinetica 7% = (T5)*(T).

Si el sistema és conservatiu llavors F° = —dV* on V° = j*(V), de manera
que la dinamica induida esta definida per ’equacié de Lagrange de primera
espécie donada per la lagrangiana LS = T — V¥ = (Tj)*(L).
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Formalisme lagrangia

L’equacié d’Euler—Lagrange

Un sistema dinamic lagrangid és un parell (Q, L) on
e () és una varietat diferenciable, dita espai de configuracions,
e : TQ — R és una funcié diferenciable, anomenada funcio lagran-
giana, o simplement lagrangiana.

La definicié anterior correspon a una lagrangiana autonoma de primer ordre. El
formalisme es pot adaptar per a considerar lagrangianes no autonomes i lagrangi-
anes d’ordre superior. En lloc d’una variable independent, se’'n poden considerar

diverses; llavors obtenim una descripcié lagrangiana d’una teoria de camps.

Si I C R és un interval compacte, es pot considerar el conjunt dels camins
~v: I — @ de diferenciabilitat apropiada, i el funcional accié de L (sobre I)

Sl = / L(+/(1)) dt.

La variable independent ¢t € R s’acostuma a anomenar temps, ja que usu-
alment es correspon amb el temps fisic en els problemes estudiats amb el
formalisme lagrangia. El cami v pot representar aixi una possible evolucié
temporal de I'estat d’un sistema fisic. Anomenarem trajectories dinamiques
els camins v que efectivament siguin possibles evolucions temporals del sis-
tema d’acord amb els principis fisics.

Principi de Hamilton (William R. Hamilton, 1834)

Les trajectories dinamiques d’un sistema dinamic lagrangia sén els

camins critics del funcional accid.

El principi de Hamilton també es coneix com a principi de 'accid estaciondria (o
principi de la minima accid, ja que sovint les trajectories dinamiques sén minims
del funcional). El nom de principi de ’accié estaciondria, de fet, s’aplica a tota
una familia de principis variacionals, dels quals el principi de Hamilton és la

instancia més important.

De forma més precisa: un cami v: I — @ de classe C? és una trajectoria
dinamica del sistema sii, per a qualsevol interval compacte J C I, «y|; és
un cami critic del funcional acci6 definit per L integrant sobre J al llarg de
camins amb els valors fixats sobre 0J.
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D’acord amb els resultats basics de la teoria del calcul de variacions, si
(¢%)i=1...n és un sistema de coordenades de Q, i (¢, v*) s6n les corresponents
coordenades naturals de T'Q), llavors un cami v és una trajectoria dinamica
del sistema sii satisfa 1’equacié d’FEuler—Lagrange:

%(7’&)) - % (35(7’@))) =0 (i=1...n).

Formulacié geomeétrica de I'’equacié d’Euler—Lagrange

L’equacié d’Euler—Lagrange admet diverses descripcions geometriques. Tot
seguit en donarem una de tipus «hamiltoniay.

Sigui L: TQ — R una lagrangiana. Anomenem energia lagrangiana de L
(o simplement energia) la funcié Er: TQ — R definida per
Er=Arg-L—-L,
on Arg és el camp de Liouville de TQ.
També es pot expressar
EL(v) = (FL(v),v) - L(v),
on FL és la derivada fibrada de L.

La 1-forma de Lagrange de L és la 1-forma diferencial 0, € Q'(TQ)
definida per

0 ='JodL,
on J és Pendomorfisme vertical de T(TQ) i *J és el corresponent endomor-
fisme transposat de T*(TQ).

La 2—forma de Lagrange de L és la 2—forma diferencial wy € Q%(TQ)
definida per

wy, = —déy, .
Defineix un morfisme de fibrats vectorials

wL: T(TQ) —» T (TQ), ©r-ay =iaq,wr(v).

Ezxpressions locals

Considerem coordenades naturals (¢*,v?) de TQ. Laxament, anomenarem
moments les funcions

. 0L

pi = 90t
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Llavors, sobre ’obert coordenat,

Ep=piv' — L,
0r =p; dq’,
) 0L ) , 0L - ,
:dz/\d/\zzidl/\d] 7d1/\d]
WL = CEN D= g 4T N uiger 41N

Sigui £&:1 — TQ un cami. Les aplicacions &y, o §’ = igwyr i dEL o £ s6n

1-formes diferencials al llarg de £. Suposem que en coordenades s’expressa

£(t) = (¢'(t),v*(t)), de manera que &' (t) = (q*(t),v"(t); ¢*(t), v*(t)). Llavors
aLOé/_dELOé-:

oL d /oL ; y oo
= (8q1 ogdt(a’ui of))dq o§+(q 7U)dpzo€.

El darrer terme s’anulla si £ és I’aixecament canonic d’'un cami en @, £ = 7.
D’aqui es dedueix que un cami v: I — @ satisfa ’equacié d’Euler—-Lagrange

sii satisfa ’equacié diferencial
- /
LynWy, = dEL oy .
Aquesta és una de les diverses maneres d’escriure geometricament l’equacid

d’Euler-Lagrange.

En alguns casos, i més particularment quan la lagrangiana és regular, les solucions
de I’equacié d’Euler—Lagrange es poden descriure com a corbes integrals d’un cert
camp vectorial. Des d’un punt de vista teoric, aix0 ja permet descriure totes les
solucions de l'equacié. Anem a detallar quines condicions han de satisfer tals
camps vectorials.

Usem la notacié f =9 per a indicar que els dos membres coincideixen en el

subconjunt V.

Sigui V' C TQ una subvarietat, Y € X(TQ) un camp vectorial. Les corbes
integrals de Y contingudes en V sén aixecaments tangents de solucions de
I’equacié d’Euler—Lagrange sii Y satisfa les equacions

iwa = dEL s
\%
TrgoY =1Idpg.
TQ v TQ

Notem que la segona no és més que la condicié de segon ordre, que assegura que,

sobre V| les corbes integrals de Y sén aixecaments de camins en Q.

Direm que Y és un camp lagrangia sobre V.
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Lagrangianes regulars
En aquesta seccié6 L: TQ — R és una lagrangiana.

S’anomena aplicacio de Legendre de L la derivada fibrada de L:
FL:TQ — T*Q,

definida per FL(vy) = DLg(vq), amb Ly = Lt q.

També s’anomena transformacié de Legendre, tot i que en propietat només s’hau-

ria d’usar quan sigui un difeomorfisme. D’altra banda, ’expressié transformacié

de Legendre també s’usa per a denotar la transformacié que assigna a la funcié

lagrangiana L € C*°(TQ) la funci6 hamiltoniana H € C*°(T*Q), com es veura

en el tema seglient.

Una altra aplicacio rellevant és la hessiana fibrada de L, que en aquest cas
és

F2L:TQ — Hom(TQ, T*Q) = T*Q @ T*Q,
definida indistintament per F2L(v,) = D(FL)4(vq) = D?Ly(vy).

En coordenades naturals (¢*,v*) aquestes aplicacions s’escriuen

oL
L = D b p; = )
FL(g.0) = (@.5) ambpi= o
0?L
2 — =
F°L(q,v) = (¢, W) amb Wi = ENT R

Les condicions segiients sén equivalents:
i) FL és un difeomorfisme local.
ii) Per a cada v € TQ la forma bilineal F2L(v) és no-degenerada.
iii) La 2—forma de Lagrange wy, és no-degenerada, és a dir, &r: T(TQ) —
T*(TQ) és un isomorfisme.

Expressant-ho en coordenades, qualsevol de les afirmacions anteriors es
compleix sii det W # 0 arreu.

Una lagrangiana que satisfa qualsevol d’aquestes condicions equivalents s’a-
nomena lagrangiana regular.

Si L és una lagrangiana regular llavors existeix un tinic camp vectorial Y7,
que satisfa ’equacié
iyL wr, = dEL .

Aquest camp vectorial satisfa la condicié de segon ordre.
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En coordenades naturals, el camp lagrangia s’expressa
9 4 [ OL L )\ 9

Y =" - Wl i T T = J —
L=v oq’ + (6qk ovk 8qﬂv ovt’

on (W) és la matriu inversa de la hessiana (Wy;).

Si L és regular, les solucions de 'equacié d’Euler-Lagrange es corresponen
amb les corbes integrals de Y. Per tant, per a cada v € T@ hi ha una
unica solucié maximal amb condicié inicial v.

Simetries i constants del moviment

Un dels avantatges de les formulacions lagrangiana i hamiltoniana de la
mecanica és que faciliten Iestudi de les simetries® i les constants del movi-
ment, la qual cosa és molt beneficiosa, ja que ajuden a integrar les equacions
del moviment.

L’energia Fp, és una constant del moviment.

De fet, en el context dels sistemes lagrangians no-autonoms, Er, és constant del
moviment sii 0L/dt = 0.

Sigui ®: TQ — TQ un morfisme d’espais fibrats. Les propietats segiients
sén equivalents:
e Existeix una aplicacié p: Q — @ tal que ® = Tp.
e Per a cada cami &: 1 — TQ aixecament tangent d'un cami en @, el
cami @ o & també ho és.

Si® =Te: TQ — TQ, es compleix:
e O, (A)=A, on A és el camp de Liouville de TQ.
e T®oJ=JoT®, on J és 'endomorfisme vertical de T(TQ).
e SiY € X(TQ) satisfa la condicié de segon ordre, ®.(Y) també.

Sigui ¢: QQ — @ un difeomorfisme, i sigui ® = Ty el seu aixecament al
fibrat tangent. Si L: TQQ — R és una lagrangiana llavors es compleix:
O*(0r) = 0p-(1y), P (wr) =wae(r), P (EL)= Eo=(r)-
A més, si L és regular,
¢*(YL) — Yq;.*(L) .

8Vegeu apendix.
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Sigui : Q — @ un difeomorfisme tal que L és invariant per Ty. Llavors:
e si v és una solucié de I'equacié d’Euler-Lagrange, ¢ oy també n’és
solucio;
e Ty deixa invariants les formes de Lagrange i I'energia;
e si L és regular Ty deixa invariant el camp lagrangia Y7,.

Sigui X € X(Q) tal que XTL = 0. Llavors el flux F'* de X aplica solucions
de 'equacié d’Euler—Lagrange en solucions.

Sigui L: TQ) — R una lagrangiana. Una simetria de Noether de L és un
camp vectorial X en @ tal que deixa L «quasiinvarianty, és a dir, existeix
una funcié F:Q — R tal que

XT.L=dF;
aqui CTF:TQ — R és la funcié lineal definida per la diferencial de F,
dF(vg) = (dF(q), vq)-

Teorema de Noether

Sigui X una simetria de Noether de L, amb XT-L = dF. Llavors la funcié
G={0,,X"Y~Forg,

que també s’expressa G(vg) = (FL(vq), X (q)) — F(q), és una constant del

moviment.

L’enunciat del teorema de Noether és molt més general. Observem tan sols que
és valid en el cas de lagrangianes dependents del temps, amb X = a'0/9q¢" i F

també dependents del temps, ja que, per a qualsevol cami en T(Q, es compleix la

Sigui (¢') una carta de Q. Es diu que la coordenada ¢* és una coordenada
ciclica si 0L/0q¢* = 0. Llavors el moment associat corresponent, pp =
OL/Ov* | és una constant del moviment.

Lagrangianes mecaniques

Sigui (Q,g) una varietat pseudoriemanniana.  Anomenem energia
cinética la funcié quadratica T: TQ — R definida per la métrica:

1
T(vg) = igq(quvq)'
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Una lagrangiana mecanica en @) és de la forma

L=T-V,
on V:@Q — R és una funcié en @ (considerada com a funcié en TQ) ano-
menada energia potencial.

Hi ha altres notacions possibles freqiients, com ara L = K — U.

Si L =T —V és una lagrangiana mecanica llavors:

e La transformacié de Legendre de L coincideix amb l’isomorfisme mu-
sical definit per la métrica (i doncs és un difeomorfisme):
FL=g:TQ — T*Q.
e La hessiana fibrada en cada punt coincideix amb la métrica, F2L(v,) =
9q € T;Q @ T7Q:
.7:2L =goTq.

Si L és homogenia de grau k, Er, = (k—1)L.

Per a una lagrangiana mecanica L = T'—V D’energia lagrangiana coincideix
amb '’energia mecanica

Er=T+V.

Per a una lagrangiana mecanica sense energia potencial, L = T, el camp
lagrangia és ’esprai geodesic de la metrica:
Y, =8,.

Les solucions de I'equacié d’Euler-Lagrange de L sén les geodeésiques de g.

Per a una lagrangiana mecanica L =T — V el camp lagrangia és
Yy =8, — (grad V)V,
on el darrer terme és I'aixecament vertical de grad V € X(Q).

Les solucions de 'equacié d’Euler-Lagrange de L sén les solucions de 'e-
quacié Vv = —(grad V) o 7.

Sistemes amb lligams holonoms

Sigui (@, L) un sistema dinamic lagrangia, i sigui j: Qo — @ una subvari-
etat. Mitjancant la inclusié Tj: TQo < TQ podem definir L, = (T5)*(L),
de manera que obtenim un nou sistema dinamic lagrangia, (Qo, Lo).

Si L =T — V és una lagrangiana mecanica, llavors L, també ho és: L, =
T, — Vo, on T, és lenergia cinética de la meétrica g, = j*(g) (suposat
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que efectivament sigui no-degenerada, cosa que sempre es complira si g és
riemanniana) i V, = j*(V).

El sistema induit (Qo, Lo) de fet correspon a l'aplicacié del principi de d’A-
lembert al sistema original i a la subvarietat donada (les forces de lligam
sén ideals). Molts sistemes fisics compleixen aquest principi. La seva va-
lidesa s’estén als sistemes dependents del temps, i també se’n pot fer una
adaptaci6 per als sistemes amb lligams no-holonoms.

Observi’s també que les trajectories de (Qo, Lo) s6n els camins critics del
funcional accié de L quan se’n fan variacions contingudes en la subvarie-
tat Qo.

Generalitzacions de les lagrangianes mecaniques

Potencials dependents de la velocitat

Sigui Lo: TQ — R una lagrangiana. Sigui o € 2'(q), la qual cosa equival
a donar una funci6 lineal a: TQ — R. Podem considerar la lagrangiana

L=L,+a.
Llavors tenim

FL=FL,+aoTg,

F?L=F?Lo,

0L =0, +175(),

wr, = wr, — 17g(da),

E,=E, .
Si L, és regular llavors L també ho és. El camp lagrangia Y de L es pot
escriure doncs de la forma

Y=Y,+7,

on Y, és el camp lagrangia de L, i Z és un camp vectorial vertical en TQ
que es pot determinar a partir de les dades.

La descripcié anterior s’utilitza en la formulacié lagrangiana de la particula car-

regada en un camp electromagnetic.

Forces no conservatives
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Sigui L una lagrangiana regular en (), amb camp lagrangia Y. Es pot
considerar un nou camp vectorial dinamic

Y=Y.+Z2,
on Z és un camp vectorial vertical que representa forces addicionals sobre
el sistema. Aixi, Y defineix encara una equacié diferencial de segon ordre.
El camp vectorial Z recull les forces que no es poden incorporar dins la
lagrangiana.
Hi ha una correspondeéncia entre camps vectorials verticals Z en TQ i camps
vectorials Z, al llarg de 7q: Z(v) = A(v,Zo(v)), on A és 'aixecament
vertical de TQ.
En el cas d'una lagrangiana mecanica L = T — V ’equaci6é de segon ordre
definida per Y s’escriu V' = —gradV oy + Z, o v'.

Un sistema dissipativ és el definit a partir d’'una lagrangiana mecanica
L =T —V per 'addicié al camp lagrangia Y7 d’'un camp vertical Z tal
que 27T < 0. Si € és una corba integral de Y =Y, + Z, i E=T+V és
Ienergia mecanica, llavors d(E o £)/dt < 0.

Lagrangianes singulars

En fisica teorica, i més especificament en les teories relativistes, les lagrangia-
nes singulars sén indispensables. Considerem per exemple la descripcié d’una
particula en I’espaitemps de Minkowski M (o en qualsevol espaitemps lorentzia).
La seva linia-mén és una corba C de génere temporal dins M, i, atés que no
hi ha un temps absolut, qualsevol parametre és valid per a parametritzar-la. Si
es vol preservar aquesta llibertat, hom es troba empes a considerar lagrangianes

invariants per reparametritzacions, que sén necessariament singulars.

Una lagrangiana es diu stngular quan no és regular.

Aixo significa que la hessiana fibrada F2L de L és degenerada en alguns
punts; en coordenades, det W = 0 en alguns punts.

Normalment hom es refereix a lagrangianes que sén singulars en tot punt.
En lestudi de les lagrangianes singulars sovint se suposa que el rang de la
hessiana és constant.

Una lagrangiana és invariant per reparametrizacions quan ’accié S
és invariant per reparametritzacions, és a dir, si per a tot difeomorfisme
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creixent ¢: J — I es compleix S[y o ¢] = S[y]. Necessariament L ha de ser
autonoma. També es veu facilment que L ha de ser singular.

Sigui L: TQ — R. Sén equivalents:
e [ és invariant per reparametrizacions.

e [ és homogenia de grau 1.
e F; =0.

Per a una lagrangiana qualsevol FEr(v) = F2L(v)-v.

Si L és homogenia de grau 1 llavors v € Ker F2L(v), de manera que L és
singular.

En general, si L és una lagrangiana singular interessa determinar:
e ¢l conjunt de punts V' C T@Q per on passen solucions de l’equacié
d’Euler-Lagrange;
e la multiplicitat de les solucions que passen per un punt donat v € V.
En situacions prou «regulars» es troba una subvarietat V' i una familia afi
de camps vectorials en V de la forma

T
Y=Y, + > AT,
i=1
amb \; funcions arbitraries, tal que les solucions de l’equacié d’Euler—
Lagrange son precisament les corbes integrals d’aquests camps vectorials.
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Formalisme hamiltonia

Sistemes dinamics hamiltonians

Un sistema dindmic hamiltonia és una terna (M,w, H) on

e )M és una varietat diferenciable, anomenada espai de fases;

e w és una forma simplectica en M;

e H: M — R és una funci6 diferenciable, anomenada funcié hamilto-
niana, o simplement hamiltoniana.

La hamiltoniana té un gradient simplectic
Zy=wodH.

La dinamica del sistema hamiltonia esta definida per aquest camp vectorial.
Per a un cami &: I — M, 'equacié diferencial corresponent

§'=Zno¢
s’anomena equacto de Hamilton. També s’escriu

tgw=dH .
Com en el formalisme lagrangia, anomenem temps la variable independent,
ja que sovint s’identifica amb el temps fisic.

Si £ és una soluci6é de l'equacié de Hamilton i f: M — R és una funcid,
llavors
d(f-¢)
—q - UhHbeg
Ezxpressio en coordenades
Suposem que (z¢,3;) sén coordenades de Darboux per a w (és a dir, w =
dzAdy;). Llavors, si £ s'hi expressa com (z(t), y(t)), Pexpressié coordenada
de ’equacié de Hamilton és

da? . oOH
= v H =
dt {l‘ ) } ayl k)

ar ~ el =g

Una funcié f: M — R és una constant del moviment sii {f, H} = 0.
Les constants del moviment formen una R-algebra de Lie.
H és una constant del moviment.
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Més generalment, es podria considerar una hamiltoniana dependent del temps,
aixi com funcions dependents del temps. En tal cas es té

de manera que H és una constant del moviment sii 0H/dt = 0.

Simetries dels sistemes dinamics hamiltonians

Siguin (M;,w;, H;), i = 1,2, sistemes dinamics hamiltonians. Un difeomor-
fisme p: M7 — Ms es diu isomorfisme si

o p*(w2) = wi,
L] (p*(HQ) = Hl.

Sigui ¢: My — M un isomorfisme de sistemes dinamics hamiltonians. Lla-
vOors:

* 0u(Zn,) = Zn,.
e L’aplicacié &1 — ¢ o &1 és una bijeccid entre els conjunts de solucions
de les respectives equacions de Hamilton.

Sigui (M,w, H) un sistema dindmic hamiltonid. Un isomorfisme amb ell
mateix s’anomena automorfisme, o simetria. Es dones un difeomorfisme
p: M — M que deixa invariants w i H.

Analogament, anomenem simetria infinitesimal del sistema un camp
vectorial X € X(M) el flux del qual esta format per simetries finites, és a
dir, tal que

fxwzo, foZO.

Sigui (M, w, H) un sistema dinamic hamiltonia.
Si X n’és una simetria infinitesimal llavors X és un camp vectorial local-

ment hamiltonia.

Perque un camp vectorial hamiltonia X = Z; sigui una simetria infinitesi-
mal cal i basta que f sigui una constant del moviment.

En particular, suposem que w = —df. Si Zx60 = 0, llavors X és un camp
hamiltonia amb hamiltoniana f = (0,Y).
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Formulacié hamiltoniana de la mecanica

Sigui L: TQ — R una lagrangiana, amb aplicacié de Legendre FL: TQ —
T*Q. Es té:
0r = FL*(8g), wr=FL*(wq).

Sigui L: TQ — R una lagrangiana regular. La 2—forma wy, és simplectica i
la dinamica lagrangiana és equivalent a la del sistema dinamic hamiltonia
(TQ7 WL, EL ) .

Una lagrangiana L: TQ — R es diu hiperregular quan la seva aplicacié de
Legendre FL: TQ — T*Q és un difeomorfisme. Evidentment L és regular.
Aleshores L defineix una hamiltoniana H: T*(Q) — R per

H=FL,(EyL).

S’obté aixi un sistema dinamic hamiltonia (T*Q,wq, H), 'equacié del mo-
viment del qual és I'equacié de Hamilton.

Sigui L: TQ — R una lagrangiana hiperregular.

e La transformaci6 de Legendre FL: TQ — T*(@ és un isomorfisme entre
els sistemes dinamics hamiltonians (TQ,wr, Er) i (T*Q,wq, H).

e El camp lagrangia Y7, i el camp hamiltonia Zp estan F L-relacionats.

e Siy:I — Q és solucié de 'equacié d’Euler-Lagrange, n = FL o' és
soluci6 de I'’equacié de Hamilton.

e Sin:I — T*Q és soluci6 de 'equacié de Hamilton, v = 7¢ o7 és solucio
de l'equacié d’Euler-Lagrange.

Si L és només regular, es poden fer algunes coses localment. Si L és singular,
sota certes condicions es pot fer una formulacié hamiltoniana més complicada

(formalisme de Bergmann-Dirac).

Formulacié hamiltoniana de les lagrangianes mecaniques

Una lagrangiana mecanica L = T — V és hiperregular, ja que la seva

transformacié de Legendre és 'isomorfisme musical definit per la métrica,

FL=3g:TQ — T*Q.

Sigui T* = FL,(T) lenergia cinética expressada en termes dels moments;
1

també s’expressa 1™ (p) = 59" (p,p), on g* és la metrica actuant sobre co-

vectors. Obtenim aix{ la hamiltoniana:
H=T"+V.
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Sistemes completament integrables

El model estandard de sistema hamiltonia admetent variables accié—
angle és (M,w, H) amb
e M =T" x R", amb coordenades angle i acci6 (¢!,...,¢", I1,...,I,);
o w=d¢' Adl;
e H(I,...,I,) (independent de les coordenades angle).

El camp hamiltonia és Z = f¢(I)9/d¢', i la corresponent equacié de Ha-
milton s’expressa

d¢* oH _
dt _%:f(l),
dI,-__aH:O
dt 9t —

Les seves solucions sén

¢'(t) = filo)t+ ¢, Li(t) = L,
per a (¢o, I,) € T™ x R™; aqui s’evidencia que les funcions I; sén constants
del moviment.

La subvarietat Ny, = [71(I,) C M és un tor n—dimensional invariant. En
ell el moviment és quasiperiodic, amb freqiiencies f¢(I,).

Sigui (M, w, H) un sistema dindmic hamiltonia, amb dim M = 2n.
Suposem que té n constants del moviment I, linealment independents en
cada punt, i en involucié:

{I.,H} =0,
dl; A ... ANdI, # 0 arreu,
{Ia, I3} =0.

(Una d’elles pot ser H.)
Posem I = (I1,...,1,): M — R"™. Per a cada o0 € R", sigui
Yo =1"1(0),
que és una subvarietat tancada de dimensié n de M, invariant pel flux
de H. Se suposa que cada X, és compacta i connexa.

Sota aquestes hipdtesis, es diu que el sistema hamiltonia (M, w, H) és com-
pletament integrable.
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(10.4.4) Teorema de Liouville—Arnol’d
En aquestes condicions, cada Y, és un tor, hi ha coordenades canoniques

(¢, J) tals que les diferents J etiqueten diferents tors, i el sistema és inte-

grable per quadratures.
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Apeéndixs

Fluxos dependents del temps

La formulacié geometrica més simple d’una equacié diferencial en una varie-
tat ve donada per un camp vectorial, que modelitza una equacié diferencial
ordinaria, de primer ordre, autonoma, en forma explicita. La formulacio
geometrica de casos més generals requereix 1'as d’estructures més compli-
cades. En aquesta seccié considerarem el cas d’una equacié no autonoma,
o dependent del temps, de la forma =’ = f(¢,z). La situacié més simple
s’obté treballant en la varietat producte R x M.

Un camp vectorial dependent del temps en M és una aplicacié X: W —
TM, definida en un subconjunt obert W C R x M, tal que, per a tot
(t,p) e W, X(t,p) € T, M.

Es a dir, X és un camp vectorial al llarg de la projecci6 W — M.

Aquest camp vectorial defineix una equacié diferencial
= X(t,x);

una solucié d’aquesta equacié és un cami v: I — M tal que, per a tota t,
@) eW i +'(t)=X(t~()).

Si y(to) = po, es diu que v satisfa la condicié inicial (o, po)-

Si X és de classe C!, el teorema d’existéncia i unicitat permet demostrar
I’existencia de solucions maximals i del flux. Una manera d’obtenir aquests
resultats és convertir I’equacié diferencial en una equacié autonoma equi-
valent.

A partir de X es pot construir un camp vectorial X en W, a vegades
anomenat la suspensio de X:

9
X=—+X
8t+ ’

on estem utilitzant el camp vectorial unitat de R, 9/0¢, i que 'espai tan-

gent d’un producte és la suma directa dels espais tangents dels factors:

T(t7p)W = T(t,p) (R X M) =T:R& T,M.

Una corba integral de X és un cami 5 = (50,%1): I — W tal que
Dio=1, % =Xo7.
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Observem que 7y (t) = t+const, de manera que només quan const = 0 (cosa
que es pot aconseguir aplicant una translacié al parametre d’evolucié) el
cami 7y és soluci6 de I'equacié dependent del temps.

El nou camp vectorial X té solucions maximals ¢, ,(¢) i un flux maximal

F:D — W, amb domini D ¢ R x W C R x R x M, i amb #_,(t) =

F(t,to,p). Observem que 3:, ,(0) = (to, D).

Donat (to,p) € W, sigui t — v, p(t) la solucié6 maximal de 2’ = X(t,z)
amb condicié inicial vy, ,(to) = p. Sigui F: D — M Daplicacié, definida en
un subconjunt D C R x W per

F(t7t07p) = ’yto,p(t) .
Es el flux dependent del temps de X.

El subconjunt D C R x W és obert, i, si X és de classe C* (k > 1), el flux
F:D — M és de classe CF.

Usant la suspensié de X es pot bastir una demostracié senzilla a partir de la
teoria independent del temps. Només cal notar que es pot definir F' a partir
del flux F de X i una translacié: F(t — to,to,p) = (t, F(t,to,p)). Aixi doncs el
domini D és el transformat de D pel difeomorfisme (s,to,p) — (s+to,to,p), i€l
grau de diferenciabilitat de F' és el de F.

0
Sigui F’ la velocitat de F respecte a la primera variable real: F/ = TFo o
Aleshores

F'(t,to,p) = X (t, F(t,t5,p)) .
Sigui
F' = F(t,s,-): Mys — M .
El seu domini és el conjunt obert My C M obtingut tallant D amb {t} x
{s} x M.
Les aplicacions F'** satisfan la llei de grup
F =1d,,
Ft”t’ o Ft’t _ Ft”t
(alla on es pugui calcular la composicid).
F': My, — Mg és un difeomorfisme, amb invers F'¢.

Si X és un camp vectorial independent del temps amb flux F, aleshores el seu

flux dependent del temps ve donat per F*'t = F*'~*.
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Derivada de Lie

Considerem una funcié dependent del temps f:W — R, de classe C!.
Volem avaluar el canvi del valor de f al llarg de les corbes integrals de X,
f(t, F'(p)). Podem escriure aquesta expressié com (F'°)*(f,)(p); aqui,
per a cada t, f; = f(t,-) és una funcié definida en un conjunt obert de M.

Es compleix que

4
dt

NFWM:Wm%Zt

on hem utilitzat una notaci6 similar per a X; = X(¢,-); en particular,

d of

pr t:tof(t,Ftto(p)) = (at +.$Xf> (to, D),

on s’entén que Lx f(t,p) = (Lx, f+)(p).

t=t, t=t;

+ gth ft1> (p) ’

Amb hipotesis i notacions similars, es poden obtenir expressions analogues
per a la derivada de Lie d’'un camp tensorial dependent del temps R:

i tto | * _ t1to\* aiR
IRGENCRIGON CAE)
d tto | * _ aj

dt t:tO(F ) (Rt) - (at +$XR> s

Transformacions i simetries, finites i infinitesimals

Una simetria de qualsevol estructura matematica és qualsevol transforma-
cid que deixa invariant (en un sentit que cal precisar) els elements que
defineixen l'estructura, o bé altres elements definits a partir de I’estructura
inicial. En aquest sentit, el terme no és gaire llunya d’automorfisme.
Centrem-nos en el cas d’un sistema dinamic (en un sentit ampli del terme).
Podem anomenar simetria dindmica qualsevol transformacié que deixi in-
variant el conjunt de trajectories dinamiques del sistema, és a dir, que
transformi trajectories dinamiques en trajectories dinamiques. Per con-
trast, podriem anomenar simetria geométrica qualsevol transformacié que
deixi invariant les dades que defineixin el sistema (per exemple, ’equacié
diferencial, si esta definit d’aquesta manera).

Particularitzant més, considerem un sistema dinamic (M, X) definit per
un camp vectorial X en una varietat diferenciable M. Podem considerar
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transformacions «puntuals» del sistema, és a dir, difeomorfismes p: M —
M; entre aquestes, algunes sén simetries del camp vectorial, en el sentit
que el deixen invariant:

o«(X) = X.

Les transformacions ¢: M — M defineixen també transformacions del con-
junt dels camins en M: v — @po~y. Si ¢ és una simetria de X llavors aquesta
transformacié envia corbes integrals de X a corbes integrals, i doncs també
és una simetria dinamica en el sentit anterior. Tanmateix, el concepte de
simetria dinamica pot ser més general, ja que una d’aquestes simetries no
té per que estar definida a partir d’una transformacié dels punts de la vari-
etat, siné dels camins en ella. Aquest és el cas, per exemple, de la simetria
de translacié temporal que posseeixen les corbes integrals de X.

En el cas d'una estructura matematica basada en varietats diferenciables,
al costat del concepte de transformacié podem considerar el concepte de
transformacid infinitesimal: es tracta d’un camp vectorial (dit generador
infinitesimal) que, un cop integrat, déna lloc a un grup uniparametric local
de transformacions. Observi’s que, si el camp vectorial no és complet,
aquestes transformacions no sén globals, siné parcials.

Quan les transformacions generades per una transformacié infinitesimal sén
simetries de I'estructura, llavors parlem de simetria infinitesimal.

En el cas d’un sistema dinamic (M, X) definit per un camp vectorial, el
concepte de simetria infinitesimal analeg al de simetria «finita» que hem
presentat abans és el d’'un camp vectorial Z en M el flux del qual deixa
invariant X, és a dir, que X és invariant per Z:

27X =0,

o, dit altrament, [Z, X] = 0.

Es important destacar que el conjunt de les simetries de qualsevol estruc-
tura és un grup. Molt sovint aquest grup es pot dotar de manera natural
d’una estructura diferenciable, la qual cosa ha fet que la teoria dels grups de
Lie, i la seva versi6 infinitesimal, la teoria de les dlgebres de Lie, hagin ad-
quirit una posicié fonamental en nombroses branques de les matematiques
i de la fisica.
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Constants del moviment

Donat un sistema dinamic, una constant del moviment o quantitat conser-
vada és una funcié que es manté constant al llarg de qualsevol trajectoria
dinamica.
Obviament, si g és una constant del moviment llavors també ho és g + ¢,
per a qualsevol nombre c.
En el cas d’un sistema dinamic (M, X) definit per un camp vectorial, una
funcié g: M — R és una constant del moviment sii

fxg =0
(una tal funci6 també s’anomena integral primera del sistema).
L’existencia de constants del moviment facilita la integracié de ’equacid
diferencial i la descripcié de les seves solucions.
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Index terminologic
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centre de massa (7.6.3)

claudator de Poisson (5.3.1)

condicié de segon ordre (4.4.3)

condicié de trivialitat local (3.1.1)

connexi6 (1.1.1)

connexi6 aff (1.1.1)

connexié de Levi-Civita (2.3.4)

connexi6é de Levi-Civita d’una
subvarietat (2.4.4)

connexi6 estandard de R™ (1.1.6)

connexi6 plana (1.5.8)

connexi6 riemanniana (2.3.1)

connexi simétrica (1.5.2)

coordenada ciclica (9.4.10)

coordenades de Darboux (5.1.8)

coordenades simplectiques (5.1.8)

curvatura d’una connexié (1.5.5)

curvatura escalar (2.5.5)

derivacié covariant (1.1.1)

derivaci6 covariant de camps
tensorials (1.2.2)

derivada covariant d’'un camp
tensorial al llarg d’un cami (1.3.7)

derivada covariant d’un camp
vectorial (1.1.1)

derivada covariant d’un camp
vectorial al llarg d’un cami (1.3.4)
derivada fibrada (3.5.13)
difeomorfisme de transicié (3.1.15)
diferencial covariant (1.2.6)
distancia riemanniana (2.6.3)
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dual d’un fibrat vectorial (3.3.1)

empenta galileana (7.3.4)

endomorfisme vertical (4.1.1)

energia (8.2.3)

energia cinética (6.4.1)

energia cinética (7.6.6)

energia cinetica (8.1.7)

energia cinética (9.5.1)

energia lagrangiana (9.2.1)

energia mecanica (9.5.5)

energia potencial (7.6.7)

energia potencial (8.2.1)

energia potencial (9.5.2)

energia potencial efectiva (7.7.5)

energia total (7.6.10)

equacié de Hamilton (10.1.2)

equacié de Jacobi (6.5.4)

equaci6 de Lagrange (8.6.3)

equacié de Lagrange de primera
espeécie (8.6.3)

equacié de Lagrange de segona
especie (8.6.1)

equacié de Newton (7.5.1)

equacié de Newton (8.1.3)

equacié d’Euler-Lagrange (6.2.7)

equacié d’Euler-Lagrange (9.1.7)

equacié d’Euler-Lagrange d’ordre
superior (6.6.5)

equacié d’Euler—Lagrange en teoria

de camps (6.6.11)
equaci6 diferencial de segon ordre
(4.4.3)
esdeveniment (7.2.2)
esdeveniments simultanis (7.2.2)
espai (7.1.1)
espai coordenat galilea (7.3.3)
espai de configuracions (8.1.1)
espai de configuracions (9.1.1)
espai de fases (10.1.1)
espai de Minkowski (2.1.8)
espai fibrat (3.1.1)
espaitemps (7.1.1)
espaitemps (7.2.1)

espaitemps galilea (7.2.1)

espai total d’una fibraci6 (3.1.3)

esprai (4.4.7)

esprai geodesic d’una connexi6 (4.4.8)

estructura de Lie-Poisson (5.5.13)

estructura de Poisson (5.5.1)

fibraci6 (3.1.1)

fibraci6é imatge reciproca (3.1.14)

fibracié trivial (3.1.10)

fibraci trivialitzable (3.1.11)

fibra d’una fibracié (3.1.3)

fibrat cotangent (3.4.6)

fibra tipica (3.1.1)

fibrat tangent (3.4.3)

fibrat tangent d’un fibrat vectorial
(3.4.11)

fibrat vectorial (3.2.1)

fibrat vectorial complex (3.2.19)

fibrat vectorial quocient (3.3.5)

fibrat vectorial trivial (3.2.13)

fibrat vectorial trivialitzable (3.2.15)

foliacié simpleéctica d’una varietat de
Poisson (5.5.16)

forga (7.5.5)

forga (8.1.1)

forga central (7.6.12)

forga conservativa (7.6.7)

forga de lligam (8.4.2)

forca de lligam ideal (8.4.3)

forga d’interacci6 (7.6.1)

forca externa (7.6.1)

forma de volum riemannia (2.2.6)

forma diferencial de grau 1 (3.4.6)

forma diferencial de grau k (3.4.7)

forma simpleéctica (5.1.1)

formes de Liouville (4.5.2)

formes diferencials canoniques del
fibrat cotangent (4.5.2)

féormula de Koszul (2.3.3)
funcié de Lagrange (6.1.1)
funcié generatriu (5.4.11)
funcié hamiltoniana (10.1.1)
funcié hamiltoniana (5.2.2)



X. Gracia — Ampliacié de Mod. Mat. de la Fisica. Definicions i resultats — 16 jul 2024 107

funcié homogenia (3.5.11)

funcié lagrangiana (8.6.2)

funcié lagrangiana (9.1.1)

funcional (6.1.3)

funcional acci6 (9.1.3)

funcional energia (6.4.1)

funcional longitud (6.4.4)

geodeésica d’una connexié (1.4.6)

gradient (2.2.4)

gradient simpléctic (5.2.1)

grup de Galileu (7.3.2)

hamiltoniana (10.1.1)

hamiltoniana definida per una
lagrangiana (10.3.3)

hessiana fibrada (3.5.15)

instant (7.2.4)

interval de temps (7.2.1)

involucié canonica (4.2.2)

ismorfisme d’espaitemps galileans
(7.3.1)

isometria (2.1.10)

isometria infinitesimal (2.1.11)

isometria local (2.1.10)

isomorfisme de fibracions (3.1.9)

isomorfisme de sistemes dinamics
hamiltonians (10.2.1)

lagrangiana (6.1.1)

lagrangiana (8.6.2)

lagrangiana (9.1.1)

lagrangiana hiperregular (10.3.3)

lagrangiana invariant per
reparametrizacions (9.7.2)

lagrangiana mecanica (9.5.2)

lagrangiana regular (9.3.6)

lagrangiana singular (9.7.1)

lagrangianes d’ordre superior (6.6.1)

lagrangianes en teoria de camps
(6.6.7)

linia d’univers (7.4.1)

llei d’addici6 de les velocitats (7.4.6)

lligam (8.5.4)

lligam ideal (8.4.3)

lligam no holonom (8.4.5)

lligam rednom (8.4.5)

longitud d’un cami (2.6.1)

massa (7.5.5)

massa reduida de dues particules
(7.7.2)

massa total (7.6.3)

metrica de l'energia cinética (8.1.1)

metrica de Minkowski (2.1.8)

meétrica lorentziana (2.1.3)

meétrica pseudoriemanniana (2.1.1)

metrica riemanniana (2.1.2)

meétrica riemanniana estandard
de R™ (2.1.7)

moment (8.1.2)

moment (9.2.4)

moment angular total (7.6.3)

moment lineal (7.5.6)

moment lineal total (7.6.3)

morfisme de fibracions (3.1.6)

morfisme de fibrats vectorials (3.2.10)

morfisme de Poisson (5.5.14)

morfisme d’espaitemps galileans
(7.3.1)

operador d’Euler—Lagrange (6.2.10)

paréntesi de Lie—Poisson (5.5.13)

paréntesi de Poisson (5.3.1)

paréntesi de Poisson (5.5.1)

particula (7.1.1)

posicié relativa de dues particules
(7.7.1)

potencial simpléctic (5.1.3)

primera llei de Newton (7.5.4)

primera variaci6 (6.2.2)

principi d’accié i reaccié (7.6.2)

principi de d’Alembert (8.4.3)

principi de determinacié de Newton
(7.1.3)

principi de Hamilton (9.1.5)

principi de lacci6 estacionaria (9.1.5)

principi de relativitat de Galileu
(7.1.2)

producte fibrat (3.1.14)
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producte tensorial de fibrats
vectorials (3.3.1)

projecci6é d’una fibracié (3.1.3)

punt d’equilibri (8.2.6)

punt material (7.1.1)

punts conjugats (6.5.6)

rang d’un fibrat vectorial (3.2.3)

referéncia de Frenet (2.4.7)

referéncia local (3.2.4)

restriccié d’un fibrat a una
subvarietat (3.1.14)

secci6 global (3.1.12)

secci6 local (3.1.12)

secci6 nulla (3.2.9)

segona forma fonamental escalar
(2.4.6)

segona forma fonamental vectorial
(2.4.5)

segona variaci6 (6.5.3)

segon llei de Newton (7.5.6)

simbols de Christoffel (1.1.4)

simbols de Christoffel de primera
espécie (2.3.5)

simetria de Noether (9.4.7)

simetria d’un sistema dinamic
hamiltonia (10.2.3)

simetria infinitesimal d’un sistema
dinamic hamiltonia (10.2.3)

simplectomorfisme (5.4.2)

simplectomorfisme infinitesimal
(5.4.5)

sistema conservatiu (7.6.10)

sistema conservatiu (8.2.1)

sistema coordenat galilea (7.3.8)

sistema de particules (7.4.8)

sistema de particules (7.6.1)

sistema de particules tancat (7.6.1)

sistema de referéncia (7.1.1)

sistema de referéncia galilea (7.3.8)

sistema de referéncia inercial (7.1.2)

sistema dinamic hamiltonia (10.1.1)

sistema dinamic lagrangia (9.1.1)

sistema dinamic newtonia (8.1.1)

sistema dinamic newtonia amb
lligams holonoms (8.4.2)

sistema dinamic newtonia induit
sobre una subvarietat (8.4.6)

sistema hamiltonia completament
integrable (10.4.3)

subfibrat vectorial (3.3.4)

subfibrat vertical (3.5.3)

subvarietat de lligams (8.4.2)

suma directa de fibrats vectorials
(3.3.1)

temps (7.1.1)

tensor de curvatura de Ricci (2.5.4)

tensor de curvatura de Riemann
(2.5.1)

tensor de curvatura d’una connexié
(1.5.5)

tensor de Poisson (5.5.5)

tensor de torsié d’una connexié
(1.5.1)

teorema de Bertrand (7.7.8)

teorema de Darboux (5.1.8)

teorema de Darboux generalitzat
(5.3.13)

teorema de descomposicié de
Weinstein (5.5.15)

teorema de Hopf-Rinow (2.6.6)

teorema de Jacobi (6.5.7)

teorema de Li Hua Zhong (5.2.8)

teorema de Liouville (5.2.5)

teorema de Liouville-Arnol’d (10.4.4)

teorema d’embedding de Nash (2.4.8)

teorema de Noether (9.4.8)

teorema d’Euler (6.2.7)

tercera llei de Newton (7.6.2)

torsié d’una connexi6 (1.5.1)

trajectoria dindmica (8.1.3)

trajectoria dinamica (9.1.4)

transformacié canonica (5.4.6)

transformaci6é de Legendre (9.3.1)

translacié espacial (7.2.3)

transport parallel d’un vector al llarg
d’un cami (1.4.3)
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transposat d’un morfisme de fibrats
vectorials (3.3.3)

treball realitzat per una forca (7.6.8)

treball realitzat per una forca (8.1.6)

trivialitzaci6 global (3.1.11)

trivialitzacié local (3.1.1)

valéncia d’una transformacié
candnica (5.4.9)

variables accié—angle (10.4.1)

variacié (6.1.6)

variacié infinitesimal (6.1.7)

varietat de Poisson (5.5.1)

varietat geodésicament completa

(2.6.5)
varietat lorentziana (2.1.4)
varietat orientable (3.4.9)
varietat parallelitzable (3.4.8)
varietat pseudoriemanniana (2.1.4)
varietat riemanniana (2.1.4)
varietat riemanniana plana (2.5.2)
varietat simpléctica (5.1.2)
varietat simpléctica exacta (5.1.3)
vector tangent vertical (3.5.1)
velocitat en un sistema coordenat
galilea (7.4.5)
volum riemannia (2.2.5)
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