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Curvas de Shimura Xy(D, N)

SeaD=p;----- p2ryN>1 (D,N)=1,0¢N.

Bp =Q+Qi+Qi+Qij, j%€Q" ij=—ji,
dlgebra de cuaterniones de discriminante D.

v

Bp ® R = My(R)

v

» O = orden de Eichler de nivel N en Bp.

v

Fpn:={7 € O det(y) =1} C SL»(R)

v

Actda en el hiperplano de Poincaré H= {z € C|Im(z) > 0}
de manera discreta y discontinua.



Curvas de Shimura Xy(D, N)

Si D=1, Yo(N):=T1n\H no es compacto.
Se compactifica afadiendo puntos cuspidales: la curva
modular cldsica Xo(N).

Si D>1, Xo(D,N):=Tpn\H es compacto: La curva de
Shimura de discriminante D y nivel N.

(Shimura) Xo(D, N) admite un modelo canénico sobre Q.

SiD=1, zw—,z4+1 €lppny los coeficientes de Fourier de
las formas modulares en los puntos cuspidales nos dan
informacién aritmética y geométrica.

Si D > 1, no hay puntos cuspidales, las formas no son
periddicas.



Ejemplo: Dominio fundamental de X;(6,1)

(M. Alsina, D. Kohel, H. Verril, ...)



Uniformizacién p-adica

v

Sea p|D, D’':=D/p. Ahora Bpr @ Qp =~ Ma(Qp).

v

O’ un Z[%]—orden de Eichler de nivel N en Bp.

)y = {7 € O'| det(y) = 1} = SLa(Qp).

v

v

Semiplano de Poincaré p-adico: H, = P1(C,) — P}(Q,).

v

Arbol de Bruhat-Tits de grado p+1: 7.

Teorema (Cerednik-Drinfeld).

a) Xo(D, N)(Cp) ~ I'(Dp?N\Hp, una curva de Mumford.

b) Xo(D, N) mod p « ) \T,, un grafo finito,



Arbol y reducciéon de X,(210,1) en p =3

Cuatro componentes irreducibles de género 0. Cada una corta a la
siguiente en dos puntos.



Formas modulares p-adicas

» Dado I' C SL»(Qp) discontinuo y finitamente generado,
Xr :=T\'Hp es una curva rigida analitica sobre Qp.

» Una forma modular de peso 2 sobre Xr es una funcién
analitica rigida f : H, — C,, tal que

f(vz) = (Cz—i-d)2f(z)7 Vy= (i Z) cr.

> S(I) 5 HYQY), f(z) — f(z)dz.



Medidas p-adicas e integracion
» Una medida p-ddica es una funcién finitamente aditiva
acotada
p - { U compacto abierto en P*(Q,)}—Q,

tal que u(PH(Qp)) = 0.
» Dada u € Meas(P}(Q,), Qp), definimos

. Ua)
fu(z) = /PI(QP) P td,u = limgy,y Z p—

> Si p es I-invariante = £, € S(I).



Formas modulares y medidas p-adicas

Teorema (Schneider-Teitelbaum) La aplicacién p — f, da un
isomorfismo:

Meas(P*(Q,), Qp)" = S»(I)

> Existe un algebra T = ( Ty : £primo)g commutativa que
actia en ambos lados: el digebra de Hecke.

» T ~ Ki X ... x K, K;cuerpos de niimeros totalmente reales.
> S2(|_) = <ﬂ, ceey fg> con TZ(fk) = ak(‘g)fk-

» El isomorfismo p +— f, es Hecke-equivariante.



Cociclos harménicos

> Aristas(7,) := { aristas orientadas de 7,}.

» Un cociclo harménico es c : Aristas(7,) — Q, tal que

(i) c(e) =—c(e), Ve € Aristas(7),

(i) > cle)=0, Vve Vert(Tp).
s(e)=v

> C (Tp,Qp) = Cl, (75, Z) ® Qp tiene dimensién finita.



Arbol de Bruhat-Tits y la topologia de PY(Q,)

» T . = maximo subdrbol conexo de 7, que surge de
e = {Vl — V2}.

> U. := 07, abierto de P}(Q,).




Medidas p-adicas y cociclos harménicos

» A un cociclo ¢ le asociamos una medida pic:

fic(Ue) == c(e)

> G (T5,Qp) 5 Meas(PH(Q,,Qp)" 'S Sy(N).

= Las medidas son ficilmente computables.



DE QUE SIRVE TODO ESTO?

Desarrollo en serie de Fourier de las formas modulares
cldsicas, gracias a un teorema de Jacquet-Langlands:
S2(Mp,n) >~ S2(Fo(DN))™e™.

La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer: resultados de
Bertolini-Darmon.

Estudio de los automorfismos de las curvas Xo(D, N):
resultados de Kontogeorgis-Rotger.

Construccién de ecuaciones explicitas de curvas de Shimura.



Trabajos de Bertolini-Darmon

» Sea E/Q una curva eliptica de conductor DN y sea p | D.

» E "5 £ € Sy(To(DN))rew s

J—L J—L r
~ gF € 52(I_D7N) ~ CE € C D’N('];,,Z)

har

> TE: CrD’N(’Z;,,Z) — Z=17Z-cE

har

» Jac(Xo(D, N)) es totalmente degenerada en p:

Cr2N(Tp, Z) © Ch = (C1)E 228 Jac (Xo(D, N)) (Cp)

har



Teorema (Bertolini-Darmon)

>
G (1o Z) @ Ty B Jac (Xo(D. N)) (C,)
| me |
G s E(C)

> Sea K =Q(v—d) con (§)=—1si¢|D, (§)=1si¢|N.
> Ly(E/K,1) =0.

» Si L,(E/K,1)#0, rank E(K) = 1y |TS(E/K)| < oo.

» Un generador Py de E(K) se construye explicitamente con
integrales multiplicativas p-adicas de linea.



v

v

v

v

v

v

v

Ejemplo: E : y?> + xy + y = x> + 4x — 6 de conductor 14.
SeaD=14, N=1, p=T.
El grafo de Xo(14,1) mod 7: vy : V.

;aDrN( Z) =17Z-c, a3 =-2,a,=0, a;1 =0, a3 = —4.
Sea K = Q(v—11), Rk = Z + Zw, w = =1
z,7' € Hp puntos de Heegner por Ri.

L=

tt:ZZ/ ~dpe € (C;'; satisface que Px = Py (L).

L = 13149 + 2287w mod 7° y Px = (7, =253%) mod 7°.



Ecuaciones de curvas de Shimura de géneros 0, 1 y 2.

D[NJg Xo(D, N)

6110 x>+ y?>+3=0 lhara
10170 x> +y?+2=0 lhara
22|10 x> +y?>+11=0 Kurihara
411 (x> —13)°+73+2y°=0 Kurihara
511 (x> +3°)(x* +3)+ 3y =0 Jordan
211 |1 x4 —658x° + 70 +7y> =0 Kurihara
33| 1|1 x*+30x°+38+3y2=0 Kurihara
34| 1 | 1] 3x*—26x3+53x%426x 4+ 3+ y?> = 0 | Gonzélez-R.
46| 1|1 (x2 —45)24+23+2y2 =0 Kurihara
6|51 y? = —x* +61x> - 1024 Gonzalez-R.
6 | 7|1 y? = —3x* —34x> - 2187 Gonzélez-R.
6 |13|1 y? = —x* —115x% — 4096 Gonzélez-R.
1031 y? = —2x% —11x> - 32 Gonzalez-R.
10 7 [1]y?=—-27x*—40x3+6x>+40x — 27 | Gonzalez-R.
26| 1 |2 y? = —2x5 4+ 19x* — 24x° — 169 Gonzalez-R.
38|12 y? = —16x5 — 59x* — 82x> — 19 Gonzalez-R.
58 [ 1 |2 2y? = —x% — 39x* — 431x° — 841 Gonzalez-R.




Por qué Xos : y? = —2x°% + 19x* — 24x% — 169 ?
(Gonzélez-Rotger)

» Existen involuciones u, u’ € Aut(X) con E = X6/ (u),
E’' = Xp6/(u') curvas elipticas.

» Calculando el grafo de X6 mod 2 y mod 13:

E|E
mod2 | | k7
mod 13 /3 /3

» Jacquet-Langlands: El conductor de E y E’ es 26.
» Tablas de Cremona: E = 26B,, E' = 26A;.

» Xoe es un recubrimiento doble de E y E’: estd determinada.



Ecuaciones de Xy(D, N) de género superior

> C 0T, Z) = (a1, s cg) ~ Sa(Ton) = (Fiy s Fy).

har
> Pean: Xo(D, N) — P&-1
d
z— (f(z):...: fg(2)) = (fIP’l(@p) % O fPl(Qp) ke )
» Si Xo(D, N) no es hipereliptica: ®,, es un embedding.

> ®n(Xo(D, N)) C P&~ tiene grado 2g — 2.
» (Petri) Si g > 4, dada por {P; =0}, deg(P;) =20 3.

> Si Xo(D, N) es hipereliptica: ®c,p 1 Xo(D, N) 2l pt cpet.



