UNIFORMITZACIO ANALITICA RIGIDA
DE MODULS DE DRINFELD

VICTOR ROTGER

1. PRELIMINARS

Sigui X una corba projectiva, llisa i geometricament connexa sobre
el cos finit F, de ¢ = p® elements. Sigui co € X(F,) un punt tancat
de grau d,, sobre F, i sigui [0o] € Pic® (X)(F,) el divisor format per
I’orbita galoisiana del punt oo.

Considerem K = F (X) el cos de funcions racionals de X i

A= ) Oxr

P¢Sup|oo]

I’anell de funcions de X regulars fora de oc.

Sigui K, la completaciéo de K respecte la valoracié discreta d, as-
sociada a oo i C,, la completacié d’una clausura algebraica fixada de
K.

L’anell A és un domini de Dedekind amb cos de fraccions K i tenim
una bijeccio

Max(4) = (X(F,) \ Sup[oc] ) \ Gal(F,/F,)

Cada element a € A, a # 0, descomposa en l'anell A com (a) =
11 peMax(a) 2 1 per tant té un divisor associat

div(a) = Y nudiv(p) — noo[od],

peMax(A)

on div(gp) denota 'orbita galoisiana sencera associada a 'ideal primer
o per la bijecci6é anterior.

Respecte la valoracié discreta associada al punt oo, tenim que ordy,(a) =
—Noo. Com deg(div(a)) = 01 deg(oo) = dw, s compleix que

Z n, deg(p) = Noodoo.

Anomenarem deg(a) al valor de qualsevol d’aquestes dues quantitats
i estenem aquest concepte a tots els elements de K*:
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deg(z) := —dyorde ().
Observem que si a € A\ {0}, es satisfa que 1A /(a) = ¢,
Agraiments.  Aquestes notes sén la versié escrita i reduida d’unes
xerrades que va fer el Dr. Enric Nart a la Universitat Autonoma de
Bellaterra. Qualsevol merit d’aquestes notes se li ha d’atribuir a ell.
Els errors, en qualsevol cas, sén meus.

2. MODULS DE DRINFELD

Sigui A < F un A-cos de caracterfstica o = ker(7).

Definicié 2.1. Un mddul de Drinfeld sobre I'A-cos A < F és un ho-
momorfisme d’anells
¢:A— F{r}
satisfent:
(1) ¢a(1) =i(a)T® + ..., per tot a € A
(2) Ja € A : ¢u(7) = i(a)7.
De la mateixa definicié se’n segueix la segiient

Proposicié 2.2. Sigui ¢ : A — F{1} un modul de Drinfeld. Aleshores,

(1) Si XA €F,, oa(r) =i(N)7°

(2) ¢ és un monomorfisme de F-algebres

(3) ¢a(T) és separable si i només si a & p.
Definicié 2.3. Un morfisme ¢ Rt ¥ entre moduls de Drinfels sobre un
A-cos A < F és un polinomi P(7) € F{r} tal que

P¢a = ¢aP7
per tot a € A.
Si interpretem F{7} = End(G, ) com l'anell d’endomorfismes de

I'esquema en grups additiu sobre F, 'homomorfisme ¢ : A — F{7} es
pot entendre com una estructura functorial d’A-moduls sobre qualsevol

F-algebra en la qual, multiplicar per a consisteix a avaluar el polinomi
¢q(x) obtingut en substituir 7 = x9:

o : ﬂf — Mod,
R = ¢(R)

on ¢(R) és l'algebra R amb l'estructura d’A-modul:
a-r=a¢ur), a€h, reR.



UNIFORMITZACIO ANALITICA RIGIDA DE MODULS DE DRINFELD 3

Analogament, un morfisme ¢ EiR 1) de moduls de Drinfeld es tradueix
en un homomorfisme functorial d’A-moduls que consisteix a avaluar el
polinomi P(z):

o(R) 5 P(R)
r — P(r).

Definicié 2.4. Sigui F una clausura algebraica fixada de F. Per a
qualsevol a € A definim I'espai vectorial sobre IF; dels punts d’a-divisi6
del modul de Drinfeld ¢ : A — F{7} com:

Pla] :={r € ¢(F :a-x =0)} = {Arrels de ¢ () en F}.

Els punts d’a-divisi6 és un sub-A-modul finit de ¢(F). Per abiis
de llenguatge també denotarem per ¢la| el subesquema en grups finit
sobre F de G, r determinat per

¢la] := Spec(F[z]/(da())),

de manera que els punts de a-divisi6 sén els punts F-valorats d’aquest
esquema en grups.
Més generalment, si a és un ideal no nul de A, definim

pla] == {x € ¢(F) : ¢o(x) = 0,Va € a}.
3. RANG I ALTURA

Considerem les aplicacions

—deg

F{r} — Z U {0}

F{r} =5 ZU{oc}
on ht(P) i deg(P) sén els graus minim i maxim entre els monomis no
nuls de P(7):

P(1) = ap" 4+ .. .anT", ap,a, #0.

Les funcions ht i — deg comparteixen les seglients propietats:
e ht(PQ) = ht(P) + ht(Q)
e ht(P + Q) > min{ht(P), ht(Q)}
e ht(P) =0 P =0
Per tant, component amb ¢ : A — F{r}, obtenim dues valoracions
discretes de A. Com a tals, han de ser equivalents a ordp per a algun
punt P de la corba X. De seguida observem que
e —deg-¢ és equivalent a ord.,
e ht - ¢ és trivial si p = (0) 1 equivalent a ord,, si p # (0).
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En efecte, —deg-¢ pren un valor < 0 en tots els elements a € A; per
tant no pot ser equivalent a cap altra que ord,. D’altra banda, ht - ¢
s’anul-la exactament sobre A \ .

Per tant existeixen d, h € Q% tals que, per tot a € A:

—deg(¢a(7)) = d - dyordy(a) = —ddeg(a),

ht(¢, (7)) = hdeg(p)ord,(a),

on els termes do, = deg(oo) i deg(gp) s’han introduit per normalitzar.

Teorema 3.1 (Drinfeld). (1) d és un enter positiu anomenat rang
de ¢. Per a qualsevol ideal a d’A coprimer amb ¢ es té que
¢la] ~ (A/a),

com a A-moduls.
(2) Si o # 0, h és un enter positiu anomenat altura de ¢. Per a
a= " es té que

ola) = (A/a)",

com a A-moduls.

Corol-lari 3.2. Entre dos moduls de Drinfeld de diferent rang, ["inic
morfisme és el 0.

Exemple 3.3. Sigui A = F,[T] i ¢ = C el modul de Carlitz. Com
Cr(t) =T7° + 7, el tang de C és 1 sobre qualsevol A-cos.

Si A <& F és un A-cos de caracteristica p # 0, aleshores I'altura de
Cés1iClp"] = {0}.

4. MODUL DE DRINFELD ASSOCIAT A UNA XARXA

Fixem un subcos complet de C,, Ko, € M C C4 i el considerem
com a A-cos amb l'estructura natural donada per la inclusié A C M,
de manera que la caracteristica és p = (0).

Com en el cas de les corbes el-liptiques sobre C, els moduls de Drin-
feld sobre M estan classificats per xarxes. Definirem el concepte de
M-xarxa i establirem un functor

Xarxes,;, —— Drin,,

L = (bLa

que sera una equivalencia de categories.

Definicié 4.1. Una M-xarxa és un sub-A-modul L C C, que satisfa

(1) L és finitament generat com a A-modul
(2) L és discret per la topologia de Cy
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(3) L esta inclos en la clausura separable M5¢P de M i és estable

per Gal(M>°P /M),

Tota M-xarxa déna lloc a una funcié exponencial:

er,: C — Co
r = ep(r)=x- HaEL\{O}<1 - 5)7
determinada per la funcié entera que té com a zeros simples els punts
de la xarxa L i satisfa €} (0) =1 (cf. [?], 2.14).

Proposicié 4.2. La funcié e, és una funcio entera i F-lineal. La seva
expansio de Taylor al voltant del 0 té coeficients a M. En particular,
eL(M) Q M.
Com en el cas de la funcié exponencial de Carlitz, tenim ara un
isomorfisme [Fy-lineal:
COO i) (e.]
que permet obtenir una estructura d’A-modul sobre C, copiant I'estruc-

tura de C /L via er. El segiient resultat de Drinfeld ens mostra que
aquesta estructura prové d’'un modul de Drinfeld.

Teorema 4.3. Per tot a € A\ {0},

elar)=a-en(r) - ] (1- Y

O#aca-'L/L 22C))

per tot x € C.

Observem que a posteriori, de la igualtat e;(az) = ¢q(er(x)) 1 de la
proposici6 anterior, es dedueix que ¢,(x) té coeficients a M, és a dir:

¢ € M{T}.
Proposici6 4.4. A 2, MA{r} és un modul de Drinfeld de rang d =
rang, (L).

Sigui Xarxes,, la categoria que té per a objectes les M-xarxes i per
morfismes:

Mor (Ly, Ly) = {0} si Ly i Ly tenen rang diferent,
Mor (L1, Ly) = {c € C : ¢Ly C Lo} si Ly i Ly tenen el mateix rang.
Proposicié 4.5. La construccio anterior determina un functor

Xarzes,; — Driny,
L = ¢L7

que conserva el rang.
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L’objectiu de la resta d’aquest capitol és construir el functor invers
del functor anterior, per tal de demostrar que es tracta d’'una equiv-
alencia de categories.

5. K-MODULS FORMALS I EL. TEOREMA D’UNIFORMITZACIO
ANALITICA

Definicié 5.1. Un K-modul formal sobre M és un homomorfisme
danells K —2 M{{7}} tal que 1,(r) = ar® + ..., per a tot a € K.

Lema 5.2. Sigui o un element transcendent sobre Fy i sigui f(1) =
at +a;7 + - € M{{r}}. Aleshores existeis una unica

(1) = 4o+ .. € M{{1}}

tal que
f= )\f(ow'))\;l

Corol-lari 5.3. Amb les mateizes hipotesis, el centralitzador de f a

M{{r}} és /\f(MTO)/\]TI.

Proposicié 5.4. Per a tot K-modul formal K 2, M{{r}} existeix
una unica série ey, € M{{7}} ambterme idependent 1 que satisfa:

Yy = ew(cm'o)e;1
per tot a € K.

Observem que si ¢ : A—M{7} és un modul de Drinfeld sobre M,
aleshores 1, (7) = at® + ... és invertible a M{{7}} si a # 0 i la seva
inversa comena 70 + ...

Per tant, 1 indueix de manera natural un K-modul formal. Fent
servir la unicitat, es pot comprovar que si 1 és el modul de Drinfeld as-
sociat a una xarxa L, aleshores la serie e, coincideix amb ’exponencial
e, construida anteriorment.

La serie ey és la clau per a veure que tot modul formal prové d’una
xarxa. Ho recollim en el segiient teorema de Drinfeld, la demostracio
del qual pot trobar-se a [?7].

Teorema 5.5. Sigui A 2, MA{7} un modul de Drinfeld sobre M de
rang d 1 sigui ey la serie associada al K-modul formal determinat per

. Aleshores

(1) ey defineix una funcio entera Coo—Cy
(2) Ly = ker(ey) é€s una M-zarza de rang d.
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(3) Sig EiR 1 és un morfisme de moduls de Drinfeld, existeiz ¢ € M
tal que cLy C Ly, 1 el diagrama segiient commuta:

Coo — Cu/Ly
e | 1 ey

Co = Cu

(4) El functor ¢ — Ly, €s invers del functor L — L.
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