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The ring Ժ௡ 

Set Ժ௡ to denote the ring Ժ/ሺ݊ሻ of classs of integers modulo ݊. We usual‐
ly represent its elements by the elements of the set ሼ0, 1, … , ݊ െ 1ሽ, with 
the operations of sum and product the ordinary sum and product of  in‐
tegers, but reduced modulo ݊.  

We will  also  set Ժ௡
כ   to denote  the multiplicative  grup of  invertible ele‐

ments of Ժ௡.
N1   

An  element  ݇ א ሼ0, 1, … , ݊ െ 1ሽ  is  invertible  modulo  ݊  if  and  only  if 
gcdሺ݇, ݊ሻ ൌ 1.  In particular we  see  that Ժ௡  is a  field  if and only  if ݊  is 
prime. 

We have,  therefore,    |Ժ௡
כ | ൌ ߮ሺ݊ሻ, where ߮ሺ݊ሻ  is Euler’s  (totient)  func‐

tion  (by definition, ߮ሺ݊ሻ  is the number of ݇ א ሼ0, 1, … , ݊ െ 1ሽ such that 
gcdሺ݇, ݊ሻ ൌ 1). In particular we have    

    ܽఝሺ௡ሻ ؠ 1 ሺmod ݊ሻ  for any integer ܽ such that gcdሺܽ, ݊ሻ ൌ 1 .N2 
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The function ߮ሺ݊ሻ has the following properties: 

1. ߮ሺ݊݊ᇱሻ ൌ ߮ሺ݊ሻ߮ሺ݊ᇱሻ if mcdሺ݊, ݊Ԣሻ ൌ 1. 

2. If ݌ is prime, ߮ሺ݌௥ሻ ൌ ݌௥ିଵሺ݌ െ 1ሻ. 

 

Proposition.  ∑ ߮ሺ݀ሻௗ|௡ ൌ ݊. 
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Construction of finite fields 

A.  If ܨ  is a finite field of cardinal ݍ, then there exists a prime number ݌ 
and a positive integer ݎ such that ݍ ൌ ‐is called the cha ݌ ௥. The number݌
racteristic of ܨ. 

B. If ܨ is a finite field and ܭ a subfield of ܨ with cardinal ݍ, then there is 
positive  integer ݎ  such  that  |ܨ| ൌ  .௥ݍ If ܮ  is another subfield of ܨ such 
that ܭ ك |ܮ| then ,ܮ ൌ  .ݎ is a divisor of ݏ ௦, whereݍ

The converse of A is also valid: if ݌ is a prime number and ݎ is a positive 
integer, then there exist fields of cardinal ݍ ൌ  ௥. Moreover, two fields of݌
cardinal ݌௥ are isomorphic (not canonically).  

Let us  summarize  the essential  ideas  that are  involved  in proving  these 
statements. 
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If ܭ is a field, and ݂ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵܺ ൅ ڮ ൅ ܽ௥ିଵܺ௥ିଵ ൅ ܺ௥ א  ሾܺሿ, then weܭ
have the quotient ring ܨ ൌ ‐vector space of di‐ܭ ሾܺሿ/ሺ݂ሻ. This ring is aܭ
mension   More .ݎ explicitely,  if  ݔ ൌ ሾܺሿ௙  (the  class  of  ܺ mod  ݂),  then 
1, ,ݔ … ,  is finite ܭ In particular we have that if .ܭ over ܨ ௥ିଵ is a basis ofݔ
and |ܭ| ൌ |݂| then ,ݍ ൌ  .௥ݍ

The ring ܨ  is a field  if and only  if ݂  is  irreductible over ܭ. Therefore, we 
know how to construct a field of ݌௥ elements   a positive ݎ prime and ݌)
integer)  if we know an  irreducible polynomial of degree ݎ over Ժ௣. Thus 

we have that the existence of a finite field of cardinal ݌௥ is a consequence 
of the following result. 

 

Theorem. If ܭ is a finite field, and ݎ is any positive integer, there exist ir‐
reducible polynomials over ܭ of degree ݎ.  
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Remark.  For  ݎ ൌ 2,  the  number  of  monic  reducible  polynomials  is 
ሺݍ ൅ 1ሻ2/ݍ, while  the  number  of monic  polynomials  of  degre  2  is   .ଶݍ
Hence the number of monic irreducible polynomials of degree 2 over ܭ is 
ଶܫ ൌ ݍሺݍ െ 1ሻ/2.  

A  similar  reasoning  is  valid  for monic  polynomial  of  degree  3.  Indeed, 
there are ݍଷ monic polynomials of degree 3, while the number of monic 
reducible polynomials of degree 3 is   

ܴ௤ ൌ ቀݍ ൅ 2
3 ቁ ൅

ݍଶሺݍ െ 1ሻ
2 ൌ

2
3 ଷݍ ൅

1
3  ݍ

(the  first  summand  counts  polynomials  that  are  the  product  of  three 
monic linear factors and the second those that are the product of a monic 
linear  factor  and monic quadratic  factor.  It  follows  that  the number of 
monic irreducible polynomials of degree 3 is 

ଷܫ ൌ ଷݍ െ ܴ௤ ൌ
ଷݍ

3 െ
ݍ
3 . 
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Example. Ժଶሾܺሿ/ሺܺଶ ൅ ܺ ൅ 1ሻ is a field of 4 elements. 

Example. Ժଶሾܺሿ/ሺܺଷ ൅ ܺ ൅ 1ሻ ሻ is a field of 8 elements. 

Examples. If ܽ א a field, ܺଶ ܭ ,ܭ െ ܽ is irreducible over ܭ if and only if ܽ 
is not a square  in ܭ. For example, ܺଶ ൅ 1  is  irreducible over Ժଷ, as  the 
squares in Ժଷ are 0 and 1. Similarly, the squares of Ժ଻ are 0, 1, 4 and 2, 
and hence the polynomials  

    ܺଶ െ 3 ൌ ܺଶ ൅ 4,  ܺଶ െ 5 ൌ ܺଶ ൅ 2,  ܺଶ െ 6 ൌ ܺଶ ൅ 1 

are irreducible over Ժ଻. 

Examples.  If ܽ א ଷܺ ,ܭ െ ܽ  is  irreducible over ܭ  if and only  if ܽ  is not a 
cube in ܭ. Since the cubes in Ժ଻ are 0, 1 and 6, the polynomials 

ܺଷ െ 2 ൌ ܺଷ ൅ 5, ܺଷ െ 3 ൌ ܺଷ ൅ 4, ܺଷ െ 4 ൌ ܺଷ ൅ 3  and  ܺଷ െ 5 ൌ ܺଷ ൅ 2 

are irreducible over Ժ଻. 
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The Frobenius automorphism 

In a finite field ܨ of characteristic ݌, the map ܨ ՜ ݔ such that ܨ հ  ௣ isݔ
an automorphism of ܨ. It is called the Frobenius automorphism of ܨ.  

The subfield of the elements ݔ א ௣ݔ such that ܨ ൌ   .is Ժ௣ ݔ

If ܭ  is a subfield of ܨ, and |ܭ| ൌ ܨ the map ,ݍ ՜ ݔ such that ܨ հ  ௤ݔ is 
an automorphism of  ܨ over ܭ. It is called the Frobenius automorphism of 
  .ܭ relative to ܨ

The subfield of the elements ݔ א ௤ݔ such that ܨ ൌ  .ܭ is ݔ
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Splitting field of a polynomial 

Theorem. Given a field ܭ and a monic polynomial ݂ א  ሾܺሿ, there existsܭ
a field extension ܭ/ܮ and elements ߙଵ, … , ௥ߙ א   such that ܮ

    ݂ ൌ ∏ ൫ܺ െ ௝൯௥ߙ
௝ୀଵ   and  ܮ ൌ ,ଵߙሺܭ … ,  .௥ሻߙ

Proof. Let ݎ be the degree of ݂. If ݎ ൌ 1,  it  is sufficient to set ܮ ൌ  So .ܭ
we may suppose that ݎ ൐ 1, and, by  induction, that the theorem  is true 
for polynomials of degree ݎ െ 1.  

If every irreducible factor of ݂ has degree 1, then ݂ has ݎ roots in ܭ and 
again we can set ܮ ൌ  We may suppose, therefore, that ݂ has at .ܭ least 
one  irreducible factor, say ݃, of degree ൐ 1. Define ܭᇱ ൌ  ሾܺሿ/ሺ݃ሻ andܭ
ߙ ൌ ሾܺሿ. Then the field extension ܭᇱ/ܭ and the element ߙ א  Ԣ are suchܭ
that ܭᇱ ൌ ሻߙሻ and ݃ሺߙሺܭ ൌ 0. Since ݃ divides ݂, we also have ݂ሺߙሻ ൌ 0, 
and hence ݂ᇱ ൌ ݂ ሺܺ െ ⁄ሻߙ א  ᇱሾܺሿ. Now the proof follows by inductionܭ
applied to ݂Ԣ.                                        □ 
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A field ܮ that satisfies the conditions of the preceding theorm is called a 
splitting field of ݂ over ܭ. 

Theorem (Splitting field of ܺ௤ೝ െ ܺ). Let ܭ be a finite field and ݍ ൌ  .|ܭ|
Let ܮ be a decomposition field of ݄ ൌ ܺ௤ೝ െ ܺ over ܭ. Then |ܮ| ൌ  .௥ݍ

Proof. By definition of decomposition field, there exist elements ߙ௜ א  ,ܮ
݅ ൌ 1, … ,  ௥, such thatݍ

     ܺ௤ೝ െ ܺ ൌ ∏ ሺܺ െ ௜ሻ௤ೝߙ

௜ୀଵ   and  ܮ ൌ ,ଵߙሺܭ … ,  .௤ೝሻߙ

The elements ߙ௜ are different, for otherwise ݄ and ݄Ԣ would have a com‐
mon root, which  is  impossible because ݄ᇱ ൌ െ1. On the other hand, the 
set ൛ߙଵ, … ,  are ߚ and ߙ Indeed, if .ܮ is a subfield of ܮ ௤ೝൟ of roots of ݄ inߙ
roots of ݄ then 

    ሺߙ െ ሻ௤ೝߚ ൌ ௤ೝߙ െ ௤ೝߚ ൌ ߙ െ ሻ௤ೝߚߙand  ሺ  ߚ ൌ ௤ೝߚ௤ೝߙ ൌ  ,ߚߙ

and if ߙ is a non‐zero root of ݄, then  
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    ሺ1 ⁄ߙ ሻ௤ೝ ൌ ௤ೝߙ/1 ൌ  ߙ/1

(that is, ߙ െ ߙ if ߙ/are roots of ݄, and so is 1 ߚߙ ,ߚ ് 0). Since ߣ௤ ൌ  for ߣ
every ߣ א  are also roots of ݄. It follows that ܭ the elements of ,ܭ

    ܮ ൌ ,ଵߙ൫ܭ … , ௤ೝ൯ߙ ൌ ൛ߙଵ, … ,  ௤ೝൟߙ

and consequently |ܮ| ൌ  .௥ݍ                                  □  

Corollary (Existence of finite fields). If ݌ is a prime number and ݎ a posi‐
tive integer, there exists a field of cardinal ݌௥. 

Proof. The cardinal of the splitting field of ܺ௣ೝ െ ܺ over Ժ௣ is ݌௥.        □  

Corollary. Given a field ܮ such that |ܮ| ൌ ‐there ex ,ݎ of ݏ ௥ and a divisor݌
ists a unique subfield of ܮ of cardinal ݌௦.  

Proof. If ݎ ൌ ݍ and we set ݐݏ ൌ |ܮ| ௦, then݌ ൌ ௥݌ ൌ ௦௧݌ ൌ  ௧. If there is aݍ
subfield ܭ of ܮ of cardinal ݍ, it must be ܭ ൌ ሼߙ א ௤ߙ | ܮ ൌ  ,ሽ. Let, thenߙ
ܭ ൌ ሼߙ א ௤ߙ | ܮ ൌ  .ሽߙ Since  the  elements  of   ܭ are  the  elements  of   ܮ
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that are fixed by the automorphism ߙ հ  To see .ܮ is a subfield of ܭ ,௤ߙ
that the cardinal of ܭ is ݍ, notice that ܺ௣ೝ െ ܺ is divisible by ܺ௤ െ ܺ: 

  ܺ௣ೝ െ ܺ ൌ ܺ௤೟ െ ܺ ൌ ܺ൫ܺ௤೟ିଵ െ 1൯ ൌ ܺ൫ܺሺ௤ିଵሻ௠ െ 1൯ ൌ ܺሺܺ௤ିଵ െ 1ሻሺڮ ሻ   

Thus ܺ௤ െ ܺ has ݍ roots in ܮ and this completes the proof.               □    

 

Structure of the multiplicative group of a finite field 

Order of an element. If ܭ is a finite field and ߙ is a non‐zero element of 
௥ߙ such that ݎ ሻ, is the least positive integerߙordሺ ,ߙ the order of ,ܭ ൌ 1. 
Note that ݎ exists and  that  it  is a divisor of ݍ െ 1   .(ܭ the cardinal of ݍ)
Moreover, ݎ ൐ 1 except for ߙ ൌ 1. 

Example. In Ժହ we have ordሺ2ሻ ൌ ordሺ3ሻ ൌ 4  and  ordሺ4ሻ ൌ 2. 
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Proposition. Let ܭ be a finite field, ߙ א ܭ െ ሼ0ሽ and ݎ ൌ ordሺߙሻ. 

1. If ݔ א ܭ െ ሼ0ሽ is such that ݔ௥ ൌ 1, then there exists an integer ݇ such 
that ݔ ൌ  .௞ߙ

2. For every integer ݇, ordሺߙ௞ሻ ൌ /ݎ gcdሺ݇,  .ሻݎ

3. The elements of order ݎ of ܭ have the form ߙ௞, with gcdሺ݇, ሻݎ ൌ 1. In 
particular we have that  if there exists an element of order ݎ, then there 
are exactly ߮ሺݎሻ elements of order ݎ. 

Proof. Consider the polynomial ݂ ൌ ܺ௥ െ 1 א  ݎ ሾܺሿ. Since ݂ has degreeܭ
and ܭ is a field, ݂ has at most ݎ roots in ܭ. Since ݎ is the order of ߙ, all 
the elements of the subgroup 

    ܴ ൌ ሼ1, ,ߙ … ,  ௥ିଵሽߙ

are  roots of ݂ and hence ݂ has no  roots other  than  the elements of ܴ. 
Since ݔ is a root of ݂ by hypothesis, ݔ א ܴ. This settles point 1.  
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To establish 2,  let ݀ ൌ gcdሺݎ, ݇ሻ and ݏ ൌ  We want .݀/ݎ to  see  that ߙ௞ 

has order ݏ. If ൫ߙ௞൯௠ ൌ 1, then ߙ௞௠ ൌ 1 and hence ݎ|݇݉. Dividing by ݀ 
we see that ݏ|൫݉ሺ݇ ݀⁄ ሻ൯. As ݏ and ݇/݀ have no common primer divisors, 

it follows that ݏ|݉. Finally it is clear that  

    ൫ߙ௞൯௦ ൌ ௞ሺ௥/ௗሻߙ ൌ ௥ሺ௞/ௗሻߙ ൌ 1 

and this completes the proof of 2. 

Finally 3 is a direct consequence of 1, 2 and the definition of ߮ሺݎሻ.      □  

Primitive  roots.  A  non‐zero  element   ߙ of  a  finite  field   ܭ of  cardinal 
ݍ ൌ  ௥݌ is  said  to  be  a  primitive  root  (or  a  primitive  element)  of   ܭ if 
ordሺߙሻ ൌ ݍ െ 1. In this case it is clear that  

    כܭ ൌ ሼ1, ,ߙ … ,  .௤ିଶሽߙ
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This representation of the elements of ܭ is called exponential representa‐
tion relative to a primitive root ߙ. With this representation, the product 
of elements of ܭ is particularly easy to obtain: 

    ௝ߙ௜ߙ ൌ ݇ ௞,  whereߙ ൌ ݅ ൅ ݆ mod ݍ െ 1 . 

Examples. The elements 2 and 3 are the primitive roots of Ժହ. 

Theorem. Let ܭ be a finite field of cardinal ݍ and ݀ a positive  integer. If 
݀|ሺݍ െ 1ሻ, then ܭ contains exactly  ߮ሺ݀ሻ elements of order ݀. 

Proof. Let ݌ሺ݀ሻ be the number of elements of ܭ that have order ݀. It  is 
clear that  

    ∑ ሺ݀ሻௗ|ሺ௤ିଵሻ݌ ൌ ݍ െ 1 ,  

as the order of any non‐zero element  is a divisor of ݍ െ 1. Now observe 
that  ሺ݀ሻ݌ ൌ ߮ሺ݀ሻ  if  ሺ݀ሻ݌ ് 0  and  that  ∑ ߮ሺ݀ሻௗ|ሺ௤ିଵሻ ൌ ݍ െ 1,  with 
which the proof is easily completed.                             □  
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Proposition. Let ܮ be a finite field, ܭ a subfield of ܮ and ݍ ൌ  be ݎ Let .|ܭ|
the positive  integer such  that  |ܮ| ൌ  .௥ݍ If ߙ  is a primitive element of ܮ, 
then 1, ,ߙ … ,  .vector space‐ܭ as a ܮ ௥ିଵ is a basis ofߙ

Proof.    If ߙ א ,and 1 ܮ ,ߙ … ,  ௥ିଵ areߙ linearly dependent over ܭ,  there 
would exist ܽ଴, … , ܽ௥ିଵ א   not all zero, such that ,ܭ

  ܽ଴ ൅ ܽଵߙ ൅ ڮ ܽ௥ିଵߙ௥ିଵ ൌ 0.  

If we let  

    ݄ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵܺ ൅ ڮ ܽ௥ିଵܺ௥ିଵ א  ,ሾܺሿܭ

then ݄  is a polynomial of positive degree ൏ ሻߙsuch that ݄ሺ ݎ ൌ 0. It fol‐
lows that there exists a monic irreducible polynomial ݂ א  ሾܺሿ of degreeܭ
൏  ݎ such  that ݂ሺߙሻ ൌ 0.  This  implies  that  the  kernel of  the homomor‐
phism ܭሾܺሿ ՜ ݃ such that ܮ հ ݃ሺߙሻ  is the  ideal ሺ݂ሻ and therefore that 
there  is an  inclusion of the  field ܭᇱ ൌ  ሾܺሿ/ሺ݂ሻܭ in ܮ that  is the  identity 
on ܭ and such that it maps ݔ ൌ ሾܺሿ௙ to ߙ. 
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But  then  the order of ߙ divides  |Ԣܭ| െ 1 ൌ ୥ሺ௙ሻୣୢݍ െ 1 ൏ ௥ݍ െ 1 and ߙ 
would not be a primitive root.                         □  

 

Primitive polynomials. If ݂  is an  irreducible polynomial of degree ݎ over 
Ժ௣, ݌ a prime, then  

    Ժ௣ሺݔሻ ൌ Ժ௣ሾܺሿ/ሺ݂ሻ 

is a field of cardinal ݌௥, where ݔ  is the class of ܺ mod ݂. The element ݔ 
may be primitive or not.  In  the  case Ժଶሺݔሻ ൌ Ժଶሾܺሿ/ሺܺଶ ൅ ܺ ൅ 1ሻ,  for 
example,  it  is  primitive,  but  in  the  case  Ժଷሺݔሻ ൌ Ժଷሾܺሿ/ሺܺଶ ൅ 1ሻ,  
ordሺݔሻ ൌ 4.  
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Proposition. Let ܭ be a finite field and ݂ א ‐ሾܺሿ a monic irreducible poܭ
lynomial, ݂ ് ܺ. Let ݔ be the class of ܺ in ܮ ൌ ݉ ሾܺሿ/ሺ݂ሻ. Ifܭ ൌ degሺ݂ሻ, 
then ordሺݔሻ is the least divisor ݀ of ݍ௠ െ 1 such that ݂|ሺܺௗ െ 1ሻ.  

Proof. The order of ݔ is the least divisor ݀ of  

  |ܮ| െ 1 ൌ ௠ݍ െ 1 

such  that ݔௗ ൌ 1. But  this  is equivalent  to  say  that ܺௗ െ 1 is 0 mod ݂, 
which is the same as asserting that ܺௗ െ 1 is a multiple of ݂.         □   

 

If ݔ is a primitive root, we say that ݂ is primitive over Ժ௣. The least divisor 

݀ of ݍ௠ െ 1 such that ݂|ሺܺௗ െ 1ሻ is called the period (or exponent) of f.  
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The discrete logarithm 

Suppose that ܮ is a finite field and that ߙ א  .ܮ is a primitive element of ܮ
Let ܭ be  a  subfield of ܮ  and  let ݍ ൌ  ,|ܭ| ݎ ൌ dim௄ሺܮሻ. We  know  that 
1, ,ߙ … ,  can be ܮ so that the elements of ,ܭ over ܮ ௥ିଵ form a basis ofߙ
uniquely written in the form 

   ܽ଴ ൅ ܽଵߙ ൅ ڮ ܽ௥ିଵߙ௥ିଵ,   ܽ଴, … , ܽ௥ିଵ א   .ܭ

This representation of the elements of ܮ is called additive representation 
over ܭ relative to the primitive root ߙ. 

With the additive representation the sum of two elements of ܮ is reduced 
to  the  sum of  two  vectors of ܭ௥.  To  calculate products, however,  it  is 
more convenient  to use  the exponential  representation with  respect  to 
the primitive element ߙ. More concretely,  if ݔ, ݕ א  and we know the כܮ

exponents ݅, ݆ such that ݔ ൌ ݕ ,௜ߙ ൌ   ௝, thenߙ

    ݕݔ ൌ ௜ା௝ߙ ൌ ݇  ,௞ߙ ൌ ݅ ൅ ݆ mod ݍ െ ݍ  ,1 ൌ  .|ܮ|
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Given ݔ, we write indሺݔሻ to indicate the exponent ݅ (defined mod ݍ െ 1) 
such that ݔ ൌ  ݔ ௜ and we say that it is the index or discrete logarithm ofߙ
with respect to ߙ.  

In order to be able to use the additive and exponential representations at 
the same time, it is convenient to tabulate the additive form of the pow‐

ers ߙ௜ (ݎ ൑ ݅ ൑ ݍ െ 2), 

    ௜ߙ ൌ ܽ௜଴ ൅ ܽ௜ଵߙ ൅ ڮ ܽ௜,௥ିଵߙ௥ିଵ,   

as this allows us to pass from the exponential form to the additive form  
and conversely. This table is often completed by assigning a conventional 

symbol (say  or ∞) as the index of 0.  

Given a table of discrete logarithms, we can form the Zech (or Jacobi) ta‐

ble, which by definition associates  the  index ܼሺ݅ሻ ൌ ind ሺ1 ൅  ௜ሻߙ to  the 
exponent  ݅. With  this we can get exponential  representation   of a  sum 

௜ߙ ൅ ௝ߙ  as ߙ௜൫1 ൅ ௝ି௜൯ߙ ൌ   .௜ା௓ሺ௝ି௜ሻߙ
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     Discrete logaritme and Zech table of Ժଶሺߙሻ ൌ Ժଶሾܺሿ/ሺܺସ ൅ ܺ ൅ 1ሻ 

 

   

ݔ indሺݔሻ 
0000 െ 
0001 0 
0010 1 
0011 4 
0100 2 
0101 8 
0110 5 
0111 10 

ݔ indሺݔሻ
1000 3 
1001 14 
1010 9 
1011 7 
1100 6 
1101 13 
1110 11 
1111 12 

݇ ௞ߙ ܼሺ݇ሻ
െ 0000 0 
0 0001 െ
1 0010 4 
2 0100 8 
3 1000 14 
4 0011 1 
5 0110 10 
6 1100 13 

݇ ௞ߙ ܼሺ݇ሻ
7 1011 9 
8 0101 2 
9 1010 7 
10 0111 5 
11 1110 12 
12 1111 11 
13 1101 6 
14 1001 3 
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Minimal polynomial 

Let ܮ  be  finite  field  and ܭ  a  subfield.  Let  ݍ ൌ  .|ܭ| Then  |ܮ| ൌ  ,௠ݍ for 
some positive integer ݉. 

Given ߙ א ݉ the ,ܮ ൅ 1 elements 1, ,ߙ … ,  ௠ are linearly dependent overߙ
,Hence there exist ܽ଴ .ܭ … , ܽ௠ א  not all zero such that ܭ

    ܽ଴ ൅ ܽଵߙ ൅ ڮ ܽ௠ߙ௠ ൌ 0 . 

This means that if 

    ݂ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵܺ ൅ ڮ ܽ௠ܺ௠, 

then ݂ ് 0 and   

    ݂ሺߙሻ ൌ 0.  
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Proposition. There exists a unique monic polynomial ݌ א ‐ሾܺሿ that satisܭ
fies the following two conditions: 

ሻߙሺ݌ .1 ൌ 0. 

2. If ݂ א ሻߙሾܺሿ satisfies ݂ሺܭ ൌ 0, then ݌|݂.  

The polynomial ݌ is irreducible and satisfies 

3. degሺ݌ሻ ൑ ݉. 

Proof. Among all the monic polynomials that satisfy ݂ሺߙሻ ൌ 0, pick one, 
say ݌, of  least degree.  It  is clear that degሺ݌ሻ ൑ ݉, as we have observed 
that  there  exist  non‐zero  polynomials  ݂  of  degree  ൑ ݉  such  that 
݂ሺߙሻ ൌ 0. If now ݂ is any polynomial such that ݂ሺߙሻ ൌ 0, let ݃ and ݎ be 
the quotient and remainder of the integer division of ݂ by ݌: 

    ݂ ൌ ݌݃ ൅ ݎ  with  ,ݎ ൌ 0  or  degሺݎሻ ൏ degሺ݌ሻ.  
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Since ݂ሺߙሻ ൌ ሻߙሺ݌ ൌ 0, we also have ݎሺߙሻ ൌ 0. It follows that ݎ ൌ 0, for 
otherwise we would have  a  contradiction with  the definition of ݌. But 
this means that ݌|݂, which is the property 2. 

To see that ݌ is unique, let ݌Ԣ be another monic polynomial that satisfies 
1 and 2. Then ݌|݌Ԣ  (we can apply 2 to ݌Ԣ, as ݌ᇱሺߙሻ ൌ 0). Similarly, ݌ᇱ|݌. 
This implies that ݌ᇱ ൌ ߣ for some ,݌ߣ א  Ԣ are monic, we݌ and ݌ Since .כܭ
conclude that ݌ ൌ   .Ԣ݌

To prove  that ݌  is  irreducible,  suppose  that ݌ ൌ ݄݃, ݃, ݄ א  ሾܺሿ. Thenܭ
݃ሺߙሻ ൌ 0 or ݄ሺߙሻ ൌ 0. Without  loss of generality we may assume  that 
݃ሺߙሻ ൌ 0.  Then ݃ ൌ  Ԣ݃݌ for  some polynomial ݃Ԣ.  Thus ݌ ൌ ݄݃ ൌ  Ԣ݄݃݌
and hence ݃Ԣ݄  is a constant polynomial. Consequently ݃Ԣ and ݄ are con‐
stants and therefore the  factorization  ݌  ൌ ݄݃  is not proper. Hence p  is 
irreducible.                                       □ 
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The polynomial ݌ of  last proposition  is called the minimal polynomial of 
 ఈ is also called݌ ఈ. The degree of݌ and usually will be denoted ,ܭ over ߙ
degree of ߙ, and is denoted degሺߙሻ.  

Remark.  Note  that  degሺߙሻ  is  the  least  positive  integer   ݎ such  that 
௥ߙ א ,1ۃ ,ߙ … ,  .௄ۄ௥ିଵߙ

Remark. There exists a unique ܭ‐isomorphism  

  ሾܺሿܭ ሺ݌ఈሻ⁄ ؄ ݔ ሿ  such thatߙሾܭ հ   ,ߙ

where ݔ ൌ ሾܺ ሿ. Thus we see that the degree of ߙ  coincides with the di‐
mension of   ,For example .ܭ ሿ overߙሾܭ  if ߙ   is a primitive element of ܮ , 
then degሺߙሻ ൌ ݉, as ܭሾߙሿ ൌ  .ܮ

Remark. If ݂ א  ݂ is a root of ߙ ሾܺሿ is a monic irreducible polynomial andܭ
in an extension ܮ of ܭ,  then ݂  is  the minimal polynomial of ߙ over ܭ. 
Note,  in particular, that  if ܭሾݔሿ ൌ  ݂ ሾܺሿ/ሺ݂ሻ, thenܭ is the minimal poly‐
nomial of ݔ over ܭ.  
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Example.  Let  ܭ ൌ Ժଶ,  ᇱܭ ൌ ሾܺሿ/ሺܺଶܭ ൅ ܺ ൅ 1ሻ,  ݔ ൌ ሾܺሿ,  ܮ ൌ
ᇱሾܻሿ/ሺܻଶܭ ൅ ܻݔ ൅ 1ሻ,  ݕ ൌ ሾܻሿ.  Then  ଶݕ ൌ ݕݔ ൅ 1 א ,1ۃ  ,௄ᇲۄݕ which 
amounts  to  rediscovering  that  the minimal  polynomial  of   ݕ over ܭԢ  is 
ܻଶ ൅ ܻݔ ൅ 1. But ݕଶ ב ,1ۃ  over ݕ ௄, so  that the minimal polynomial ofۄݕ
has degree ൐ ܭ 2. Since ݕଷ ൌ ݕݔ ൅ ݔ ב ,1ۃ ,ݕ ସݕ ௄ andۄଶݕ ൌ ଷݕ ൅ ଶݕ ൅
ݕ ൅ 1, the minimal polynomial  of y over ܭ is 

    ܻସ ൅ ܻଷ ൅ ܻଶ ൅ ܻ ൅ 1. 

Notice that this polynomial is not primitive, as ordሺݕሻ ൌ 5. 

Conjugates of an element. The set ܥఈ of conjugates over ܭ of an element 
ߙ א  is defined as ܮ

    ఈܥ ൌ ൛ߙ, ,௤ߙ ,௤మߙ … ,  , ௤ೝషభൟߙ

where ݎ is the least positive integer such that 

    ௤ೝߙ ൌ  .ߙ
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Proposition. ݌ఈ ൌ ∏ ሺܺ െ ஼ഀאሻఉߚ . 

Proof. We will use the extension of the Frobenius automorphism of ܭ/ܮ 
to the automorphism of the ring ܮሾܺሿ such that 

ܽ଴ ൅ ܽଵܺ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ܺ௡ հ ܽ଴
௤ ൅ ܽଵ

௤ܺ ൅ ڮ ൅ ܽ௡
௤ܺ௡. 

The polynomial    

    ݂ ൌ ∏ ሺܺ െ ஼ഀאሻఉߚ  

is  invariant by this automorphism, as ߚ ՜  ௤ permutes the elements ofߚ
݂ ఈ. Henceܥ א ߚ ሾܺሿ. Now observe that ifܭ א  ௤ isߚ ఈ, then݌ is a root of ܮ
also a root of ݌ఈ, as seen by applying the Frobenius automorfisme of ܭ/ܮ 
to  the  relation  ሻߚ௔ሺ݌ ൌ 0.  Applying  this  observation  repeatedly  begin‐
ning with  the  root   ఈ, we݌ of ߙ obtain  that  ሻߚఈሺ݌ ൌ 0  for  any  ߚ א  .ఈܥ
Hence, ݂|݌ఈ. But  since ݌ఈ  is  irreducible  and ݂ has positive degree, we 
conclude that ݂ ൌ  .ఈ, inasmuch as both polynomials are monic݌      □  
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Uniqueness of the finite fields with the same cardinal 

Theorem. If ܭ and ܭԢ are finite fields with the same cardinal ݍ, then there 
exists an isomorphism ߮: ܭ ՜  .Ԣܭ

Proof. If ݍ ൌ    Ԣ. Consider the polynomialܭ and of ܭ ௥, Ժ௣ is a subfield of݌

    ܺ௤ െ ܺ א Ժ௣ሾܺሿ. 

Regarded as a polynomial with coefficients in ܭ, we have  

    ܺ௤ െ ܺ ൌ ∏ ሺܺ െ ௄אሻఈߙ  .  

Analogously,  

    ܺ௤ െ ܺ ൌ ∏ ሺܺ െ ௄ᇲאԢሻఈᇲߙ  . 

Let ߙ be a primitive element of ܭ and ݂ א Ժ௣ሾܺሿ its minimal polynomial. 

We know that degሺ݂ሻ ൌ   we also have ,ܭ Since all the roots of ݂ are in .ݎ

    ݂|൫ܺ௣ೝିଵ െ 1൯ 
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as  polynomials with  coefficients  in   .ܭ But  since  these  polynomials  are 

monic and with coefficients in Ժ௣, the relation ݂|൫ܺ௣ೝିଵ െ 1൯ is also valid 
as polynomials with coefficients  in Ժ௣. The polynomial     ܺ௣ೝିଵ െ 1 also 
factors completely in ܭԢ and thereby ݂ has a root ߙᇱ א ‐Ԣ. From this it folܭ
lows that there is a unique isomorphism 

    Ժ௣ሾܺሿ ሺ݂ሻ⁄ ؄ Ժ௣ሾߙᇱሿ ൌ  Ԣܭ

such that ݔ ൌ ሾܺሿ հ  Ԣ. But there is also a unique isomorphismߙ

    Ժ௣ሾܺሿ ሺ݂ሻ⁄ ؄ Ժ௣ሾߙሿ ൌ   ܭ

such  that  ݔ ൌ ሾܺሿ հ  .ߙ As  a  result,  there  is  a  unique  isomorphism 
ܭ ؄ ߙ Ԣ such thatܭ հ       .Ԣߙ                          □  
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Factorization  of ܺ௡ െ 1 over a finite field ܨ ൌ ॲ௤ 

The solution of this question turns out to be of fundamental importance 

for  the  study of cyclic codes.  If ݍ ൌ ݊ prime, and we put ݌ ,௥݌ ൌ   ,௞݊Ԣ݌
݌ ץ ݊Ԣ, then we have 

    ܺ௡ െ 1 ൌ ൫ܺ௡ᇲ െ 1൯
௣ೖ

. 

This shows that we can assume that ݊ is not divisible by ݌.  

Field  of  decomposition  of  ܺ௡ െ 1.  The  condition  ݌ ץ ݊  tells  us  that 
ሾݍሿ௡ א Ժ௡

כ . Hence we may consider the order ݉ of ሾݍሿ௡  in Ժ௡
כ . By defini‐

tion, ݉ is the least positive integer such that 

    ௠ݍ ؠ 1 ሺ݊ሻ. 

In other words, ݉ is the least positive integer such that 

    ݊|ሺݍ௠ െ 1ሻ . 

We write ݁௡ሺݍሻ to denote it. 
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Let  now  ݄ א  ሾܺሿܨ be  any  monic  irreducible  polynomial  of  degree 
݉ ൌ ݁௡ሺݍሻ and define 

    ᇱܨ ൌ ᇱܨ)    ሾܺሿ/ሺ݄ሻܨ ؄ ॲ௤೘). 

Let ߙ be a primitive element of ܨԢ (if we chose ݄ primitive, we can take 
ߙ ൌ ሾܺሿ௛). Then, by definition of ݉, ordሺߙሻ ൌ ௠ݍ െ 1  is divisible by ݊. 
Set  

    ݎ ൌ ሺݍ௠ െ 1ሻ/݊  and  ߱ ൌ  .௥ߙ

Proposition. Over ܨԢ we have 

    ܺ௡ െ 1 ൌ ∏ ሺܺ െ ߱௝ሻ௡ିଵ
௝ୀ଴ . 

Proof. Since  

    ordሺ߱ሻ ൌ ሺݍ௠ െ 1ሻ/ݎ ൌ ݊ , 

the set  

    ܴ ൌ ൛߱௝| 0 ൑ ݆ ൑ ݊ െ 1ൟ 
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has cardinal ݊. Moreover, ߱௝  is a root of ܺ௡ െ 1 for all ݆, because 

    ൫߱௝൯௡ ൌ ሺ߱௡ሻ௝ ൌ 1 . 

Hence  the  set  ܴ  contains  ݊  distinct  roots  of  ܺ௡ െ 1.  It  follows  that 
∏ ሺܺ െ ߱௝ሻ௡ିଵ

௝ୀ଴   is  a monic polynomial of degree ݊  that divides ܺ௡ െ 1. 
Since both polynomials are monic of degree ݊, they must coincide.   
                 

Proposition. ܨᇱ ൌ Ԣ is the splitting field of ܺ௡ܨ ሾ߱ሿ and soܨ െ 1 over ܨ. 

Proof. Indeed,  if |ܨሾ߱ሿ| ൌ ݊ ௦, thenݍ ൌ ordሺ߱ሻ must divide ݍ௦ െ 1 and, 
by definition of ݉,  we get ݏ ൌ ݉.                           
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Cyclotomic classes 

Given an integer ݆ in 0. . ሺ݊ െ 1ሻ, the ݍ‐cyclotomic class of ݆ mod ݊ is the 
set 

    ௝ܥ ൌ ሼ݆, ,݆ݍ … ,  , ௧ିଵ݆ሽݍ

where ݐ is the least positive integer such that ݍ௧݆ ؠ ݆ ሺmod ݊ሻ.  

If ܥ is a ݍ‐cyclotomic class mod ݊, we define  

    ஼݂ ൌ ∏ ሺܺ െ ߱௝ሻ௝א஼  . 

Lemma. The polynomial  ஼݂  has  coefficients  in ܨ  for every ݍ‐cyclotomic 
class ܥ. 

Proof. It is enough to note that  ஼݂  is invariant by the Frobenius automor‐
phism.  
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Theorem. The correspondence ܥ հ ஼݂   is a bijection between  the set of 
 cyclotomic‐ݍ classes mod ݊ and  the  set of monic  irreducible  factors of 
ܺ௡ െ 1 over ܨ. 

Proof. The  fact  that  the ݍ‐cyclotomic classes mod ݊  form a partition of 
ሼ0,1, … , ݊ െ 1ሽ,  and  the  factoritzation    ஼݂ ൌ ∏ ሺܺ െ ߱௝ሻ௝א஼ ,  imply  that 

the  factorization ܺ௡ െ 1 ൌ ∏ ஼݂஼ , where ܥ  runs  over  the   cyclotomic‐ݍ
classes mod ݊. It is therefore enough to show that  ஼݂ א ‐ሾܺሿ is irreduciܨ
ble for any class ܥ. To see this, note that  

    ൛߱௝|݆ א   ൟܥ

is the set of conjugates of anyone of  its elements, so   that  ஼݂   is the mi‐

nimal polynomial  of ߱௝  for any ݆ א  .ܥ
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Notes 

N1.  If ܣ  is a ring with multiplicative unit  (usually dented 1, or 1஺), then 
the set כܣ of invertible elements of ܣ forms a grup with the product op‐
eration of ܣ.  

Examples. Ժכ ൌ ሼേ1ሽ. ܣ  is  a  field  if  and only  if כܣ ൌ ܣ െ ሼ0ሽ.  If ܭ  is  a 
field, ܭሾܺሿכ ൌ  ,݊ ሻ is the ring of square matrices of dimensionܭ௡ሺܯ If .כܭ
then ܯ௡ሺܭሻכ ൌ ,ሺ݊ܮܩ  .݊ of dimension ܭ ሻ, the linear grup overܭ

N2. If ܩ is a finite grup of order ݊, then ܽ௡ ൌ ݁ for any ܽ א  denotes ݁) ܩ
the identity element of ܩ). Indeed, there is a least positive integer ݎ such 
that ܽ௥ ൌ ݁. Since ሼ݁ ൌ ܽ଴, ܽ, … , ܽ௥ିଵሽ is a subgroup of order ݎ of ܩ, we 
know that ݎ|݊ (Lagrange lemma) and this clearly implies the assertion.  


