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Preliminars 

Sabem que la transformació de Lorentz donada per les equacions 

    ଴ᇱݔ ൌ ଴ݔሺߛ െ ,ଵሻݔߚ ଵᇱݔ ൌ ଵݔሺߛ െ ,଴ሻݔߚ ଶᇱݔ ൌ ,ଶݔ ଷᇱݔ ൌ       ଷݔ [∗] 
deixa invariant la forma de Lorentz 

    ଴ଶݔ െ ሺݔଵଶ ൅ ଶଶݔ ൅  .ଷଷሻݔ
Com que la matriu ሾ∗ሿ és 

    Λ௫,ఉ ൌ ൮

ߛ െߚߛ 0
െߚߛ ߛ 0
0 0 1

0
0
0

			0 						0 			0 1

൲, 

tenim que 

    Λ௫,ఉ் Λ௫,ఉߟ ൌ ߟ   , ߟ ൌ diagሺ1,െ1,െ1,െ1ሻ. 

Les rotacions, és a dir, les transformacions de la forma 

    ଴ᇱݔ ൌ ଴,  ቌݔ
ଵᇱݔ

ଶᇱݔ

ଷᇱݔ
ቍ ൌ ܴ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱, 
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on ܴ és una matriu ortogonal, també deixen la forma de Lorentz invariant. És a 
dir, es compleix que 

    ത்ܴߟ തܴ ൌ    ,ߟ തܴ ൌ ቀ 1 ૙
૙் ܴቁ. 

Com que la matriu d’una transformació de Lorentz arbitrària té la forma  

    ܣ ൌ തܴΛ௫,ఉܵ̅, 

on ܴ i ܵ són rotacions (és a dir, ܴ, ܵ ∈ ܱܵሺ3ሻ), resulta que  
       tota transformació de Lorentz deixa invariant la forma de Lorentz. 

Notem a més que detሺܣሻ ൌ 1 i que ܽ଴଴ ൒ 1.  
 

El grup ख 
Les matrius ܣ ∈  ସሺԹሻ que deixen invariant la forma de Lorentz, és a dir, talsܮܩ
que ܣߟ்ܣ ൌ  ,ߟ formen un grup ࣦ. Aquest grup  també es denota ܱሺ1,3ሻ  i els 
seus elements compleixen detሺܣሻ ൌ േ1. Posarem ࣦା per denotar el subgrup de 
ࣦ definit per la condició	detሺܣሻ ൌ 1, i ࣦି per denotar el subconjunt definit per 
la condició detሺܣሻ ൌ െ1. D’aqueta manera és clar que ࣦ ൌ ࣦା ⊔ ࣦି .  



4 
 

Lema. Si ܣ ∈ ࣦ, llavors |ܽ଴଴| ൒ 1. 

Prova.  Basta  observar  que  l’element  (0,0)  del  producte   ܣߟ்ܣ és  igual  a 
ܽ଴଴ଶ െ ሺܽ଴ଵଶ ൅ ܽ଴ଶଶ ൅ ܽ଴ଷଶ ሻ, d’on ܽ଴଴ଶ െ ሺܽ଴ଵଶ ൅ ܽ଴ଶଶ ൅ ܽ଴ଷଶ ሻ ൌ 1  i, per  tant, ܽ଴଴ଶ ൒
1.   

Posarem ࣦ↑  (respectivament ࣦ↓) per denotar el subconjunt de ࣦ format per les 
matrius   ܣ tals  que  ܽ଴଴ ൒ 1  (respectivament  ܽ଴଴ ൑ െ1).  També  posarem 
ࣦ଴ ൌ ࣦ↑ ∩ ࣦା ൌ ࣦା↑ . És  immediat comprovar que ࣦ↑ és un subgrup normal de 
ࣦ. Per tant, ࣦ଴ també és un subgrup normal,  i, pel que portem dit, tota trans‐
formació de Lorentz és un element de ࣦ଴. 

Remarca. Les transformacions  

    ௌܫ ∶ ሾݔ଴, ࢞ሿ ↦ ሾݔ଴, െ࢞ሿ (simetria espacial),  

்ܫ ∶ ሾݔ଴, ࢞ሿ ↦ ሾെݔ଴, ࢞ሿ (simetria temporal) 

són també elements de	ࣦ. És clar que 

   ௌܫ ∈ ࣦ↑ ∩ ࣦି ൌ ࣦି↑ ்ܫ  ,  ∈ ࣦ↓ ∩ ࣦି ൌ ࣦି↓  . 
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Si posem ܫௌ் ൌ ்ܫௌܫ ൌ െܫ, llavors ܲ ൌ ሼܫ, ,ௌܫ ,்ܫ  ௌ்ሽ és un subgrup de ࣦ isomorfܫ
a Ժଶ ൈ Ժଶ i 

  ௌ்ܫ ∈ ࣦ↓ ∩ ࣦା ൌ ࣦା↓ . 

Proposició. (1) ࣦ ൌ ࣦା↑ ⊔ ࣦି↑ ⊔ ࣦା↓ ⊔ ࣦି↓ . 

(2) ࣦା↑ ൌ ࣦ଴, ࣦି↑ ൌ ↓ௌࣦ଴, ࣦାܫ ൌ ↓ିࣦ  ,଴்ࣦܫ ൌ  .ௌ்ࣦ଴ܫ

(3)  ࣦ/ࣦ଴ ≃ ܲ,  ࣦ/ࣦା ≃ ሼܫ,  .ௌ்ሽܫ

(4)    ሼܫ,  ௌ்ሽܫ és  el  centre  de ࣦ  (és  a  dir,  el  subgrup  format  pels  elements que 
commuten amb tots el elements de ࣦ). 

Remarca.  Si ܣ: ሾ0,1ሿ → ࣦ  és  una  aplicació  contínua1  tal  que ܣሺ0ሻ ൌ  ,ܫ llavors 
ሻݐሺܣ ∈ ࣦ଴ per a tot ݐ ∈ ሾ0,1ሿ. En efecte, com que ܣሺ0ሻ ൌ ܫ ∈ ࣦ଴, s’ha de com‐
plir ܣሺݐሻ ∈ ࣦା per a tot ݐ, ja que la funció contínua detሺܣሺݐሻሻ és no nul∙la i posi‐
tiva per ݐ ൌ 0. Anàlogament, ܣሺݐሻ ∈ ࣦ↑, ja que  la funció contínua ܽ଴଴ሺݐሻ és no 
nul∙la (sabem que en valor absolut és ൒ 1) i positiva per a  ݐ ൌ 0.  
                                                            
1 La topologia de ࣦ ⊂ ସሺԹሻܮܩ ⊂ ସሺԹሻܯ ସሺԹሻ és la induïda perܯ ≃ Թଵ଺. Adonem‐nos 
que ࣦ és un conjunt tancat d’aquest darrer espai. 
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Representació matricial de l’espai de Minkowski 

Hem vist que tota transformació de Lorentz és un element de ࣦ଴. L’afirmació re‐
cíproca també és certa. Per a la seva demostració, però, ens convé introduir una 
representació matricial de l’espai de Minkowski (la qual per altra banda té un in‐
terès que transcendeix aquesta qüestió).  

Donat un ܠ ൌ ሾݔ଴, ,ଵݔ ,ଶݔ ଷሿݔ ൌ ሾܿݐ, ,ݔ ,ݕ  ሿ, posaremݖ

    ௛ܠ ൌ ൬ ଴ݔ ൅ ଵݔ ଶݔ െ ଷݔ݅
ଶݔ ൅ ଷݔ݅ ଴ݔ െ ଵݔ

൰ ∈ ࣢ଶ, 

on ࣢ଶ és  l’espai vectorial (real) de  les matrius hermítiques de dimensió 2, és a 
dir, les matrius ܆ que compleixen ܆ ൌ ∗܆ on ,∗܆ ൌ  ഥ். Notem que܆

    det൫ܠ௛൯ ൌ ଴ଶݔ െ ሺݔଵଶ ൅ ଶଶݔ ൅ ଷଶሻݔ ൌ  .ሻ  (forma de Lorentz)ܠሺߪ

Notem també que  

         ଴௛܍ ൌ ሾ1,0,0,0ሿ௛ ൌ ቀ1 0
0 1ቁ 			ൌ   ,଴ߪ

         ଵ௛܍ ൌ ሾ0,1,0,0ሿ௛ ൌ ቀ1 			0
0 െ1ቁ ൌ  ,ଵߪ
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         ଶ௛܍ ൌ ሾ0,0,1,0ሿ௛ ൌ ቀ0 1
1 0ቁ ൌ  ,ଶߪ

         ଷ௛܍ ൌ ሾ0,0,0,1ሿ௛ ൌ ቀ0 െ݅
݅ 		0ቁ 	ൌ  ଷߪ

(les matrius ߪଵ, ,ଶߪ  .(ଷ es coneixen com a matrius de Pauliߪ

 

L’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ 
Donat un element ܽ ∈  ଶሺԧሻ, l’aplicacióܮܵ
    ࣢ଶ → ࣢ଶ,   ܆ ↦ ∗ܽ܆ܽ ൌ തܽሺ܆ሻ 
és  lineal.  Aquesta  aplicació  lineal  defineix  un  ele‐
ment  ෤ܽ ∈ ࣦ:  

    ሺ ෤ܽܠሻ௛ ൌ തܽ൫ܠ௛൯ ൌ  .∗௛ܽܠܽ

ሺߪ ) ෤ܽܠሻ ൌ det൫ሺ ෤ܽܠሻ௛൯ ൌ detሺܽܠ௛ܽ∗ሻ ൌ det൫ܠ௛൯ ൌߪሺܠሻ). 

Proposició. (1) L’aplicació ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ,   ܽ ↦ ෤ܽ, és un homomorfisme de grups. 
Remarquem també que  െܫ෪ ൌ ሚܫ ൌ   .݀ܫ
(2) El nucli de l’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ és ሼܫ, െܫሽ. [A]  

ସࣧ ସࣧ 

࣢ସ ࣢ସ 

݄ ݄ 

෤ܽ

തܽ
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Exemple. Si ܽ ∈ ܷܵଶ, llavors  ෤ܽ ∈ തܱሺ3ሻ, ja que 

    ሺ ෤ܽ܍଴ሻ௛ ൌ ∗ܽܫܽ ൌ ܫ ൌ ⇔)  ଴௛܍ ෤ܽ܍଴ ൌ  .(଴܍

Més concretament, si ܽ ൌ ఝݑ ൌ ൬݁
ି௜ఝ 0
0 ݁௜ఝ

൰, llavors  ෤ܽ ൌ ෤ఝݑ ൌ ܴ௫,ଶఝ :              

  ൬݁
ି௜ఝ 0
0 ݁௜ఝ

൰ ൬ ଴ݔ ൅ ଵݔ ଶݔ െ ଷݔ݅
ଶݔ ൅ ଷݔ݅ ଴ݔ െ ଵݔ

൰ ൬݁
௜ఝ 0
0 ݁ି௜ఝ

൰ 

      ൌ ቆ ଴ݔ ൅ ଵݔ ݁ିଶ௜ఝሺݔଶ െ ଷሻݔ݅
݁ଶ௜ఝሺݔଶ ൅ ଷሻݔ݅ ଴ݔ െ ଵݔ

ቇ. 

 Si ܽ ൌ ఈߩ ൌ ቀcos ߙ െ sin ߙ
sin ߙ 			cos  ቁ, llavorsߙ ෤ܽ ൌ ෤ఈߩ ൌ ܴ௭,ଶఈ: 

    ሺ ෤ܽܠሻ௛ ൌ ቀcos ߙ െ sin ߙ
sin ߙ 			cos ቁߙ ൬

଴ݔ ൅ ଵݔ ଶݔ െ ଷݔ݅
ଷݔ ൅ ସݔ݅ ଴ݔ െ ଵݔ

൰ ቀ			cos ߙ sin ߙ
െsinߙ cos  ;ቁߙ

en particular 

     ሺ ෤ܽ܍૜ሻ௛ ൌ ∗ଷ௛ܽ܍ܽ ൌ ቀcos ߙ െ sin ߙ
sin ߙ 			cos ቁߙ ቀ

0 െ݅
݅ 0 ቁ ቀ

			cos ߙ sin ߙ
െsin ߙ cos  ቁߙ

      ൌ ቀ0 െ݅
݅ 0 ቁ ൌ  ,ଷ௛܍
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de manera que  ෤ܽ ൌ  Que l’amplitud d’aquesta rotació .ݖ ෤ఈ és una rotació d’eixߩ
és 2ߙ resulta de 

ሺ ෤ܽ܍૚ሻ௛ ൌ ∗ଵ௛ܽ܍ܽ ൌ ቀcos ߙ െ sin ߙ
sin ߙ 			cos ቁߙ ቀ

1 			0
0 െ1ቁ ቀ

			cos ߙ sin ߙ
െsin ߙ cos  ቁߙ

      ൌ ቀcos ߙ2 				sin ߙ2
sin ߙ2 െcos ቁߙ2 ൌ cosሺ2ߙሻ ଵߪ ൅ sinሺ2ߙሻߪଶ 

      ൌ cosሺ2ߙሻ ଵ௛܍ ൅ sinሺ2ߙሻ  .ଶ௛܍

Exemple. Considerem la matriu ܽ ൌ ܽ௞ ൌ ൬݇ 0
0 1/݇൰ ∈ ݇ ,ଶሺԧሻܮܵ ൐ 0. Llavors 

ሺ ෤ܽܠሻ௛ ൌ ൬݇ 0
0 1/݇൰ ൬

଴ݔ ൅ ଵݔ ଶݔ െ ଷݔ݅
ଷݔ ൅ ସݔ݅ ଴ݔ െ ଵݔ

൰ ൬݇ 0
0 1/݇൰  

    ൌ ቆ݇
ଶሺݔ଴ ൅ ଵሻݔ ଶݔ െ ଷݔ݅
ଶݔ ൅ ଷݔ݅ ݇ିଶሺݔ଴ െ ଵሻݔ

ቇ. 

Per tant,  ෤ܽܠ ൌ ሺݔ଴ᇱ , ଵᇱݔ , ,ଶݔ   ଷሻ, onݔ

଴ᇱݔ ൌ
ଵ
ଶ
ሺ݇ଶ ൅ ݇ିଶሻݔ଴ ൅

ଵ
ଶ
ሺ݇ଶ െ ݇ିଶሻݔଵ, 

   ଵᇱݔ ൌ
ଵ
ଶ
ሺ݇ଶ െ ݇ିଶሻݔ଴ ൅

ଵ
ଶ
ሺ݇ଶ ൅ ݇ିଶሻݔଵ. 
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Posant ݇ ൌ ݁௧,   
଴ᇱݔ     ൌ coshሺ2ݐሻ ଴ݔ ൅ sinhሺ2ݐሻ   ,	ଵݔ
ଵᇱݔ     ൌ sinhሺ2ݐሻ ଴ݔ ൅ coshሺ2ݐሻ  .	ଵݔ
Per tant,  ෤ܽ és la transformació de Lorentz ܮ௫,ఉ per la qual 

ߛ         ൌ cosh	ሺ2ݐሻ.  
Adonem‐nos que  

ߚ            ൌ tanhሺ2ݐሻ,  
ja que ha de ser  sinhሺ2ݐሻ ൌ  .ߚߛ
Proposició.  Siguin ࢛ un  vector unitari  i 
ݒ ∈ ሺെܿ, ܿሻ.  Donat  ܠ ൌ ሾݔ଴, ࢞ሿ,  posem 
࢞∥ ൌ ሺ࢞ ൉ ࢛ሻ࢛  i  ࢞ୄ ൌ ࢞ െ ࢞∥  .  Definim 
ߦ ∈ Թ  de  manera  que  tanhሺߦሻ ൌ ߚ ൌ
 	ܿ/ݒ (amb  la  qual  cosa  coshሺߦሻ ൌ  ߛ i 
sinhሺߦሻ ൌ  .(ߚߛ Proveu  que  si  posem 
క,࢛ܮ     per  denotar  la  transformació  do‐

coshሺݔሻ
sinhሺݔሻ

tanhሺݔሻ

 ݔ
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nada per les fórmules 

    ଴ᇱݔ ൌ ଴ݔ coshሺߦሻ ൅ ሺ࢞ ൉ ࢛ሻ sinhሺߦሻ, 
    ࢞ᇱ ൌ ࢞∥ coshሺߦሻ ൅ ଴࢛ݔ sinhሺߦሻ ൅࢞ୄ , 

llavors ࢛ܮ,క  és una transformació de Lorentz i ࢛ܮ,క ∈ ࣦ଴. 

Proposició. La  imatge de  l’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ,   ܽ ↦ ෤ܽ, és un subgrup 
de ࣦ଴. 
Prova. Sigui ܽ ∈  ଶሺԧሻ. Volem veure queܮܵ ෤ܽ ∈ ࣦ଴. Per arribar a aquesta conclu‐
sió usarem que existeix una matriu ݉ ∈  ଶሺԧሻ tal queܮܩ

    ݉ܽ݉ିଵ ൌ ቀݎ ݏ
0 ,ݎ    ,ଵቁିݎ ݏ ∈ ԧ . 

Siguin  ,ݖ :ݓ ሾ0,1ሿ → ԧ∗  funcions  contínues  tals  que  ሺ0ሻݖ ൌ 1,  ሺ1ሻݖ ൌ  ,ݎ

ሺ0ሻݓ ൌ ሺ1ሻݓ ,0 ൌ ሻݐPosem ܽሺ .ݏ ൌ ݉ିଵ ൬
ሻݐሺݖ ሻݐሺݓ
0  ሻିଵ൰݉. D’aquesta maneraݐሺݖ

tenim una  funció  contínua  tal que ܽሺ0ሻ ൌ  ܫ i ܽሺ1ሻ ൌ ܽ. Per  tant   ܽሺݐሻ෫ ∈ ࣦ és 
una funció contínua de ݐ tal que ܽሺ0ሻ෫ ∈ ࣦ଴ i ܽሺ1ሻ෫ ൌ ෤ܽ, i amb això la remarca de 
la pàgina 5 ens diu que  ෤ܽ ∈ ࣦ଴.   
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Tot element de ࣦ଴ és una transformació de Lorentz 

Teorema. (1) Si ܣ ∈ ࣦ଴,  llavors ܣ és una transformació de Lorentz (i recíproca‐
ment, com ja s’ha vist).  

(2) La imatge de l’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ és ࣦ଴.  
Prova. Donada ܣ ∈ ࣦ଴, considerem ܍ܣ଴ ൌ ሾߙ଴, ,ଵߙ ,ଶߙ  ଷሿ. Composant amb unaߙ
rotació  തܴ ∈ ܱܵതതതതሺ3ሻ  apropiada,  podem  aconseguir  que  തܴ܍ܣ଴ ൌ ሾߙ଴, ,ߙ 0,0ሿ,  on 
ߙ ൌ ൅ඥߙଵଶ ൅ ଶଶߙ ൅ ܣ ଶଶ.  Com queߙ ∈ ࣦ଴ ⊂ ଴ߙ ,↑ࣦ ൒ 1, i com que ߙ଴ଶ ൌ ଶߙ ൅ 1, 
଴ߙ ൌ √1 ൅ ‐௫,ఉ, obܮ ଶ. Si ara apliquem una transformació especial de Lorentzߙ
tenim 

    ௫,ఉܮ തܴ܍ܣ଴ ൌ ଴ߙሾߛ ൅ ,ߙߚ ଴ߙߚ ൅ ,ߙ 0,0ሿ. 

Veiem,  doncs,  que  podem  aconseguir  que  ଴ߙߚ ൅ ߙ ൌ 0  prenent  ߚ ൌ െ ఈ
ఈబ
ൌ

െ ఈ
√ଵାఈమ

 (és possible, ja que |ߚ| ൏ 1). Notem que aleshores       ߛ ൌ
ଵ

ඥଵିఉమ
ൌ √1 ൅   ,ଶߙ
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   ଴ߙ ൅ ߙߚ ൌ √1 ൅ ଶߙ െ ఈమ

√ଵାఈమ
ൌ ଵ

√ଵାఈమ
,  

i ߛሺߙ଴ ൅ ሻߙߚ ൌ 1,  

de  manera  que  ௫,ఉܮ തܴ܍ܣ଴ ൌ  .଴܍ Això  mostra  que  existeix  ܵ ∈ ܱሺ3ሻ  tal  que 
௫,ఉܮ തܴܣ ൌ ܵ̅ i així 

     ܣ ൌ തܴିଵܮ௫,ିఉܵ̅. 

Però ܵ̅ ∈ ܱܵതതതതሺ3ሻ,  ja que ܣ, തܴ, ௫,ఉܮ ∈ ࣦା. Per  tant ܣ és efectivament una  trans‐
formació de Lorentz i això prova (1). 

Per provar (2), només cal veure (atès que  la proposició anterior ens diu que  la 
imatge de ܵܮଶሺԧሻ està continguda a ࣦ଴) que tot element de ࣦ଴ és de la imatge. 
A tal fi, vista la demostració de la part (1) i el fet que ܮ௫,ିఉ ൌ ܽ௞෦, per un nombre 
real  positiu  ݇  apropiat,  basta  provar  que  les  rotacions  són  de  la  imatge  de 
l’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ. Ara bé, tota rotació ܴ es pot descompondre en la 
forma ܴ ൌ ܴ௭,టܴ௫,ఏܴ௭,ఝ, on ߮,߰,  ,ܴ són els angles d’Euler de ߠ i hem vist que 
les  rotacions de  la  forma ܴ௭,ఈ  i ܴ௫,ఏ  són de  la  imatge de ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ, amb  la 
qual cosa la prova és completa. 
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Corol∙lari. La imatge de ܷܵଶ per l’homomorfisme ܵܮଶሺԧሻ → ࣦ és ܱܵሺ3ሻ. D’això, 
i  el  fet  que  el  nucli  és  ሼܫ, െܫሽ,  resulta  que  ܱܵሺ3ሻ ≃ ܷܵଶ/ሼܫ, െܫሽ,    ࣦ଴ ≃
,ܫଶሺԧሻ/ሼܮܵ െܫሽ. 
 

Geometria de Lorentz 

Els resultats precedents suggereixen que l’estructura matemàtica que correspon a la re‐
lativitat especial és un espai afí real ሺ८, ܸሻ de dimensió 4, dotat d’una mètrica no dege‐
nerada ߟ de signatura (1,3). Les referències inercials corresponen a referències ortonor‐
mals, és a dir, referències ሾܱ, ,଴܍ ,ଵ܍ ,ଶ܍  ଷሿ respecte de les quals la matriu de la mètrica܍
és diagሺ1, െ1,െ1,െ1ሻ. Com que  la matriu de canvi entres dues bases ortonormals és 
un element de ࣦ, quan en realitat voldríem que fos un element de ࣦ଴, cal també supo‐
sar que hem orientat ܸ, és a dir, que hem distingit una classe ࣬ de bases ortonormals 
(entre les quatre possibles classes) per la relació d’equivalència que declara dues bases 
com equivalents si la matriu de canvi entre elles és de ࣦ଴. Fet així, els sistemes inercials 
es corresponen amb les referències ሾܱ, ,଴܍ ,ଵ܍ ,ଶ܍ ,଴܍ ଷሿ tals que܍ ,ଵ܍ ,ଶ܍  ଷ és una base܍
de ࣬, el canvi de coordenades entre dos sistemes inercials és una transformació de Lo‐
rentz (és a dir, un element de ࣦ଴),  i una referència obtinguda d’un sistema  inercial per 
una transformació de Lorentz és un sistema inercial. 
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Notes 

[A]  (Pàg.  9)  Dir  que  ܽ ∈  ଶሺԧሻܮܵ és  del  nucli  equival  a  dir  que  ∗௝ܽߪܽ ൌ  ,௝ߪ
݆ ൌ 0,1,2,3. Per a  ݆ ൌ 0,  la condició ens diu que ܽ ∈ ܷܵଶ,  ja que per definició 
ܷܵଶ és el subgrup de ܵܮଶሺԧሻ format per les matrius ܽ tals que ܽܽ∗ ൌ ‐Aques .ܫ

tes matrius  tenen  la  forma ܽ ൌ ቀݖ െݓഥ
ݓ ̅ݖ			 ቁ, on ݖ, ݓ ∈ ԧ  i ̅ݖݖ ൅ ഥݓݓ ൌ 1. Ara  la 

condició per ݆ ൌ 1 ens dóna que ha de ser ݖ ൌ ݁௜ఈ  i ݓ ൌ 0,  i  la condició per a 
݆ ൌ 2, que ߙ ൌ 0, ܽ ,és a dir ,ߨ ൌ േܫ. 

Remarca. Les matrius de la forma ܽ ൌ ቀݖ െݓഥ
ݓ ̅ݖ			 ቁ, on ݖ, ݓ ∈ ԧ (sense la condició 

̅ݖݖ ൅ ഥݓݓ ൌ 1), amb  la suma  i el producte ordinaris, és el cos dels quaternions. 
Adonem‐nos que si posem ݖ ൌ ܽ ൅ ܾ݅ i ݓ ൌ ܿ ൅ ݀݅, llavors 

     ቀݖ െݓഥ
ݓ ̅ݖ			 ቁ ൌ ቀܽ ൅ ܾ݅ െܿ ൅ ݀݅

ܿ ൅ ݀݅ 				ܽ െ ܾ݅ቁ ൌ ܽ૚ ൅ ࡵܾ ൅ ࡶܿ ൅  ,ࡷ݀

   ૚ ൌ ቀ1 0
0 1ቁ , ࡵ ൌ ቀ݅ 		0

0 െ݅ቁ ൌ ࡶ ,ଵߪ݅ ൌ ቀ0 	െ1
1 			0 ቁ ൌ െ݅ߪଷ, ࡷ ൌ ቀ0 	݅

݅ 0ቁ ൌ  .ଶߪ݅


