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Preliminars
Sabem que la transformacio de Lorentz donada per les equacions
I I __ I __ r__
xo =¥(xg — Bx1), x1 =y(x1 — BXg), X3 = X3, X3 = X3

deixa invariant la forma de Lorentz

y —vB 0 0
A=Y v 0 0}
& 0 0 10
0 0 0 1
tenim que

Ay gnhyp =1, n=diag(l,—1,-1,-1).

Les rotacions, és a dir, les transformacions de |la forma

X1 X1
Xy =xg, | x3 | =R| %2 |,

X3 X3

[*]
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on R és una matriu ortogonal, també deixen la forma de Lorentz invariant. Es a
dir, es compleix que

—r = - 1 0
T D — _
R™nR =1, R—(OT R).
Com que la matriu d’una transformacié de Lorentz arbitraria té la forma
A= EAx,ﬁS_‘,
on R i S sén rotacions (és a dir, R, S € SO(3)), resulta que

tota transformacio de Lorentz deixa invariant la forma de Lorentz.

Notem a més que det(4) = 1iqueay, = 1.

El grup £

Les matrius A € GL,4(R) que deixen invariant la forma de Lorentz, és a dir, tals
que ATnA = n, formen un grup £. Aquest grup també es denota 0(1,3) i els
seus elements compleixen det(4) = +1. Posarem L, per denotar el subgrup de
L definit per la condicié det(4) = 1, i L_ per denotar el subconjunt definit per
la condicié det(A) = —1. D’aqueta maneraésclarque L =L, U L_ .



Lema. Si A € L, llavors |agy| = 1.

Prova. Basta observar que l'element (0,0) del producte A'nA és igual a
as, — (ag, + ad, + adz), don ad, — (a5, + a5, + a53) = 1 i, per tant, agy, >
1.

Posarem LT (respectivament £') per denotar el subconjunt de £ format per les
matrius A tals que agg =1 (respectivament aygy < —1). També posarem
Lo = L'n L, = Ll. Es immediat comprovar que L' és un subgrup normal de
L. Per tant, L, també és un subgrup normal, i, pel que portem dit, tota trans-
formacio de Lorentz és un element de L.

Remarca. Les transformacions
Is ¢ [xo,x] & [x9, —x] (simetria espacial),
I : [xq, x] » [—x(, xX] (simetria temporal)

son també elements de L. Es clar que

IkeL'ne_=L", IestnL_ =2t
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Si posem Igp = Iy = —I, llavors P = {I, I, I, I¢;} és un subgrup de L isomorf
aliy X Zoyi

IreLincL, =Lt
Proposicié. (1) L=l u £l uci oLt
(2) LY = Lo, LT =Ly, LY = 17Ly, LY = [gr L.
(3) L/Ly =P, L/Ly =1, Isr}.

(4) {I,I¢;} és el centre de L (és a dir, el subgrup format pels elements que
commuten amb tots el elements de L).

Remarca. Si A:[0,1] = L és una aplicacié continua® tal que A(0) = I, llavors
A(t) € L, per atot t € [0,1]. En efecte, com que A(0) =1 € L, s’ha de com-
plir A(t) € L, per atott, ja que la funcié continua det(A4(t)) és no nul-la i posi-
tiva per t = 0. Analogament, A(t) € L', ja que la funcié continua ayy(t) és no
nul-la (sabem que en valor absolut és > 1) i positiva pera t = 0.

' La topologia de £ © GL,(R) © M,(R) és la induida per M,(R) =~ R'®. Adonem-nos
gue L és un conjunt tancat d’aquest darrer espai.



Representacio matricial de I’espai de Minkowski

Hem vist que tota transformacio de Lorentz és un element de £,. L’afirmacio re-
ciproca també és certa. Per a la seva demostracio, pero, ens conveé introduir una
representacio matricial de I'espai de Minkowski (la qual per altra banda té un in-
terés que transcendeix aquesta questio).

Donat un X = [xy, X1, X9, Xx3] = [ct, X, y, z], posarem

< = (x0+x1 Xy — IX3

Xy + ix3 xo—xl)e}[z’

on H, és I'espai vectorial (real) de les matrius hermitiques de dimensio 2, és a
dir, les matrius X que compleixen X = X*, on X* = X’. Notem que

det(x") = x§ — (x? + x% + x3) = o(x) (forma de Lorentz).

((1) (1)) = Oy,

((1) _(1)) = 01,

Notem també que

el =[1,0,0,0]"

e’ =[0,1,0,0]"



el = [0,0,1,0]" = (0 1) =g,

1 0
N
el =1[0,0,0,1]" = (l, (;) = o,

(les matrius g4, g,, 03 es coneixen com a matrius de Pauli).

L’homomorfisme SL,(C) - L a
]V[4_ > M4
Donat un element a € SL,(C), 'aplicacio
h
}[2 — }[2, X P aXa® = C_l(X) h .
a
és lineal. Aquesta aplicacié lineal defineix un ele- Hy > Hy

menta € L:
(@x)" = a(x") = ax"a*.
(a(ax) = det((ax)") = det(ax"a*) = det(x") = o (x)).
Proposicié. (1) L’aplicacié SL,(C) —» L, a » d, és un homomorfisme de grups.
Remarquem també que —I =1 = Id.

(2) El nucli de 'homomorfisme SL,(C) — L és{I,—I}. [A]



Exemple. Si a € SU,, llavors @ € 0(3), ja que
(de) =ala* =1 =el} (o de, = e).

0

Lo

(e‘i‘P 0 ) (xo T X1 Xp— ix3) (ei‘p 0 )
0 et?) \x, +ix3 Xg— X1 0 e~ Lo
B ( Xo + x1 e % (x, — ix3))

e (x, + ix3) Xo — X1

: -y -~ o~
Meés concretament, sia = u, = (e . ), llavors a = Uy = Ry2q:

cosa —Ssina

. llavorsa = p, = R :
sin a COS a)’ Pa z2a

Sia=pa=(

(aGx)" = (COSa — sin a) (Xo +x; X, — ixg)( cosa sin cx)_
sin cosa’/ \x3 +ixy x9—x1/)\—=sina cosa’/’

en particular

no_ cosa —sina\ /0 —i cosa sina
(de3)" = aela : _
sin cosa’/\i 0/\=sina cosa

=(; o)=¢
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de manera que d = p, és una rotacié d’eix z. Que I'amplitud d’aquesta rotacio

és 2a resulta de

~  \h n o« cosa —sina) /1 0 cosa Ssina
(deq)" = aefa* =", .
Sin cosa/\0 —1/\—=sina cosa

__[(cos2a sin2a\ _ :
= (sin e —cos Za) = cos(2a) oy + sin(2a)o,

= cos(2a) e? + sin(2a) el

Exemple. Considerem la matriua = a; = (l(; 19k) € SL,(C), k > 0. Llavors

(~ )h_(k O )(xo‘l‘xl xz_lX3)(k O )
POT=N0 1/k)\xg +ix, xo—x,)\0 1/k
[ k*(xg + x1) X, — IX3

o\ tixs k2(xp—x1))
Per tant, ax = (xg, X1, X5, X3), ON

~ (k% + k™2)xg + = (k2 — k™),

Xo

xj == (k? — k™2)x + = (k2 + k™2)x;.
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Posant k = et,
x, = cosh(2t) xo + sinh(2t) x,
x; = sinh(2t) xy + cosh(2t) x; .
Per tant, @ és la transformacio de Lorentz L, g per la qual
| y = cosh(2t).
2- /7 Adonem-nos que

cosh(x)
/ sinh(x) :B = tanh(Zt),

ja que ha de ser sinh(2t) = yp.

Am;)/ Proposicié. Siguin u un vector unitari i

» ol
et e et e ey U € (—c,c). Donat X =[xy, X], posem
-15 -10 -0.5 0 0.5 10 1.5 ] o
e f xy=((x-wuix, =x—x; . Definim
X f’/ - ¢ €R de manera que tanh(§) = =

v/c (amb la qual cosa cosh(§) =y i
sinh(¢) = yfB). Proveu que si posem

L, ¢ per denotar la transformacio do-
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nada per les formules
x4y = Xo cosh(§) + (x - u) sinh(§),
x' = xj cosh(§) + xqusinh(§) +x
llavors L, ¢ €s una transformacié de Lorentzi L, ¢ € L.

Proposicié. La imatge de 'lhomomorfisme SL,(C) - £, a — a, és un subgrup
de L,.

Prova. Sigui a € SL,(C). Volem veure que @ € L. Per arribar a aquesta conclu-
si0 usarem que existeix una matriu m € GL,(C) tal que

_ r s
mam1=( r‘l)’ r,s €C.

0
Siguin z,w:[0,1] » C* funcions continues tals que z(0) =1, z(1) =r,
Z(t w(t
w(0) =0, w(1) = s. Posem a(t) = m_l( E)) Z(t()_)l)m' D’aquesta manera

tenim una funcié continua tal que a(0) =1 i a(1) = a. Per tant a(t) € L és

———

una funcié continua de t tal que a(0) € Ly i a(1) = a, i amb aixo la remarca de
la pagina 5 ens diu que d € L,.
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Tot element de £, és una transformacio de Lorentz
Teorema. (1) Si A € L, llavors A és una transformacio de Lorentz (i reciproca-
ment, com ja s’ha vist).
(2) La imatge de 'homomorfisme SL,(C) — L és L.

Prova. Donada A € L, considerem Aey = [a,, @1, a5, @3]. Composant amb una
rotaci6 R € SO(3) apropiada, podem aconseguir que RAe, = [a,, @, 0,0], on

a=+Ja?+a?+a? Comqued€ Lyc L, ayg>1,icomaquead =a?+1,
@y = V1 + a?. Si ara apliguem una transformacio especial de Lorentz Ly p, ob-

tenim

LygRAey = y[ay + fa, fay + a,0,0].

Veiem, doncs, que podem aconseguir que fay + a = 0 prenent [ = —ai —
0
a

Vi+a?

'—1i32 =V1+ a?,

(és possible, ja que || < 1). Notem que aleshores Yy =
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itz __ 1
G tpa=V1ta® — ===

iy(ay + Ba) =1,

de manera que Lx,ﬁﬁAeO = e,. Aix0 mostra que existeix S € 0(3) tal que
LygRA = Siaixi

A —_ E_le,_[gS_'.

Perd S € SO(3), ja que 4, R, Lyp € L,. Per tant A és efectivament una trans-

formacio de Lorentz i aixo prova (1).

Per provar (2), només cal veure (atés que la proposicid anterior ens diu que la
imatge de SL,(C) esta continguda a L;) que tot element de L, és de la imatge.
A tal fi, vista la demostracio de la part (1) i el fet que L, _pg = @y, per un nombre
real positiu k apropiat, basta provar que les rotacions son de la imatge de
I’lhomomorfisme SL,(C) — L. Ara bé, tota rotacid R es pot descompondre en la
forma R = R,y Ry oR; », ON @,1, 0 son els angles d’Euler de R, i hem vist que
les rotacions de la forma R, , i R, g s6n de la imatge de SL,(C) — £, amb la
qual cosa la prova és completa.
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Corol-lari. La imatge de SU, per ’homomorfisme SL,(C) — L és SO(3). D’aixo,
i el fet que el nucli és {I,—I}, resulta que SO(3) = SU,/{I,—-I}, L,

12

Geometria de Lorentz

Els resultats precedents suggereixen que |’estructura matematica que correspon a la re-
lativitat especial és un espai afi real (A, 1) de dimensio 4, dotat d’'una metrica no dege-
nerada n de signatura (1,3). Les referencies inercials corresponen a referéencies ortonor-
mals, és a dir, referencies [0, e, e, e,, €3] respecte de les quals la matriu de la meétrica
és diag(1,—1,—1,—1). Com que la matriu de canvi entres dues bases ortonormals és
un element de £, quan en realitat voldriem que fos un element de £, cal també supo-
sar que hem orientat V, és a dir, que hem distingit una classe R de bases ortonormals
(entre les quatre possibles classes) per la relacid d’equivalencia que declara dues bases
com equivalents si la matriu de canvi entre elles és de L. Fet aixi, els sistemes inercials
es corresponen amb les referencies [0, e, €4, e,, €3] tals que ey, e, e,, €3 és una base
de R, el canvi de coordenades entre dos sistemes inercials és una transformacio de Lo-
rentz (és a dir, un element de L), i una referencia obtinguda d’un sistema inercial per
una transformacio de Lorentz és un sistema inercial.
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Notes

[A] (Pag. 9) Dir que a € SL,(C) és del nucli equival a dir que agja” = g,

j=20,1,23. Peraj =0, la condicié ens diu que a € SU,, ja que per definicid
SU, és el subgrup de SL,(C) format per les matrius a tals que aa™ = I. Aques-

. Z w . _
tes matrius tenen la forma a = (W Z_), onz,w€Cizz+ww=1. Ara la

condicio per j = 1 ens ddna que ha de ser z = el iw =0, ila condicié per a
j=2,quea =0,m, ésadir,a = *I.

. Z w .,
Remarca. Les matrius de la forma a = (W Z_), on z,w € C (sense la condicio

zZ +ww = 1), amb la suma i el producte ordinaris, és el cos dels quaternions.
Adonem-nos que siposem z = a + biiw = ¢ + di, llavors

(z —v_v) _ (a+bi —c+ di

w Z c+di a — bi

1=((1) (1)),1=(é _(;)=i01,]=((1) _g)=—ia3,K=((l,) (;)=i02.

)=a1+b1+c]+dK,



