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El proposit d’aquesta seccio és mostrar com les equacions de Maxwell es
poden escriure en termes de formes diferencials de I'espai de Minkowski.



Formes diferencials

Posem A = (dx, dy, dz,d(ct)) per denotar I'espai vectorial de les 1-formes
de I'espai de Minkowski.

Si k = (ky, ky, k,) és un vector, posarem k i k per denotar les formes dife-

rencials

N

k = kydx + kydy + k,dz
k = kydy Adz + k,dz A dx + k,dx A dy
=kydx ANdy — ky,dx Ndz + k,dy ANdz .
Exemple. Si f és una funcié, df = df
Proposicié a) dk = rot(k) — d;k A dt = rot(k) — - .k Ad(ct).
b) dk = div(k)dx Ady Adz + 0.k A dt
= div(k)dx A dy Adz += 9.k Ad(ct).



Si kK = [k, k] és un 4-vector, posarem
k# = k — c?kdt = k — cxd(ct).
En particular tenim

j* =7 —c?pdt = J-cpd(ct),

A* = A — pdt = A—=¢d(ct).

Proposicié. La 1-forma k¥ és invariant Lorentz. En particular, j* i A* sén
invariants Lorentz.

Notacio. Posem AP, p = 0,1, ...,4 per denotar |'espai de les p-formes dife-
rencials. Aixi A° = (1) és I'anell de funcions, A = Ai
A? ={(dy Adz,dz Adx,dx A dy,dx Ad(ct),dy Ad(ct),dz A d(ct))
A3 ={(dxANdy Adz,dy ANdz Ad(ct),dz Adx Ad(ct),dx Ady Ad(ct))
A* = (dx Ady Adz Ad(ct))



Tensor electromagnetic

Considerem la 2-forma F = dA* € A%, que també és invariant Lorentz.
Com que el coneixement de F és equivalent, com veurem tot seguit, al co-
neixement de E i B, direm que F és el tensor electromagnetic.

Proposicié. F = B + E A dt.

Prova. F = dA* = dA — d(¢dt)
= rot(A) — J,AAdt —dp A dt
= B + E A dt,

jaquerot(A) =B, —0;A—0¢ =E.

Remarca. La matriu de F respecte de la base {dx, dy, dz, dt} és
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B, -B, 0 E,
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Remarca. Com que A¥ és invariant Lorentz, F també ho és, i dir que F és

invariant Lorentz equival a les relacions de transformacié del camp elec-
tromagnetic.

L’equaciéo dF = 0 (identitat de Bianchi)

Teorema. dF = d(dA#) = 0 i aquesta identitat equival a les dues equaci-
ons de Maxwell homogenies:

div(B) =0 i rot(E) = —0d,B.
Prova. En efecte,

0 = dF = d(dA*) = d(B + E A dt)



=dB + (dE) A dt
= div(B)dx A dy A dz + 9,B A dt + rot(E) A dt
= div(B)dx Ady Adz + (0;B + rot(E)) A dt,

la qual cosa equival a dir que div(B) = 0i d;B + rot(E) = 0.

Per a les altres dues equacions de Maxwell necessitem un parell de preli-
minars matematics.

Metrica de Minkowski de AP

La métrica de Minkowski de A, que denotem (, ), queda determinada im-
posant que la seva matriu en la base dx, dy,dz, d(ct) és

n = diag(—1,—-1,—-1,+1).
Es invariant Lorentz.

La metrica de Minkowski de AP, que denotem de la mateixa manera, és la
induida per la de A.



Recordem, per exemple, que si a, b, ¢, d sén 1-formes,

(a,c) {(a,d)
(b,c) (b,d)|

Proposicié. a) La matriu de la métrica (, ) de A? respecte de la base
dy ANdz, dz Ndx, dx Ady, dx ANd(ct), dy Ad(ct), dz Ad(ct)
és diag(+1,+1,+1,—-1,—-1,-1)

(aAhcAd)=|

b) La matriu analoga de A3 respecte de la base
dx Ndy Ndz, dy ANdz Ad(ct), dz Adx Ad(ct), dx ANdy A d(ct)
és diag(—1,+1,+1, +1).



Operador de Hodge
Posem w = dx Ady Adz A (cdt) € A*.

Proposicio. La forma w és invariant Lorentz.

L'operador de Hodge * : AP — A*~P es defineix com I"Gnica aplicacid lineal
tal que

(x&,mw =& An qualssevol que siguin & € AP, n € A*7P.
Exemple. Vegem directament que * dx = dy A dz A (cdt).

De la definicid de *, i de les propietats del producte exterior, resulta que
*dx =AdyANdz A (cdt), peruncert A € R,

dx ANdy ANdz A (cdt) = w

(xdx,dy A dz A (cdt))w = {u dy A dz A (cdt), dy Adz A (cdt))w = Aw

ens dona A = 1. Procedint d’una manera similar obtenim la taula

& dx dy dz cdt
*&\ldy Ndz A (cdt)|dz ANdx A (cdt) |[dx Ady A (cdt) |[dx Ady ANdz
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Exemple. Vegem com calcular * (dx A dy). De la definicié de x, i de les

propietats del producte exterior, resulta que * (dx Ady) = Adz A (cdt),
peruncertA E R, i

(+ (dx A dy), dz A (cdt))w = {

dx ANdy ANdz A (cdt) = w
(Adz A (cdt),dz A (cdt))w = —Aw

mostra que A = —1. Per tant, * (dx Ady) = —dz A (cdt). Procedint ana-
logament amb els altres elements de la base de A?, obtenim la taula se-

guent:
| dyndz dz N\ dx dx ANdy |dxAd(ct)|dy Ad(ct)|dzAd(ct)
* | —dx Nd(ct)|—dy Ad(ct)|—dzAd(ct)| dyANdz | dzAdx |dx Ady




Proposicio

1) Uoperador *: A — A3 queda determinat de la manera segiient:
xd(ct) =dx Ndy ANdz,
xk =k A d(ct) , per a qualsevol vector k.

2) Loperador * : A3 — Al ésinvers de * : A — A3:
«(kAd(ct)) =k,
* (dx Ndy Ndz) = cdt.

3) Loperador *: A*> - A? queda determinat de la manera segient:
sk =—knd(ct),
* (E/\ d(ct)) =k.

En particular resulta que **= —1 a A?.
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Prova. Es una conseqiiéncia immediata de les taules dels dos exemples
precedents.

L’operador 6 (codiferencial)
L'operador codiferencial, denotat § (o d”), és I'aplicacio lineal
5: AP —> AP~

definida com la composicid 6 = * d *.
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Teorema. Les dues equacions de Maxwell no homogenies,
div(E) = p/ey i rot(B) = poj + po€o0:E,
equivalen a 'equacié 6F = —p,j*.

Prova. Com que F = B + E A dt,

>I<F—>l<B+>l<(E/\dt)——B/\(cdt)+l

ﬁ

d(x F) = —dB A (cdt) + ~dE
= —rot(B) A (cdt) + = dlv(E)dx ANdy ANdz += atE A d(ct)
- (rm) -5 67E) A (cdt) + - div(E)dx ANdyANdz;
OF = (d(* F))
= * (— (r(ﬂl/?) — C%B?E) A (cdt) + %diV(E)dx Ady A dz)

— (rot(B) — Ciz G/Ji') + div(E)dt .



Per altra banda,
—Uoj" = —po(j — pc?dt) = —poj + édt,

amb la qual cosa és clar que la igualtat §F = —pugj” equival a les igualtats
rot(B) — CizatE = uoj i div(E) = gﬁo

gue son les dues equacions no homogenies de Maxwell.
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Remarca sobre les teories de Yang—Mills

Un dels set problemes de I'Institut Clay"' fa referéncia a la 'anomenada
teoria de Yang—Mills quantica. Els autors de l'article en que s’explica el
problema sén A. Jaffe i E. Witten,"? i a la primera seccid, titulada La fisica
de les teories gauge, podem llegir:

Les teories quantiques de camps que han resultat ser vitals per descriu-
re la fisica de les particules elementals son les teories gauge. L'exemple
classic de teoria gauge és la teoria de |'electromagnetisme. El grup de
gauge és el grup abelia U(1). Si A denota la U(1)-connexid, la qual lo-
calment es pot entendre com una 1-forma de I'espai-temps, llavors la
curvatura (o tensor electromagnetic) és la 2-forma F = dA, i les equa-
cions de Maxwell adopten la forma 0 = dF = d*F. Aqui * és |'opera-
dor de dualitat de Hodge [...]. Les equacions de Maxwell descriuen
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camps electrics i magnetics i també —com va descobrir Maxwell— Ia
propagacio d'ones, a una velocitat caracteristica, la velocitat de la llum.

Les teories de Yang—Mlills, o teories gauge no abelianes, es poden des-

criure, a nivell classic, d'una manera similar, pero substituint U(1) per

un grup compacte G. La definicié de la curvatura s'ha de canviar per
F=dA+AANA

i les equacions de Maxwell esdevenen les equacions de Yang—Miills,

0 =duF = d,F, on d, és I'extensié G-covariant de la diferencial exte-

rior.

Exercicis

R.7.1. Escriviu la demostracio de les proposicio de la pagina 3.
R.7.2. Escriviu la demostracio de |la Remarka de la pagina 5.

R.7.3. Escriviu la demostracio de les proposicio de la pagina 7.



16

Notes

N1. L'Institut Clay ofereix, per a cada problema, un milié de dolars com a
premi al primer que el resolgui. De moment |'Unic que s’ha resolt (per G.
Perelman), és I'anomenada «conjectura de Poincaré». Per aquest treball, a
Perelman se li va atorgar |la medalla Fields a 'I[CM2006, pero la va rebutjar.
|, segons noticies de premsa de finals de mars de 2010, també ha renunciat
al milié de dolars.

N2. Witten fou guardonat amb |la medalla Fields el 1990 (ICM Kyoto) i tre-
balla a Institut d'Estudis Avancats de Princeton, el mateix centre on Ein-
stein treballa les dues darreres decades de la seva vida.

A les notes > 24, > 25, 26 (pag. 176-178) de l'article Sir Michael Atiyah.
Vida i obra podeu trobar algunes precisions més sobre algunes d’aquestes

questions. (A les notes > 19 i = 21, pag. 174 i 175) s’explica I'algebra de
Clifford, o algebra geometrica, i 'operador de Dirac).



