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El propòsit d’aquesta secció és mostrar com les equacions de Maxwell es 
poden escriure en termes de formes diferencials de l’espai de Minkowski.  
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Formes diferencials  

Posem Λ ൌ ,ݔ݀〉 ,ݕ݀ ,ݖ݀ ݀ሺܿݐሻ〉 per denotar l’espai vectorial de les 1‐formes 
de l’espai de Minkowski. 

Si ࢑ ൌ ሺ݇௫, ݇௬, ݇௭ሻ és un vector, posarem ࢑෡ i ࢑෩ per denotar les formes dife‐
rencials 

    ࢑෡ ൌ ݇௫݀ݔ ൅ ݇௬݀ݕ ൅ ݇௭݀ݖ 

     ࢑෩ ൌ ݇௫݀ݕ ∧ ݖ݀ ൅ ݇௬݀ݖ ∧ ݔ݀ ൅ ݇௭݀ݔ ∧  ݕ݀

        ൌ ݇௭݀ݔ ∧ ݕ݀ െ ݇௬݀ݔ ∧ ݖ݀ ൅ ݇௫݀ݕ ∧  . ݖ݀

Exemple. Si ݂ és una funció, ࣔ෢݂ ൌ ݂݀ 

Proposició  a) ݀࢑෡ ൌ rotሺ࢑ሻ෫ െ߲௧࢑෢ ∧ ݐ݀ ൌ rotሺ࢑ሻ෫ െ ଵ
௖
߲௧࢑෢ ∧ ݀ሺܿݐሻ. 

 b) ݀࢑෩ ൌ divሺ࢑ሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ൅ ߲௧࢑෪ ∧  ݐ݀

                           ൌ divሺ࢑ሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ൅ ଵ
௖
߲௧࢑෪ ∧ ݀ሺܿݐሻ. 
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Si ܓ ൌ ሾ࢑,  ሿ és un 4‐vector, posaremߢ

     #ܓ ൌ ࢑෡ െ ܿଶݐ݀ߢ ൌ ࢑෡ െ  .ሻݐሺܿ݀ߢܿ

En particular tenim 

    #ܒ ൌ 	ଚ	ෝ െ ܿଶݐ݀ߩ ൌ 	ଚ	ෝ–    ,ሻݐሺܿ݀ߩܿ  

    #ۯ ൌ ෡࡭ െ ݐ݀߶ ൌ ෡࡭ െ ଵ
௖
߶݀ሺܿݐሻ . 

Proposició. La 1‐forma ܓ# és  invariant Lorentz. En particular,   #ܒ i ۯ# són 
invariants Lorentz. 

Notació. Posem Λ௣, ݌ ൌ 0,1, … ,4 per denotar l’espai de les ݌‐formes dife‐
rencials. Així Λ଴ ൌ 〈1〉 és l’anell de funcions, Λଵ ൌ Λ i 
   Λଶ ൌ ݕ݀〉 ∧ ,ݖ݀ ݖ݀ ∧ ,ݔ݀ ݔ݀ ∧ ,ݕ݀ ݔ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ〉  
   Λଷ ൌ ݔ݀〉 ∧ ݕ݀ ∧ ,ݖ݀ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݖ݀ ∧ ݔ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ〉  
   Λସ ൌ ݔ݀〉 ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ〉 
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Tensor electromagnètic 

Considerem  la  2‐forma  ܨ ൌ #ۯ݀ ∈ Λଶ,  que  també  és  invariant  Lorentz. 
Com que el coneixement de ܨ és equivalent, com veurem tot seguit, al co‐
neixement de ࡱ i ࡮, direm que ܨ és el tensor electromagnètic.  

Proposició. ܨ ൌ ෩࡮ ൅ ෡ࡱ ∧  .ݐ݀

Prova. ܨ ൌ #ۯ݀ ൌ ෡࡭݀ െ ݀ሺ߶݀ݐሻ 

                 ൌ rotሺ࡭ሻ෫ െ߲௧࡭෢ ∧ ݐ݀ െ ࣔ߶෢ ∧  ݐ݀

                 ൌ ෩࡮ ൅ ෡ࡱ ∧   ,ݐ݀

ja que rotሺ࡭ሻ ൌ ࡭െ߲௧ ,࡮ െ ࣔ߶ ൌ  .ࡱ

Remarca. La matriu de ܨ respecte de la base ሼ݀ݔ, ,ݕ݀ ,ݖ݀  ሽ ésݐ݀
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     ܨ ≡

ۉ

ۈ
ۇ

		0			 ௭ܤ
െܤ௭			 0

െܤ௬ ௫ܧ
௫ܤ			 ௬ܧ

௬ܤ			 െܤ௫
െܧ௫ െܧ௬

		0 ௭ܧ
െܧ௭ 0 ی

ۋ
ۊ
 

Remarca. Com que ۯ# és invariant Lorentz, ܨ també ho és,  i dir que ܨ és 
invariant  Lorentz equival a  les  relacions de  transformació del  camp elec‐
tromagnètic. 

L’equació ݀ܨ ൌ 0 (identitat de Bianchi) 

Teorema. ݀ܨ ൌ ݀൫݀ۯ#൯ ൌ 0 i aquesta identitat equival a les dues equaci‐
ons de Maxwell homogènies:  

    divሺ࡮ሻ ൌ 0  i  rotሺࡱሻ ൌ െ߲௧࡮. 

Prova. En efecte, 

    0 ൌ ܨ݀ ൌ ݀൫݀ۯ#൯ ൌ ݀ሺ࡮෩ ൅ ෡ࡱ ∧  ሻݐ݀
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        ൌ ෩࡮݀ ൅ ൫݀ࡱ෡൯ ∧ ݐ݀  

        ൌ divሺ࡮ሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ൅ ߲௧࡮෪ ∧ ݐ݀ ൅ rotሺࡱሻ෫ ∧  ݐ݀

        ൌ divሺ࡮ሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ൅ ሺ߲௧࡮ ൅ rotሺࡱሻሻ	̃ ∧  , ݐ݀

la qual cosa equival a dir que divሺ࡮ሻ ൌ 0 i ߲௧࡮ ൅ rotሺࡱሻ ൌ 0. 

Per a les altres dues equacions de Maxwell necessitem un  parell de preli‐
minars matemàtics. 

Mètrica de Minkowski de Λ௣ 

La mètrica de Minkowski de Λଵ, que denotem 〈	, 〉, queda determinada im‐
posant que la seva matriu en la base ݀ݔ, ,ݕ݀ ,ݖ݀ ݀ሺܿݐሻ és  

    ߟ ൌ diagሺെ1,െ1,െ1,൅1ሻ.  

És invariant Lorentz.  

La mètrica de Minkowski de Λ௣, que denotem de la mateixa manera, és la 
induïda per la de Λ.  
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Recordem, per exemple, que si ܽ, ܾ, ܿ, ݀ són 1‐formes, 

   〈ܽ ∧ ܾ, ܿ ∧ ݀	〉 ൌ ฬ〈ܽ, ܿ〉 〈ܽ, ݀〉
〈ܾ, ܿ〉 〈ܾ, ݀〉ฬ . 

Proposició. a) La matriu de la mètrica 〈	, 〉 de Λଶ respecte de la base 

ݕ݀  ∧ ,ݖ݀ ݖ݀ ∧ ,ݔ݀ ݔ݀ ∧ ,ݕ݀ ݔ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ  

és diagሺ൅1,൅1,൅1,െ1,െ1,െ1ሻ  

b) La matriu anàloga de Λଷ respecte de la base 

  ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧ ,ݖ݀ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݖ݀ ∧ ݔ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ, ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ 

és diagሺെ1,൅1,൅1,൅1ሻ. 
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Operador de Hodge 

Posem ࣓ ൌ ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ∈ Λସ.  

Proposició. La forma ࣓ és invariant Lorentz. 

L’operador de Hodge ∗	∶ Λ௣ → Λସି௣ es defineix com l’única aplicació lineal 
tal que 

    〈∗ ,ߦ ࣓〈ߟ ൌ ߦ ∧ ߦ qualssevol que siguin   ߟ ∈ Λ௣, ߟ ∈ Λସି௣. 

Exemple. Vegem directament que  ∗ ݔ݀ ൌ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ.  

De  la definició de ∗,  i de  les propietats del producte exterior, resulta que 
∗ ݔ݀ ൌ ݕ݀	ߣ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ, per un cert ߣ ∈ Թ, i 

〈∗ ,ݔ݀ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ〉࣓ ൌ ൜݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧
ሺܿ݀ݐሻ ൌ ࣓																																		

ݕ݀	ߣ〉 ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ, ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ〉࣓ ൌ  ࣓ߣ

ens dóna ߣ ൌ 1. Procedint d’una manera similar obtenim la taula 

 ݐ݀ܿ ݖ݀ ݕ݀ ݔ݀ ߦ
∗ ݕ݀ ߦ ∧ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ݖ݀ ∧ ݔ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧  ݖ݀
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Exemple. Vegem  com  calcular  ∗ ሺ݀ݔ ∧  ሻ. Deݕ݀ la definició de  ∗,  i de  les 
propietats del producte exterior,  resulta que ∗ ሺ݀ݔ ∧ ሻݕ݀ ൌ ݖ݀	ߣ ∧ ሺܿ݀ݐሻ, 
per un cert ߣ ∈ Թ, i 

  〈∗ ሺ݀ݔ ∧ ,ሻݕ݀ ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ〉࣓ ൌ ൜݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ∧
ሺܿ݀ݐሻ ൌ ࣓																		

ݖ݀	ߣ〉 ∧ ሺܿ݀ݐሻ, ݖ݀ ∧ ሺܿ݀ݐሻ〉࣓ ൌ െ࣓ߣ 

mostra que ߣ ൌ െ1. Per tant, ∗ ሺ݀ݔ ∧ ሻݕ݀ ൌ െ݀ݖ ∧ ሺܿ݀ݐሻ. Procedint anà‐
logament amb els altres elements de  la base de Λଶ, obtenim  la  taula se‐
güent: 

ݕ݀ ߦ ∧ ݖ݀ ݖ݀ ∧ ݔ݀ ݔ݀ ∧ ݔ݀ ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ ݕ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ ݖ݀ ∧ ݀ሺܿݐሻ 
∗ ݔെ݀ ߦ ∧ ݀ሺܿݐሻ െ݀ݕ ∧ ݀ሺܿݐሻ െ݀ݖ ∧ ݀ሺܿݐሻ ݀ݕ ∧ ݖ݀ ݖ݀ ∧ ݔ݀ ݔ݀ ∧  ݕ݀
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Proposició  

1) L’operador  ∗	∶ Λଵ → Λଷ queda determinat de la manera següent: 

    ∗ ݀ሺܿݐሻ ൌ ݔ݀ ∧ ݕ݀ ∧   ,ݖ݀

    ∗ ࢑෡ ൌ ࢑෩ ∧ ݀ሺܿݐሻ , per a qualsevol vector ࢑. 

2) L’operador ∗	∶ Λଷ → Λଵ és invers de ∗	∶ Λଵ → Λଷ: 

    ∗ ൫࢑෩ ∧ ݀ሺܿݐሻ൯ ൌ ࢑෡ , 

    ∗ ሺ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ሻݖ݀ ൌ   .ݐ݀ܿ

3) L’operador  ∗	∶ Λଶ → Λଶ queda determinat de la manera següent: 

    ∗ ࢑෩ ൌ െ࢑෡ ∧ ݀ሺܿݐሻ , 

     ∗ ൫࢑෡ ∧ ݀ሺܿݐሻ൯ ൌ ࢑෩ . 

En particular resulta que  ∗ଶൌ െ1 a Λଶ. 
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Prova.  És  una  conseqüència  immediata  de  les  taules  dels  dos  exemples 
precedents. 

 

L’operador ߜ (codiferencial) 

L’operador codiferencial, denotat ߜ (o ݀∗), és l’aplicació lineal  

    :ߜ Λ௣ → Λ௣ିଵ  

definida com la composició ߜ ൌ	∗ ݀ ∗. 
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Teorema. Les dues equacions de Maxwell no homogènies, 

    divሺࡱሻ ൌ ሻ࡮଴  i  rotሺߝ/ߩ ൌ ଴࢐ߤ ൅  ,ࡱ଴߲௧ߝ଴ߤ

equivalen a l’equació ܨߜ ൌ െߤ଴ܒ#. 

Prova. Com que ܨ ൌ ෩࡮ ൅ ෡ࡱ ∧  ,ݐ݀

    ∗ ܨ ൌ∗ ෩࡮ ൅	∗ ൫ࡱ෡ ∧ ൯ݐ݀ ൌ െ࡮෡ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ൅ ଵ
௖
 ; ෩ࡱ

    ݀ሺ∗ ሻܨ ൌ െ݀࡮෡ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ൅ ଵ
௖
 ෩ࡱ݀

          ൌ െrotሺ࡮ሻ෫ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ൅ ଵ
௖
divሺࡱሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧ ݖ݀ ൅ ଵ

௖మ
߲௧ࡱ෪ ∧ ݀ሺܿݐሻ    

          ൌ െቀrotሺ࡮ሻ෫ െ ଵ
௖మ
߲௧ࡱ෪ ቁ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ൅ ଵ

௖
divሺࡱሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧  ; ݖ݀

    ܨߜ ൌ	∗ ൫݀ሺ∗  ሻ൯ܨ

      ൌ	∗ ቀെቀrotሺ࡮ሻ෫ െ ଵ
௖మ
߲௧ࡱ෪ ቁ ∧ ሺܿ݀ݐሻ ൅ ଵ

௖
divሺࡱሻ݀ݔ ∧ ݕ݀ ∧    ቁݖ݀

          ൌ െቀrotሺ࡮ሻ෣ െ ଵ
௖మ
߲௧ࡱ෢ ቁ ൅ divሺࡱሻ݀ݐ . 
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Per altra banda,   

    െߤ଴ܒ# ൌ െߤ଴ሺଚ̂ െ ሻݐଶ݀ܿߩ ൌ െߤ଴ଚ̂ ൅
ఘ
ఌబ
 ,ݐ݀

amb la qual cosa és clar que la igualtat ܨߜ ൌ െߤ଴ܒ# equival a les igualtats 

    rotሺ࡮ሻ െ ଵ
௖మ
߲௧ࡱ ൌ ሻࡱi  divሺ  ଴࢐ߤ ൌ

ఘ
ఌబ
 , 

que són les dues equacions no homogènies de Maxwell. 
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Remarca sobre les teories de YangെMills 
 
Un dels  set problemes de  l’Institut ClayN1  fa  referència a  la  l’anomenada 
teoria  de  YangെMills  quàntica.  Els  autors de  l'article  en què  s’explica  el 
problema són A. Jaffe  i E. Witten,N2  i a  la primera secció, titulada La física 
de les teories gauge, podem llegir: 
 

Les teories quàntiques de camps que han resultat ser vitals per descriu‐
re la física de les partícules elementals són les teories gauge. L’exemple 
clàssic de teoria gauge és  la teoria de  l'electromagnetisme. El grup de 
gauge és el grup abelià ܷሺ1ሻ. Si ܣ denota la ܷሺ1ሻ‐connexió, la qual lo‐
calment es pot entendre com una 1‐forma de  l’espai‐temps,  llavors  la 
curvatura (o tensor electromagnètic) és la 2‐forma ܨ ൌ ‐i les equa ,ܣ݀
cions de Maxwell adopten  la  forma 0 ൌ ܨ݀ ൌ  Aquí ∗ és .ܨ∗݀ l'opera‐
dor  de  dualitat  de  Hodge  [...].  Les  equacions  de Maxwell  descriuen 
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camps elèctrics  i magnètics  i  també െcom  va descobrir Maxwellെ  la 
propagació d'ones, a una velocitat característica, la velocitat de la llum. 
 
Les teories de YangെMills, o teories gauge no abelianes, es poden des‐
criure, a nivell clàssic, d'una manera similar, però substituint ܷሺ1ሻ per 
un grup compacte ܩ. La definició de la curvatura s'ha de canviar per 

ܨ  ൌ ܣ݀ ൅ ܣ ∧   ܣ
i  les  equacions  de Maxwell  esdevenen  les  equacions  de  YangെMills, 
0 ൌ ݀஺ܨ ൌ ݀஺∗ܨ, on ݀஺ és l’extensió ܩ‐covariant de la diferencial exte‐
rior. 

 
Exercicis 

R.7.1. Escriviu la demostració de les proposició de la pàgina 3. 

R.7.2. Escriviu la demostració de la Remarka de la pàgina 5. 

R.7.3. Escriviu la demostració de les proposició de la pàgina 7. 
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Notes 
N1. L’Institut Clay ofereix, per a cada problema, un milió de dòlars com a 
premi al primer que el resolgui. De moment  l'únic que s’ha resolt  (per G. 
Perelman), és l'anomenada «conjectura de Poincaré». Per aquest treball, a 
Perelman se li va atorgar la medalla Fields a l’ICM2006, però la va rebutjar. 
I, segons notícies de premsa de finals de mars de 2010, també ha renunciat 
al milió de dòlars. 
 
N2. Witten fou guardonat amb la medalla Fields el 1990 (ICM Kyoto) i tre‐
balla a  Institut d'Estudis Avançats de Princeton, el mateix  centre on Ein‐
stein treballà les dues darreres dècades de la seva vida. 
 
A les notes ⊳ 24,⊳ 25,⊳ 26 (pàg. 176‐178) de l’article Sir Michael Atiyah. 
Vida i obra podeu trobar algunes precisions més sobre algunes d’aquestes 
qüestions. (A  les notes ⊳ 19  i ⊳ 21, pàg. 174  i 175) s’explica  l’àlgebra de 
Clifford, o àlgebra geomètrica, i l’operador de Dirac). 


