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Preliminars 

De les transformacions de Lorentz, 

    ᇱݔ ൌ ݔሺߛ െ ᇱݕ  , ሻݐݒ ൌ ᇱݖ  , ݕ ൌ ᇱݐ  , ݖ ൌ ݐሺߛ െ  , ଶሻܿ/ݔݒ

    on  ߛ ൌ 1/ඥ1 െ ߚ  , ଶߚ ൌ  , ܿ/ݒ

s’obté fàcilment que 

    ߲௫ ൌ ߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ,  ߲௬ ൌ ߲௬ᇲ  ,   ௭߲ ൌ ߲௭ᇲ ,  ߲௧ ൌ ሺ߲௧ᇲߛ െ  ,௫ᇲሻ߲ݒ

o les corresponents inverses 

    ߲௫ᇲ ൌ ߛ ቀ߲௫ ൅ ௩
௖మ ߲௧ቁ,  ߲௬ᇲ ൌ ߲௬ ,  ߲௭ᇲ ൌ ௭߲,  ߲௧ᇲ ൌ ሺ߲௧ߛ ൅  ௫ሻ.N1߲ݒ

 

Proposició. L’operador ᇝ és invariant Lorentz, és a dir, 

    ߲௫
ଶ ൅ ߲௬

ଶ ൅ ߲௭
ଶ െ ଵ

௖మ ߲௧
ଶ ൌ ߲௫ᇲ

ଶ ൅ ߲௬ᇲ
ଶ ൅ ߲௭ᇲ

ଶ െ ଵ
௖మ ߲௧ᇲ

ଶ  . 
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Invariància de  la càrrega elèctrica. La valor d’una càrrega elèctrica és el 
mateix per a tots els observadors  inercials (direm que  la càrrega elèctrica 
és  invariant Lorentz). Una evidència  indirecta, però clara, d’aquest  fet és 
que els cossos materials són elèctricament neutres a qualsevol temperatu‐
ra. 

 

4‐Corrent 

Sigui ߩ una distribució contínua de càrregues, ࢛ el seu vector de velocitats i 
࢐ ൌ  Definim el quadrivector de .(la densitat de corrent de la distribució) ࢛ߩ
corrent, ܒ , per la fórmula 

    ܒ ൌ  , ܝ଴ߩ

on ߩ଴ és la densitat pròpia de la distribució, és a dir, la densitat en la refe‐
rència en  la qual  l’element de volum que es mou a velocitat ࢛ està mo‐
mentàniament en repòs. 
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Proposició. ߩ ൌ  .଴ߩ௨ߛ

Prova. Per la invariància relativista de la càrrega, ߱݀ߩ ൌ ‐଴݀߱଴, on ݀߱ inߩ
dica l’element de volum segons ܵ i ݀߱଴ l’element de volum propi. Per altra 
banda, ݀߱ ൌ ݀߱଴/ߛ௨,  ja  que  des  de  ܵ  la  direcció  del  sistema  propi  pa‐
ral∙lela a ࢛ es contreu segons el factor ߛ௨ i les direccions perpendiculars no 
canvien. D’això resulta que ߩ ⁄௨ߛ ൌ   .଴, com volíem veureߩ

Proposició. ܒ ൌ ሾ࢐, ,ሿ. En particular resulta que ሾ࢐ߩ  .ሿ és un quadrivectorߩ

Prova.  ሾ࢐, ሿߩ ൌ ሾ࢛ߩ, ሿߩ ൌ ఘ
ఊೠ

ሾߛ௨࢛, ௨ሿߛ ൌ ܝ଴ߩ ൌ  . ܒ

Corol∙lari. Si ߩԢ i ࢐ᇱ ൌ ሺ݆௫ᇲ, ݆௬ᇲ, ݆௭ᇲሻ són la densitat i el corrent segons la re‐
ferència ܵԢ, llavors 

    ݆௫ᇲ ൌ ሺ݆௫ߛ െ ሻ ,  ݆௬ᇲߩݒ ൌ ݆௬ ,  ݆௭ᇲ ൌ ݆௭ ,  ߩᇱ ൌ ߩሺߛ െ ௫݆ݒ ܿଶ⁄ ሻ. 
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4‐potencial 

Siguin ࡭  i ߶ potencials vector  i escalar,  respectivament, d’un camp elec‐
tromagnètic   ࡱ i   .࡮ Atès  que   ࡭ i  ߶  queden  determinats  a menys  d’una 
transformació de gauge, per establir la llei de transformació de ܵ a ܵԢ n’hi 
ha prou que construïm ࡭Ԣ i ߶Ԣ a partir de ࡭ i ߶ de manera que satisfacin les 
equacions de Maxwell a ܵԢ, això és, tals que 

    ᇝ࡭ᇱ ൌ െߤ଴࢐ᇱ ൅ ݄ࣔԢ ,  ᇝ߶ᇱ ൌ െ ఘᇲ

ఌబ
െ ߲௧݄Ԣ ,   

on ݄ᇱ ൌ divሺ࡭ᇱሻ ൅  .଴߲௧ᇲ߶Ԣߝ଴ߤ

Teorema. Siguin ߩ i ࢐ la densitat de càrrega i el corrent en el sistema ܵ, i si‐
guin ࡭ un potencial vector i ߶ un potencial escalar corresponents a ߩ i ࢐ (és 
a dir, tals que 

   ᇝ࡭ ൌ െߤ଴࢐ ൅ ݄ࣔ   i   ᇝ߶ ൌ െ ߩ ⁄଴ߝ െ ߲௧݄,  

on ݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅ ࡮ ଴߲௧߶ (en aquest casߝ଴ߤ ൌ rotሺ࡭ሻ és el camp magnètic 
i ࡱ ൌ െࣔ߶ െ ߲௧࡭ és el camp elèctric).  
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Llavors el camp ࡭Ԣ i la funció ߶Ԣ donats per les fórmules 

  ௫ᇲܣ ൌ ߛ ቀܣ௫ െ ݒ థ
௖మቁ, ܣ௬ᇲ ൌ ௭ᇲܣ  , ௬ܣ ൌ ௭ , ߶ᇱܣ ൌ ߶ሺߛ െ     ௫ሻܣݒ  [כ]    

són potencials vector i escalar, relativament a ܵԢ, de la densitat ߩԢ i el cor‐
rent ࢐Ԣ corresponents a ߩ i ࢐ per la transformació de Lorentz (és a dir, ࡭Ԣ i 
߶Ԣ compleixen les relacions 

   ᇝԢ࡭Ԣ ൌ െߤ଴࢐Ԣ ൅ ݄ࣔԢ, ᇝԢ߶Ԣ ൌ െ ᇱߩ ⁄଴ߝ െ ߲௧ᇲ݄Ԣ). 

En altres paraules,  ሾ࡭, ߶/ܿଶሿ és un 4‐vector  (amb notacions ݔ௜, aquest 4‐
vector es representa com ۯ ൌ ሾ߶/ܿ,  .(ሿ࡭

Les inverses de les fórmules [כ] són 

  ௫ܣ ൌ ߛ ቀܣ௫ᇲ ൅ ݒ థᇱ
௖మቁ,  ܣ௬ ൌ ௬ᇲܣ ௭ܣ  ,  ൌ ௭ᇲܣ  ,  ߶ ൌ ሺ߶ᇱߛ ൅  . ௫ᇲሻܣݒ

A més, ࡭ i ߶ compleixen la condició de Lorentz (és a dir, ݄ ൌ 0) si i només 
si ࡭Ԣ i ߶Ԣ la compleixen.  
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Remarca. Una manera de  conjecturar expressions per ࡭Ԣ  i ߶Ԣ és  suposar 
que els potencials  satisfan  la condició de  Lorentz divሺ࡭ሻ ൅ ߶଴߲௧ߝ଴ߤ ൌ 0, 

és  a  dir,  ߲௫ܣ௫ ൅ ߲௬ܣ௬ ൅ ߲௭ܣ௭ ൅ ߲௧ ቀ థ
௖మቁ ൌ 0  (recordem  que  sempre  po‐

dem  aconseguir  que  aquesta  condició  es  satisfaci,  potser  després  d’una 
transformació de gauge).  

En efecte, substituint ߲௫, ߲௬, ௭߲, ߲௧ per  les seves expressions en  funció de 

߲௫ᇲ, ߲௬ᇲ, ߲௭ᇲ, ߲௧ᇲ  obtenim la relació 

    ߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ ௫ܣ ൅ ߲௬ᇲܣ௬ ൅ ߲௭ᇲܣ௭ ൅ ሺ߲௧ᇲߛ  െ ௫ᇲሻ߲ݒ ቀ థ

௖మቁ ൌ 0 . 

Reordenant, tenim 

    ߲௫ᇲ൫ߛሺܣ௫ െ ଶሻ൯ܿ/߶ݒ ൅ ߲௬ᇲܣ௬ ൅ ߲௭ᇲܣ௭ ൅ ߲௧ᇲ ൬ߛ ቀథି௩஺ೣ
௖మ ቁ൰ ൌ 0 , 

i aquesta relació ens suggereix que  

    ௫ᇲܣ ൌ ߛ ቀܣ௫ െ ݒ థ
௖మቁ, ܣ௬ᇲ ൌ ௭ᇲܣ  , ௬ܣ ൌ ௭ ,  ߶ᇱܣ ൌ ߶ሺߛ െ   . ௫ሻܣݒ
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Prova del teorema. Vegem primer que  l’expressió ݄ és  invariant Lorentz, 
és a dir, que ݄ ൌ ݄Ԣ. En efecte,  

    ݄Ԣ ൌ ߲௫ᇲܣ௫ᇲ ൅ ߲௬ᇲܣ௬ᇲ ൅ ߲௭ᇲܣ௭ᇲ ൅  ଴߲௧ᇲ߶Ԣߝ଴ߤ

    ൌ ଶߛ ቀ߲௫ ൅ ௩
௖మ ߲௧ቁ ቀܣ௫ െ ௩థ

௖మ ቁ 

          ൅߲௬ܣ௬ ൅ ߲௭ܣ௭ 

       ൅ߤ଴ߝ଴ߛଶሺ߲௧ ൅ ߶௫ሻሺ߲ݒ െ  ௫ሻܣݒ

ൌ ଶߛ ቀ߲௫ܣ௫ െ ௩
௖మ  ߲௫߶ ൅ ௩

௖మ ߲௧ܣ௫ െ ௩మ

௖ర ߲௧߶ቁ  

     ൅߲௬ܣ௬ ൅ ߲௭ܣ௭  

      ൅ ߤ଴ߝ଴ߛଶሺ߲௧߶ െ ௫ܣ௧߲ݒ ൅ ߶௫߲ݒ െ  ௫ሻܣଶ߲௫ݒ

   ൌ ଶሺ1ߛ െ ௫ܣଶሻ߲௫ݒ଴ߝ଴ߤ ൅ ߲௬ܣ௬ ൅ ௭߲ܣ௭ ൅ ఊమ

௖మ ቀ1 െ ௩మ

௖మቁ ߲௧߶ 

    ൌ ߲௫ܣ௫ ൅ ߲௬ܣ௬ ൅ ߲௭ܣ௭ ൅ ଵ
௖మ ߲௧߶ ൌ ݄ .  
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Ara  ja podem calcular ᇝԢ࡭Ԣ  i ᇝԢ߶Ԣ. En el cas de ᇝԢ࡭Ԣ, procedirem compo‐
nent a component, tot recordant que ᇝԢ ൌ ᇝ: 

    ᇝԢܣ௫ᇲ ൌ ௫ܣሺᇝߛ െ ௩
௖మ ᇝ߶ሻ  

         ൌ ଴݆௫ߤሺെߛ ൅ ߲௫݄ሻ ൅ ߛ ௩
௖మ ሺ ఘ

ఌబ
൅ ߲௧݄ሻ 

         ൌ െߤ଴ߛሺ݆௫ െ ሻߩݒ ൅ ߛ ቀ߲௫ ൅ ௩
௖మ ߲௧ቁ ݄ 

         ൌ െߤ଴݆௫ᇲ ൅ ߲௫ᇲ݄Ԣ ;   

       ᇝԢܣ௬ᇲ ൌ ᇝܣ௬ ൌ െߤ଴݆௬ ൅ ߲௬݄ ൌ െߤ଴݆௬ᇲ ൅ ߲௬ᇲ݄Ԣ 

     (i anàlogament amb ܣ௭ᇲ) ; 

    ᇝԢ߶ᇱ ൌ ߶ᇝߛ െ  ௫ܣᇝݒߛ

        ൌ ߛ ቀെ ఘ
ఌబ

െ ߲௧݄ቁ െ ଴݆௫ߤሺെݒߛ ൅ ߲௫݄ሻ 

        ൌ െ ఊ
ఌబ

ቀߩ െ ௩
௖మ ݆௫ቁ െ ሺ߲௧ߛ ൅ ௫ሻ݄߲ݒ ൌ െ ఘᇲ

ఌబ
െ ߲௧ᇲ݄Ԣ .    
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Transformacions relativistes del camp electromagnètic 

Vista la llei de transformació dels potencials, podem deduir la relació entre 
els camps elèctric i magnètic mesurats en els sistemes ܵ i ܵԢ. 

Teorema.  La  relació  entre  els  camps  ࡱ ൌ ሺܧ௫, ,௬ܧ  ௭ሻܧ i  ࡮ ൌ ሺܤ௫, ,௬ܤ  ௭ሻܤ
mesurats a ܵ  i els camps ࡱԢ ൌ ሺܧ௫ᇲ, ,௬ᇲܧ  ௭ᇲሻܧ i ࡮ ൌ ሺܤ௫ᇲ, ,௬ᇲܤ ‐௭ᇲሻ mesuܤ

rats a ܵԢ és la donada per les fórmules següents: 

௫ܧ ൌ ௫ᇲܧ ௬ܧ ൌ ௬ᇲܧ൫ߛ ൅ ௭ᇲ൯ܤݒ ௭ܧ ൌ ௭ᇲܧ൫ߛ െ ௬ᇲܤݒ ൯

௫ܤ ൌ ௫ᇲܤ ௬ܤ ൌ ߛ ቀܤ௬ᇲ െ ௩
௖మܧ௭ᇲቁ ܤ௭ ൌ ߛ ቀܤ௭ᇲ ൅ ௩

௖మܧ௬ᇲቁ
 

Prova. Podem expressar ࡮  i ࡱ en termes del potencial vector ࡭  i del po‐
tencial escalar ߶: 

    ࡮ ൌ rotሺ࡭ሻ ,   ࡱ ൌ െࣔ߶ െ ߲௧࡭ . 
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En el sistema ܵԢ valen fórmules anàlogues per a ࡮Ԣ  i ࡱԢ en termes de ࡭Ԣ  i 
߶Ԣ. En coordenades aquestes relacions adopten la forma 

    ௫ܤ ൌ ߲௬ܣ௭ െ ௭߲ܣ௬,  ܤ௬ ൌ ௭߲ܣ௫ െ ߲௫ܣ௭,  ܤ௭ ൌ ߲௫ܣ௬ െ ߲௬ܣ௫ 

   ௫ܧ ൌ െ߲௫߶ െ ߲௧ܣ௫,  ܧ௬ ൌ െ߲௬߶ െ ߲௧ܣ௬,  ܧ௭ ൌ െ߲௭߶ െ ߲௧ܣ௭ 

(i fórmules anàlogues en el sistema ܵԢ). 

Per altra banda tenim 

   ௫ܣ ൌ ߛ ቀܣ௫ᇲ ൅ ݒ థᇱ
௖మቁ,  ܣ௬ ൌ ௬ᇲܣ ௭ܣ  ,  ൌ ௭ᇲܣ  ,  ߶ ൌ ሺ߶ᇱߛ ൅  . ௫ᇲሻܣݒ

on ࡭ᇱ ൌ ሺܣ௫ᇲ, ,௬ᇲܣ  ,௭ᇲሻ i ߶Ԣ denoten els potencials en el sistema ܵԢ. A mésܣ

tenim les relacions 

    ߲௫ ൌ ߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ,  ߲௬ ൌ ߲௬ᇲ  ,   ௭߲ ൌ ߲௭ᇲ ,  ߲௧ ൌ ሺ߲௧ᇲߛ െ  . ௫ᇲሻ߲ݒ

Ara  les  fórmules de  l’enunciat es dedueixen  fent aquestes substitucions  i 
les del grup anterior a  les fórmules que donen ࡮  i ࡱ, operant,  i tenint en 
compte les fórmules que expressen ࡮Ԣ i ࡱԢ en termes de ࡭Ԣ i ߶Ԣ: 
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    ௫ܧ ൌ െ߲௫߶ െ ߲௧ܣ௫ 

           ൌ െߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ ߶ െ ሺ߲௧ᇲߛ െ  ௫ܣ௫ᇲሻ߲ݒ

           ൌ െ߲௫ᇲ൫ߛሺ߶ െ ௫ሻ൯ܣݒ െ ߲௧ᇲ ൬ߛ ቀܣ௫ െ ௩
௖మ ߶ቁ൰ 

          ൌ െ߲௫ᇲ߶ᇱ െ ߲௧ᇲܣ௫ᇲ   

          ൌ  .௫ᇲܧ
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    ௬ܧ ൌ െ߲௬߶ െ ߲௧ܣ௬ 

           ൌ െ߲௬ᇲ൫ߛሺ߶ᇱ ൅ ௫ᇲሻ൯ܣݒ െ ሺ߲௧ᇲߛ െ ௬ᇲܣ௫ᇲሻ߲ݒ  

          ൌ ൫െ߲௬ᇲ߶ᇱߛ െ ߲௧ᇲܣ௬ᇲ൯ ൅ ௬ᇲܣ൫߲௫ᇲݒߛ െ ߲௬ᇲܣ௫ᇲ൯  

          ൌ ௬ᇲܧ൫ߛ ൅  .௭ᇲ൯ܤݒ

    ௭ܧ ൌ െ߲௭߶ െ ߲௧ܣ௭ 

           ൌ െ߲௭ᇲ൫ߛሺ߶ᇱ ൅ ௫ᇲሻ൯ܣݒ െ ሺ߲௧ᇲߛ െ ௭ᇲܣ௫ᇲሻ߲ݒ  

          ൌ ሺെ߲௭ᇲ߶ᇱߛ െ ߲௧ᇲܣ௭ᇲሻ ൅ ௭ᇲܣሺ߲௫ᇲݒߛ െ ߲௭ᇲܣ௫ᇲሻ  

          ൌ ௭ᇲܧ൫ߛ െ  .௬ᇲ൯ܤݒ
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    ௫ܤ ൌ ߲௬ܣ௭ െ ௭߲ܣ௬ ൌ ߲௬ᇲܣ௭ᇲ െ ߲௭ᇲܣ௬ᇲ ൌ  .௫ᇲܤ

    ௬ܤ ൌ ௭߲ܣ௫ െ ߲௫ܣ௭ 

          ൌ ߲௭ᇲ ቆߛ ቀܣ௫ᇲ ൅ ݒ థᇲ

௖మቁቇ െ ߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ ௭ᇲܣ  

          ൌ ௫ᇲܣሺ߲௭ᇲߛ െ ߲௫ᇲܣ௭ᇲሻ ൅ ߛ ௩
௖మ ሺ߲௭ᇲ߶ᇱ ൅ ߲௧ᇲܣ௭ᇲሻ 

           ൌ ߛ ቀܤ௬ᇲ െ ௩
௖మ  . ௭ᇲቁܧ

    ௭ܤ ൌ ߲௫ܣ௬ െ ߲௬ܣ௫ 

          ൌ ߛ ቀ߲௫ᇲ െ ௩
௖మ ߲௧ᇲቁ ௬ᇲܣ െ ߲௬ᇲ ቆߛ ቀܣ௫ᇲ ൅ ݒ థᇲ

௖మቁቇ 

          ൌ ௬ᇲܣ൫߲௫ᇲߛ െ ߲௬ᇲܣ௫ᇲ൯ െ ߛ ௩
௖మ ൫߲௬ᇲ߶ᇱ ൅ ߲௧ᇲܣ௬ᇲ൯ 

           ൌ ߛ ቀܤ௭ᇲ ൅ ௩
௖మ  . ௬ᇲቁܧ
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Camp electromagnètic d'una càrrega en moviment 

Per a velocitats ݒ petites, les transformacions de ࡱ i ࡮ del teorema anteri‐
or gairebé coincideixen amb les transformacions vectorials clàssiques: 

    ࡱ ൌ ࡮   , Ԣࡱ ൌ  .Ԣ࡮

En tot cas, però, veiem que tant en la transformació de ࡱ com en la de ࡮ 
intervenen ࡱԢ i ࡮Ԣ. 

Un  cas  particularment  interessant  és  el  d'una  càrrega  puntual   ݍ que  es 
mou amb velocitat uniforme ࢜: en el sistema propi (sistema ܵԢ), hi ha camp 
elèctric de Coulomb ࡱԢ, però ࡮ᇱ ൌ 0, mentre que en el sistema ܵ  tant ࡱ 
com ࡮ seran no nuls, amb la qual cosa ens adonem que el camp magnètic 
generat per una càrrega en moviment és simplement un efecte relativista 
del camp de Coulomb. 

Vegem com precisar el contingut explícit d'aquesta afirmació.  
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L'expressió del camp de Coulomb ࡱԢ creat per la càrrega ݍ és 

    ᇱࡱ ൌ ௤
ସగఌబ௥ᇲయ ࢘Ԣ , 

on ࢘Ԣ és el vector de posició respecte de ݍ, en el sistema ܵԢ, del punt on 
mesurem ࡱԢ. En coordenades tenim: 

    ௫ᇲܧ ൌ ௤
ସగఌబ

௫ᇲ

ሺ௫ᇲమା௬ᇲమା௭ᇲమሻయ/మ , 

    ௬ᇲܧ ൌ ௤
ସగఌబ

௬ᇲ

ሺ௫ᇲమା௬ᇲమା௭ᇲమሻయ/మ , 

    ௭ᇲܧ ൌ ௤
ସగఌబ

௭ᇲ

ሺ௫ᇲమା௬ᇲమା௭ᇲమሻయ/మ . 

Si ara utilitzem  les transformacions de Lorentz,  les transformacions relati‐
vistes del camp elèctric i magnètic, i notem que ࡮ᇱ ൌ 0, obtenim 
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    ௫ܧ ൌ ௫ᇲܧ ൌ ௤
ସగఌబ

ఊሺ௫ି௩௧ሻ
ሺఊమሺ௫ି௩௧ሻమା௬మା௭మሻయ/మ , 

    ௬ܧ ൌ ௬ᇲܧߛ ൌ ௤
ସగఌబ

ఊ௬
ሺఊమሺ௫ି௩௧ሻమା௬మା௭మሻయ/మ , 

    ௭ܧ ൌ ௭ᇲܧߛ ൌ ௤
ସగఌబ

ఊ௭
ሺఊమሺ௫ି௩௧ሻమା௬మା௭మሻయ/మ , 

pel que fa al camp elèctric ࡱ, i 

    ௫ܤ ൌ ௫ᇲܤ ൌ 0 , 

    ௬ܤ ൌ ߛ ቀܤ௬ᇲ െ ௩
௖మ ௭ᇲቁܧ ൌ െߛ ௩

௖మ ௭ᇲܧ ൌ െ ௩
௖మ  , ௭ܧ

    ௭ܤ ൌ ߛ ቀܤ௭ᇲ ൅ ௩
௖మ ௬ᇲቁܧ ൌ ߛ ௩

௖మ ௬ᇲܧ ൌ ௩
௖మ   ௬ܧ

pel que fa al camp magnètic. En particular tenim 

    ࡮ ൌ ଵ
௖మ ൫0, െܧݒ௭, ௬൯ܧݒ ൌ ଵ

௖మ ࢜ ר  , ࡱ

que és  la fórmula de què vam partir per elaborar  la teoria del camp mag‐
nètic. 
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Passem a veure que la força ࡲ sobre una càrrega ݍԢ, quan la velocitat d'a‐
questa respecte de ܵ és ࢛, ve donada per la llei de Lorentz, és a dir, 

    ࡲ ൌ ࡱᇱሺݍ ൅ ࢛ ר  .ሻ࡮

En efecte, per la llei de transformació de les forces, 

   ௫ܨ ൌ ௫ᇲܨ ൅ ௩
௖మା௩௨ೣᇲ

൫ݑ௬ᇲܨ௬ᇲ ൅  ௭ᇲ൯ܨ௭ᇲݑ

         ൌ ௫ᇲܧᇱݍ ൅ ᇱݍ ௩
௖మା௩௨ೣᇲ

൫ݑ௬ᇲܧ௬ᇲ ൅   ௭ᇲ൯ܧ௭ᇲݑ

          ൌ ௫ܧᇱݍ ൅ ᇱݍ ௩
௖మା௩௨ೣᇲ

൫ݑ௬ᇲܧ௬/ߛ ൅  ൯ߛ/௭ܧ௭ᇲݑ

         ൌ ௫ܧᇱݍ ൅ ᇱݍ ௩௨೤

௖మ ௬ܧ ൅ ᇱݍ ௩௨೥
௖మ  ௭ܧ

         ൌ ௫ܧᇱݍ ൅ ௭ܤ௬ݑᇱ൫ݍ െ   .௬൯ܤ௭ݑ

Hem usat les identitats 

   
௩

௖మା௩௨ೣᇲ

௨೤ᇲ

ఊ
ൌ ௩௨೤

௖మ  ,  
௩

௖మା௩௨ೣᇲ

௨೥ᇲ

ఊ
ൌ ௩௨೥

௖మ  , 
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que són equivalents a les fórmules 

    ௬ݑ ൌ
௨೤ᇲ

ఊሺଵା௩௨ೣᇲ/௖మሻ
௭ݑ  ,  ൌ

௨೥ᇲ

ఊሺଵା௩௨ೣᇲ/௖మሻ
  

de transformació relativista de les velocitats.  

D'una manera similar podem calcular ܨ௬: 

    ௬ܨ ൌ
ி೤ᇲ

ఊ൫ଵା௩௨ೣᇲ ௖మ⁄ ൯
ൌ

௤ᇲா೤ᇲ

ఊ൫ଵା௩௨ೣᇲ ௖మ⁄ ൯
 

         ൌ ௤ᇲா೤

ఊమ൫ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ൯
ൌ ᇱሺ1ݍ െ  ௬ܧ௫/ܿଶ ሻݑݒ

        ൌ ௬ܧᇱݍ െ ᇱݍ ௩௨ೣ
௖మ ௬ܧ ൌ ௬ܧᇱݍ െ  .௭ܤ௫ݑᇱݍ

N2  

Anàlogament,  ܨ௭ ൌ ௭ܧᇱݍ ൅  .௬ܤ௫ݑᇱݍ
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Així, doncs, 

    ࡲ ൌ ሺݍᇱܧ௫ ൅ ௭ܤ௬ݑᇱ൫ݍ െ ,௬൯ܤ௭ݑ ௬ܧᇱݍ െ ,௭ܤ௫ݑᇱݍ ௭ܧᇱݍ ൅  ௬ሻܤ௫ݑᇱݍ

        ൌ ,௫ܧᇱ൫ݍ ,௬ܧ ௭൯ܧ ൅ ௭ܤ௬ݑᇱ൫ݍ െ ,௬ܤ௭ݑ െݑ௫ܤ௭,  ௬൯ܤ௫ݑ

         ൌ ࡱᇱሺݍ ൅ ࢛ ר  ,ሻ࡮

com volíem demostrar. 

Remarca.  El  camp elèctric ࡱ en el  sistema ܵ  coincideix  amb el  camp de 
Coulomb d'una càrrega ݍ situada en el punt ሺݐݒ, 0,0ሻ només quan ߛ ten‐
deix a 1, és a dir, quan ݒ tendeix a 0. Com que la llei de Lorentz, i la fórmu‐

la ࡮ ൌ ଵ
௖మ ࢜ ר  han estat deduïdes usant aquesta interpretació relativista ,ࡱ

de ࡱ, ens adonem que aquestes fórmules són incorrectes en la interpreta‐
ció de l'electromagnetisme clàssic, ja que en aquest context ࡱ era el camp 
de Coulomb de ݍ en sentit estricte. 
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Per altra banda, el camp ࡮ corresponent a la càrrega ݍ és, segons hem cal‐
culat abans, 

   
ଵ

௖మ ൫0, െܧݒ௭, ௬൯ܧݒ ൌ ௤
ସగఌబ௖మ ቀ0, െ ఊ௩௭

௥య , ఊ௩௬
௥య ቁ 

        ൌ ఓబ௤ఊ
ସగ௥య ሺ0, െݖݒ, ሻݕݒ ൌ ఓబ௤ఊ

ସగ௥య ࢜ ר ࢘ , 

on  ࢘ ൌ ሺݔ െ ,ݐݒ ,ݕ  .ሻݖ Veiem,  doncs,  que  la  fórmula  ࡮ ൌ ఓబ௤
ସగ௥య ࢜ ר ࢘  que 

vam postular com a punt de partida per al camp magnètic creat per ݍ tam‐
bé només és certa en el  límit ߛ ՜ 1. Tot  i això, es pot veure que el camp 
magnètic creat per un corrent, calculat en el marc de  la relativitat (tenint 
en compte, per tant, els efectes relativistes de les càrregues en moviment) 
obeeix a la llei de BiotെSavard d'una manera exacta. 
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Exercicis R.5 (Electrodinàmica relativista) 

R.5.1. a) Si la velocitat d’un sistema inercial ܵԢ respecte d’un sistema iner‐
cial ܵ és ࢜, proveu que  les  transformacions  relativistes del camp electro‐
magnètic es poden es poden escriure en la forma 

    צࡱ
ᇱ ൌ ୄࡱ   ,צࡱ

ᇱ ൌ ୄࡱ൫ߛ ൅ ሺ࢜ ൈ  ሻ൯࡮

    צ࡮
ᇱ ൌ ୄ࡮   ,צ࡮

ᇱ ൌ ߛ ൬ୄ࡮ െ ଵ
௖మ ሺ࢜ ൈ  ሻ൰ࡱ

on, donat un vector ࢄ, posem ࢄ ൌ צࢄ ൅  per denotar ୄࢄ la seva descom‐
posició com a suma d’un vector paral∙lel a ࢜, צࢄ, i un vector perpendicular 
a ࢜, ୄࢄ. 

b) Posem ࡮෡ ൌ ,ࡱ Escriviu les transformacions relativistes dels camps .࡮ܿ ෡࡮  
en termes de ࢼ ൌ ࢜/ܿ. 

R.5.2. Mostreu que ࡱଶ െ ෡ଶ࡮ ൌ ଶࡱ െ ܿଶ࡮ଶ és un invariant Lorentz. En par‐
ticular resulta que les relacions ܧ ൌ ܧ ,ܤܿ ൐ ܧ i ܤܿ ൏  .són invariants ܤܿ



23 
 

R.5.3. Mostreu que ࡱ ൉  ࡱ és invariant Lorentz. En particular resulta que si ࡮
i ࡮ són perpendiculars en una referència inercials, aleshores són perpendi‐
culars en tota referència inercial. 

R.5.4. Calculeu els  invariants ࡱଶ െ ܿଶ࡮ଶ  i ࡱ ൉ ‐en el cas d’una ona elec ࡮
tromagnètica monocromàtica. 

R.5.5. Demostreu que  si ࡱ ൉ ࡮ ൌ 0 en un punt  i ܧ ൏  ܤܿ (respectivament 
ܧ ൐  respectivament) ࡱ llavors hi ha una referència inercial en la qual ,(ܤܿ
 .s’anul∙la en el punt (࡮
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Notes 

N1.  (Pàg. 2) Donats dos sistemes de coordenades ݔଵ, … ,  ௡ݔ i ݕଵ, … ,  ,௡ݕ la 
component de ߲௫೔  respecte de ߲௬ೕ  és ߲ݕ௝/߲ݔ௜, ja que si posem  

    ߲௫೔ ൌ ∑ ௜௞߲௬ೖ௞ߣ ,  llavors ߣ௜௝ ൌ ൫∑ ௜௞߲௬ೖ௞ߣ ൯൫ݕ௝൯ ൌ ߲௫೔ݕ௝. 

2. (Pàg. 19) Hem usat la relació 

   
ଵ

ఊమ൫ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ൯
ൌ 1 െ  ,௫/ܿଶݑݒ

que es pot es establir a partir de la relació ݑ௫ᇲ ൌ ௨ೣି௩
ଵି௩௨ೣ/௖మ : 

   
ଵ

ఊమቀଵା
ೡೠೣᇲ

೎మ ቁ
ൌ ଵ

ఊమ൭ଵା ೡ
೎మ൉ ೠೣషೡ

భషೡೠೣ
೎మ

൱
 

                ൌ ଵ

ఊమ൬ଵାೡೠೣషೡమ

೎మషೡೠೣ
൰

ൌ ௖మି௩௨ೣ
ఊమሺ௖మି௩మሻ 

                 ൌ 1 െ  . ௫/ܿଶݑݒ


