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Temps propi  

El temps propi d’una partícula és el temps ݐ଴ mesurat en el sistema propi 
ܵ଴, és a dir, en el sistema respecte del qual  la partícula està en repòs  ins‐
tantani. Com que les transformacions de Lorentz deixen invariant la forma 
quadràtica de Lorentz, tenim la relació 

    ܿଶ݀ݐ଴ଶ ൌ ܿଶ݀ݐଶ െ ሺ݀ݔଶ ൅ ଶݕ݀ ൅  . ଶሻݖ݀

Dividint per ܿଶ݀ݐଶ, obtenim, si ࢛ ൌ ൫ݑ௫, ,௬ݑ ‐௭൯ és la velocitat de la partíݑ
cula en el sistema ܵ, que 

    ቀௗ௧బ
ௗ௧
ቁ
ଶ
ൌ 1 െ ൫௨ೣమା௨೤మା௨೥మ൯

௖మ
ൌ 1 െ ௨మ

௖మ
ൌ ଵ

ఊೠమ
 , d’on 

ݐ݀ ൌ . ଴ݐ௨݀ߛ
N1 
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Transformació relativista de la velocitat 

Si ࢛ᇱ ൌ ൫ݑ௫ᇲ, ,௬ᇲݑ  ௭ᇲ൯ és la velocitat de la partícula en el sistema ܵ′, llavorsݑ

    ௫ݑ ൌ
௨ೣᇲା௩

ଵା௨ೣᇲ௩/௖మ
௬ݑ  ,  ൌ

௨೤ᇲ
ఊ൫ଵା௨ೣᇲ௩ ௖మ⁄ ൯

௭ݑ ,  ൌ
௨೥ᇲ

ఊ൫ଵା௨ೣᇲ௩ ௖మ⁄ ൯
 . 

Les relacions inverses són 

    ௫ᇲݑ ൌ
௨ೣି௩

ଵି௨ೣ௩/௖మ
௬ᇲݑ  ,  ൌ

௨೤
ఊሺଵି௨ೣ௩ ௖మ⁄ ሻ , ݑ௭ᇲ ൌ

௨೥
ఊሺଵି௨ೣ௩ ௖మ⁄ ሻ . 

Per exemple, 

    ௫ݑ ൌ
ௗ௫
ௗ௧
ൌ ఊሺௗ௫ᇲା௩ௗ௧ᇲሻ

ఊሺௗ௧ᇲା௩ௗ௫ᇲ/௖మሻ
ൌ ௗ௫ᇲ/ௗ௧ᇲା௩

ଵା௩ௗ௫ᇲ/௖మௗ௧ᇲ
ൌ

௨ೣᇲା௩
ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ

 . 
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Velocitat relativista (o 4‐velocitat) 

Com que en aquest apartat només ens referim al sistema ܵ, per simplificar 
les notacions posarem ߛ ൌ  .௨ߛ

Sigui ܚ ൌ ሾݔ, ,ݕ ,ݖ  .ܵ ሿ el 4‐vector d’un esdeveniment en el sistema inercialݐ
Es defineix  la velocitat  relativista, o 4‐velocitat de  la partícula, per  la  fór‐
mula 

    ܝ ൌ ௗܚ	
ௗ௧బ

 

(derivada del 4‐vector ܚ  respecte el  temps propi ݐ଴ de  la partícula). Com 
que el temps propi és invariant Lorentz, ܝ és un 4‐vector. Tenint en comp‐
te la relació ݀ݐ ൌ  ଴, és clar queݐ௨݀ߛ

    ܝ ൌ ߛ ௗܚ
ௗ௧
ൌ ,௫ݑߛൣ ,௬ݑߛ ,௭ݑߛ ൧ߛ ൌ ሾ࢛ߛ,  .ሿߛ

Remarca. 〈ܝ, 〈ܝ ൌ ܿଶ.N2 
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Acceleració relativista (o 4‐acceleració) 

Es defineix l’acceleració relativista de la partícula per la fórmula 

    ܉ ൌ ௗܝ	
ௗ௧బ

  . 

És un 4‐vector i es compleix 

    ܉ ൌ ߛ ௗܝ
ௗ௧
ൌ ߛ ቂௗሺఊ࢛ሻ

ௗ௧
, ௗఊ
ௗ௧
ቃ . 

Com que 

    ௗఊ
ௗ௧
ൌ ଷߛ ࢛൉ࢇ

௖మ
 , N3 

on ࢇ és l’acceleració de la partícula respecte del sistema ܵ, 

    ܉ ൌ ቂߛସ ࢛൉ࢇ
௖మ
࢛ ൅ ,ࢇଶߛ ସߛ ࢛൉ࢇ

௖మ
ቃ . 

Remarca. Derivant  la  relació  ,ܝ〉 〈ܝ ൌ ܿଶ  respecte del  temps propi  s’obté 
,܉〉 〈ܝ ൌ 0. 
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Moment relativista (4‐moment) 

Definim el moment relativista, o 4‐moment, d’una partícula com 

    ܘ ൌ ݉଴ܝ , 

on ݉଴ és una constant positiva anomenada 
massa pròpia, o massa en repòs de la partí‐
cula.  

Com que ܝ ൌ ሾ࢛ߛ,  ,ሿߛ

ܘ ൌ ݉଴ܝ ൌ ሾ݉଴࢛ߛ,݉଴ߛሿ 

     ൌ ሾ࢛݉,݉ሿ ൌ ሾ࢖,݉ሿ , 

on hem posat 

    ݉ ൌ ݉଴࢖  , ߛ ൌ ࢛݉ .   

 ߛ

ሻߚሺߛ ൌ 1/ඥ1 െ  ଶߚ

ߚ



7 
 

Direm que ݉ és la massa relativista de la partícula, respecte del sistema ܵ, 
i que ࢖ és el 3‐moment. Quan ݑ ≪ ܿ, ݉ ≃ ݉଴, i ࢖ és el 3‐moment newto‐
nià d’una partícula de massa ݉଴ i velocitat ࢛.  

Notem, però, que ݉ tendeix molt ràpidament a infinit qual ݑ s’apropa a c 
(quan ߚ ൌ  s’apropa a 1).N4 ܿ/ݑ

Com que la norma de Lorentz de ܝ és ܿଶ, també es compleix que 

    ,ܘ〉 〈ܘ ൌ ݉଴
ଶܿଶ . 

Com per altra banda tenim 

    ,ܘ〉 〈ܘ ൌ ܿଶ݉ଶ െ  ,ଶ࢖

per definició del producte escalar de Lorentz, resulta que 

    ଶ࢖ ൌ ܿଶሺ݉ଶ െ ݉଴
ଶሻ. 
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Força relativista (o 4‐força) 

La força relativista, o 4‐força, d’una partícula es defineix per la fórmula 

    ܎ ൌ ௗܘ	
ௗ௧బ

ൌ ݉଴܉ ,   

on   ܘ és  el  4‐moment  de  la  partícula,   ଴ݐ el  seu  temps  propi  i   ܉ la  4‐
acceleració. Així, doncs, 

    ܎ ൌ ௗܘ	
ௗ௧బ

ൌ ߛ ௗܘ
ௗ௧
ൌ ߛ ቂௗ࢖

ௗ௧
, ௗ௠
ௗ௧
ቃ . 

Si posem  

    ࢌ ൌ ௗ࢖
ௗ௧
 

 (direm que és la 3‐força respecte de ܵ), aleshores 

    ܎ ൌ ቂࢌߛ, ߛ ௗ௠
ௗ௧
ቃ . 
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La validesa de la fórmula ࢌ ൌ ௗ࢖
ௗ௧
 és avui fora de tot dubte, com ho posa de 

manifest el  fet que és  la base dels  càlculs que  regulen el  comportament 
dels acceleradors de partícules, ginys en els quals es  treballa molt  sovint 
amb velocitats molt properes a c, i, per tant, amb factors ߛ molt grans. 

Remarca. Atès que 〈܉, 〈ܝ ൌ 0, també es compleix que 〈܎, 〈ܝ ൌ 0. 
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ܧ ൌ ݉ܿଶ   

Anteriorment hem establert que 

    ܉ ൌ ቂߛସ ࢛൉ࢇ
௖మ
࢛ ൅ ,ࢇଶߛ ସߛ ࢛൉ࢇ

௖మ
ቃ . 

Tenint en compte això  i  la relació ݉଴܉ ൌ ܎ ൌ ቂࢌߛ, ߛ ௗ௠
ௗ௧
ቃ  , obtenim  ,  igua‐

lant components,  

    ࢌߛ ൌ ݉଴ߛସ
࢛൉ࢇ
௖మ
࢛ ൅ ݉଴ߛଶߛ  , ࢇ

ௗ௠
ௗ௧

ൌ ݉଴ߛସ
࢛൉ࢇ
௖మ
 , 

d’on 

    ࢌ ൌ ݉଴ߛଷ
࢛൉ࢇ
௖మ
࢛ ൅ ݉଴ࢇߛ ,  

ௗ௠
ௗ௧

ൌ ݉଴ߛଷ
࢛൉ࢇ
௖మ
 . 

Per tant 

    ൉࢛ࢌ
௖૛
ൌ ݉଴ߛଷ

࢛൉ࢇ
௖మ

௨మ

௖మ
൅ ݉଴ߛ

࢛൉ࢇ
௖మ
ൌ ݉଴ߛଷ

࢛൉ࢇ
௖మ
ቀ௨

మ

௖మ
൅ ଵ

ఊమ
ቁ 

         ൌ ݉଴ߛଷ
࢛൉ࢇ
௖మ
ൌ ௗ௠

ௗ௧
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 (notem que ௨
మ

௖మ
൅ ଵ

ఊమ
ൌ 1). És a dir, 

    ௗሺ௠௖మሻ
ௗ௧

ൌ ࢌ ൉ ࢛ . 

Integrant entre 0  i ݐ,  i posant ܶ per  indicar  la  integral del segon membre, 
obtenim (suposant que la partícula està en repòs per a ݐ ൌ 0), 

    ܶ ൌ ሺ݉ െ݉଴ሻܿଶ ൌ ݉଴ሺߛ െ 1ሻܿଶ . 

En particular, ܶ és una funció que només depèn de ݑ, ܶ ൌ ܶሺݑሻ. Com que 
en mecànica de Newton ܶ seria l’energia cinètica de la partícula, és natural 
dir que T és l’energia cinètica relativista. Observem que 

    ݉ ൌ ݉଴ߛ ൌ ݉଴ ቀ1 ൅
ଵ
ଶ
௨మ

௖మ
൅ ଷ

଼
௨ర

௖ర
൅ ⋯ቁ , 

d’on resulta que 

    ܶ ൌ ݉଴ ቀ
ଵ
ଶ
ଶݑ ൅ ଷ

଼
௨ర

௖మ
൅ ⋯ቁ ൌ ଵ

ଶ
݉଴ݑଶ ቀ1 ൅

ଷ
ସ
	௨

మ

௖మ
൅ ⋯ቁ , 

de manera que per a velocitats ݑ ≪ ܿ, 
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    ܶ ≃ ଵ
ଶ
݉଴ݑଶ , 

que és  l’energia cinètica newtoniana d’una partícula de massa ݉଴ que es 
mou amb velocitat ݑ. 

La igualtat ݉ܿଶ ൌ ݉଴ܿଶ ൅ ܶ, que implica ሺΔ݉ሻܿଶ ൌ Δܶ, i el fet que ܶ sigui 
una energia, van dur a Einstein a postular que hi ha una equivalència entre 
la massa ݉ d’una partícula i la seva energia ܧ, segons la fórmula 

    ܧ ൌ ݉ܿଶ . 

En particular, ܧ ൌ ݉଴ܿଶ per a una partícula en repòs. Aquestes relacions 
entre massa i energia s’han comprovat repetidament en circumstàncies di‐
verses, com ara en els casos d’aniquilació d’una partícula i la seva antipar‐
tícula, en les reaccions nuclears, o en els acceleradors de partícules. 
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Transformació relativista de les forces 

Amb  la  relació  ܧ ൌ ݉ܿଶ  entre  massa  i  energia,  podem  escriure  el  4‐
moment en la forma 

    ܘ ൌ ሾ࢖,݉ሿ ൌ ሾ࢖,  . ଶሿܿ/ܧ

Com que és un 4‐vector, la transformació al sistema de referència ܵ′ es fa 
mitjançant les transformacions de Lorentz, és a dir, 

    ௫݌ ൌ ߛ ቀ݌௫ᇲ ൅ ݒ ாᇲ

௖మ
	ቁ ,  ݌௬ ൌ ௬ᇲ݌ ௭݌  ,  ൌ ௭ᇲ݌ ,  

ா
௖మ
ൌ ߛ ቀா

ᇲ

௖మ
൅

௩௣ೣᇲ
௖మ
ቁ    

(la darrera es pot escriure ܧ ൌ ᇱܧሺߛ ൅  .( ௫ᇲሻ݌ݒ

Partint  d’aquestes  expressions,  la  transformació  relativista  de  les  forces 
s’obté derivant respecte de ݐ : 

    ௫݂ ൌ ݂௫ᇲ ൅
௩

௖మା௩௨ೣᇲ
൫ݑ௬ᇲ݂௬ᇲ ൅ , ௭ᇲ݂௭ᇲ൯ݑ

N5 

    ௬݂ ൌ
௙೤ᇲ

ఊ൫ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ൯
 ,   ௭݂ ൌ

௙೥ᇲ
ఊ൫ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ൯

 . 
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Origen relativista del camp magnètic 

Volem posar de manifest d’una manera  intuïtiva, encara que només sigui 
en un cas particular,  l’origen relativista del camp magnètic (el tractament 
general  s’exposarà més endavant). Ens basarem en el  fet que  la  càrrega 
elèctrica és un invariant per a les transformacions de Lorentz. 

Suposem primer que tenim una densitat  lineal de càrrega ߣ (constant) en 
un fil rectilini infinit al llarg de l’eix ܱݔ del sistema ܵ. Quina densitat lineal 
de càrrega ߣ′ observarà el sistema mòbil ܵ′?  

Com que la longitud observada des de ܵ′ corresponent a una longitud ݈ de 
ܵ és ݈ᇱ ൌ ᇱߣ i que la càrrega és invariant, tenim ,ߛ/݈ ൌ  .ߣߛ

Sigui ara ܫ és un corrent constant en un fil conductor rectilini i infinit, dis‐
posat al  llarg de  l'eix ܱݔ,  i elèctricament neutre (des del punt de vista de 
ܵ). Sigui ݒ la velocitat de les càrregues mòbils ሺ൅݁ሻ. Aleshores 

    ܫ ൌ  , ݒ݁ܰ



15 
 

on ܰ  és  el  nombre  de  càrregues ൅݁  per  unitat  de  longitud  i,  per  tant, 
ߣ ൌ ܰ݁ és la densitat lineal de les càrregues positives. 

Aquest corrent produeix un camp magnètic azimutal ࡮ que, a una distàn‐
cia ݎ té mòdul 

    ܤ ൌ ఓబூ
ଶగ௥

ൌ ఓబே௘௩
ଶగ௥

  

(llei de BiotെSavart). La  força sobre una partícula carregada ሺ൅ݍሻ que es 
mou paral∙lelament a l’eix ܱݔ, a una distància ݎ i amb velocitat ݒ, té mòdul 

    ܨ ൌ  ܤݒݍ

i està dirigida perpendicularment envers el corrent (llei de Lorentz). Utilit‐
zant l’expressió de ܤ, 

    ܨ ൌ ఓబ௤ே௘௩మ

ଶగ௥
. 

Com veurà  la situació un sistema ܵ′ que es mogui a velocitat ݒ?  (podem 
suposar, doncs, que ܵ′ és el sistema propi de la càrrega puntual). 
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Des del punt de vista de ܵ, el corrent ܫ està format per una densitat lineal 
de càrrega ܰ݁ que es mou amb velocitat ݒ cap a la dreta. Les càrregues fi‐
xes െ݁ tenen una densitat lineal െܰ݁ (per la neutralitat del fil).  

Per a  l’observador de ܵ′,  la densitat de  les càrregues negatives, com hem 
vist, és െ݁ܰߛ (perquè les veu mòbils). En canvi, la densitat que observa de 

càrregues positives és  ଵ
ఊ
ܰ݁, perquè  les veu  fixes. Per  tant, ܵ′ veu que el 

conductor està carregat amb una densitat lineal 

    ᇱߣ ൌ ቀെߛ ൅ ଵ
ఊ
ቁܰ݁ ൌ െߛ ቀ1 െ ଵ

ఊమ
ቁܰ݁ ൌ െߛ ௩

మ

௖మ
ܰ݁ ൌ െߛ ே௘௩

మ

௖మ
 . 

Així ܵ′ veu una densitat de càrrega negativa i per tant ݍ, essent una càrrega 
positiva,  experimenta  una  força  de  Coulomb  dirigida  perpendicularment 
cap al fil, de mòdul: 

    ᇱܨ ൌ ௤ఒᇲ

ଶగఌబ௥
ൌ ௤ఊே௘௩మ

ଶగఌబ௥௖మ
ൌ ݍߛ ఓబூ

ଶగ௥
ݒ ൌ ܤݒݍߛ ൌ  . ܨߛ
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Veiem, doncs, que aquesta expressió,  llevat el  factor ߛ  (que és, per altra 
banda, el que correspon a  la transformació relativista de  la força), coinci‐
deix amb la de la llei de BiotെSavart.  
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Exercicis 

R.4.1. Apliqueu la llei de transformació de velocitats per demostrar la fórmula de 
l’aberració de llum (R.2, pàg. 10). 

R.4.2. La velocitat d’una partícula respecte del sistema ܵ′ és ࢛ᇱ ൌ ௖
ଷ
ሺ√ଶ
ଶ
, √ଶ
ଶ
, 0ሻ. Si 

la velocitat de ܵ′  respecte de ܵ és ݒ ൌ ସ௖
ହ
,  trobeu  la velocitat ࢛  respecte de ܵ  i 

l’angle que forma amb l’eix ݔ. 

R.4.3. En una certa referència  inercial, dues partícules ܣ  i ܤ són disparades des 
d'un mateix punt i amb la mateixa velocitat ݒ, però en direccions perpendiculars. 
Calculeu quina és la velocitat relativista d'una partícula respecte de l'altra. 

R.4.4. Una partícula de massa ݉  i càrrega ݍ està  immersa en un camp elèctric 
uniforme ࡱ ൌ  ,௫. Suposant que la partícula està inicialment en repòs a l'origenࢋܧ
proveu que la seva trajectòria relativista és 

    ሻݐሺݔ ൌ ௠௖మ

௤ா
ቆට1 ൅ ௤మாమ

௠మ௖మ
ଶݐ െ 1ቇ. 
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Comproveu que per ݐ → ∞,  la velocitat de  la partícula no  tendeix a  infinit, sinó 
que tendeix a ܿ. 
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Notes 

N1. Temps propi d’una partícula (pàg. 2). Si una partícula es mou segons la 
llei 

    ࢞ ൌ ࢞ሺݐሻ 

relativament al sistema ܵ,  i ࢛ ൌ ሶ࢞ ሺݐሻ és  la seva velocitat,  llavors el temps 
propi de la partícula transcorregut entre ݐ ൌ ܽ i ݐ ൌ ܾ ve donat per 

    ׬ ଴ݐ݀
௕
௔ ൌ ׬ ௗ௧

ఊೠ

௕
௔  . 

Així és com es van calcular els efectes cinemàtics en el retard dels rellotges 
en l’experiment de HafeleെKeating (v. R.2).  

N2. (Pàg. 4) ܿଶߛଶ െ ଶݑଶߛ ൌ ܿଶߛଶሺ1 െ ଶݑ ܿଶ⁄ ሻ ൌ ܿଶ. 

N3. (Pàg. 5) ௗఊ
ௗ௧
ൌ ௗ

ௗ௧
ቀ1 െ ࢛మ

௖మ
ቁ
ିଵ/ଶ

ൌ െ ଵ
ଶ
ቀ1 െ ࢛మ

௖మ
ቁ
ିయమ ቀെ2	 ࢛൉ࢇ

૛ࢉ
ቁ ൌ ଷߛ ࢛൉ࢇ

૛ࢉ
 . 
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N4. (Pàg. 7) Alguns exemples: per a la velocitat de la Terra al voltant del Sol 
ݑ) ≃ 30	km/h),  ߛ ൌ 1.000000005;  per  ݑ ൌ 0.1ܿ,  ߛ ൌ 1.005;  per 
ݑ ൌ ߛ ,0.99ܿ ≃ 7. Els factors ߛ més grans que es coneixen corresponen a 
raigs còsmics  (especialment protons) d’origen extragalàctic, possiblement 
produïts en supernoves (explosions d’estrelles). 

N5. (Pàg. 13)  ௫݂ ൌ
ௗ௣ೣ
ௗ௧

ൌ
ఊ൫ௗ௣ೣᇲା௩ௗ௠

ᇲ൯

ఊ൬ௗ௧ᇲା௩೏ೣ
ᇲ

೎మ ൰
ൌ

௙ೣᇲା
ೡ೏೘ᇲ

೏೟ᇲ

ଵା
ೡೠೣᇲ
೎మ

 

  ൌ
௙ೣᇲା௩ቀ௙ೣᇲ௨ೣᇲା௙೤ᇲ௨೤ᇲା௙೥ᇲ௨೥ᇲቁ/௖

మ

ଵା௩௨ೣᇲ/௖మ
  

  ൌ
௖మ௙ೣᇲା௩௙ೣᇲ௨ೣᇲା௩ቀ௙೤ᇲ௨೤ᇲା௙೥ᇲ௨೥ᇲቁ

௖మା௩௨ೣᇲ
 

  ൌ ݂௫ᇲ ൅
௩ቀ௙೤ᇲ௨೤ᇲା௙೥ᇲ௨೥ᇲቁ

௖మା௩௨ೣᇲ
. 

      ௬݂ ൌ
ௗ௣೤
ௗ௧

ൌ
ௗ௣೤ᇲ

ఊሺௗ௧ᇲା௩ௗ௫ᇲ ௖మ⁄ ሻ ൌ
௙೤ᇲ

ఊ൫ଵା௩௨ೣᇲ ௖మ⁄ ൯
 , i anàlogament per  ௭݂. 


