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Forma de Lorentz i mètrica de Minkowski 

Les transformacions de Lorentz deixen invariant la forma quadràtica 

    ܿଶݐଶ െ ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅  , ଶሻݖ

anomenada  forma de Lorentz.N1 En resulta que també deixen  invariant el 
producte escalar 

    ,ଵݔሾۃ ,ଵݕ ,ଵݖ ,ଵሿݐ ሾݔଶ, ,ଶݕ ,ଶݖ ۄଶሿݐ ൌ ܿଶݐଵݐଶ െ ሺݔଵݔଶ ൅ ଶݕଵݕ ൅  ,ଶሻݖଵݖ

anomenat mètrica de Minkowski. 

Relativament a les coordenades ݔ଴, ,ଵݔ ,ଶݔ  ଷ, la forma de Lorentz s'escriuݔ

    ଴ݔ
ଶ െ ሺݔଵ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶሻ ൌ ଴ݔ
ଶ െ ࢞ଶ. 

Separació entre esdeveniments 

La  separació  (quadràtica)  entre  dos  esdeveniments  ሾݔଵ, ,ଵݕ ,ଵݖ  ଵሿݐ i 
ሾݔଶ, ,ଶݕ ,ଶݖ   ଶሿ es defineix comݐ

   ߪ ൌ ܿଶΔݐଶ െ ሺΔݔଶ ൅ Δݕଶ ൅ Δݖଶሻ, 
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on Δݐ ൌ ଶݐ െ ݔଵ , Δݐ ൌ ଶݔ െ ݕଵ, Δݔ ൌ ଶݕ െ ݖଵ i Δݕ ൌ ଶݖ െ  ଵ. La separacióݖ
és un invariant Lorentz. 

Si ߪ ൐ 0, diem que  la  separació dels esdeveniments és de  tipus  temps o 
temporal. Per exemple, per a dos esdeveniments que tenen lloc en un ma‐
teix punt en temps diferents es compleix que ߪ ൌ ܿଶΔݐଶ ൐ 0, on Δݐ és el 
temps transcorregut entre els dos esdeveniments. L’afirmació recíproca és 
certa en una referència apropiada (Exercici: R.3.1). 

 Si ߪ ൏ 0, diem que la separació dels esdeveniments és (de tipus) espacial. 
Per exemple, per a dos esdeveniments que tenen lloc en un mateix instant 
en  punts  diferents  es  compleix  que  ߪ ൌ െሺΔݔଶ ൅ Δݕଶ ൅ Δݖଶሻ ൏ 0. 
L’afirmació recíproca és certa en una referència apropiada (Exercici: R.3.2). 

Si ߪ ൌ 0, diem que  la  separació dels esdeveniments és nul∙la, o de  tipus 
llum, o isòtropa. Per exemple, si un fotó emès en un punt ሾݔଵ, ,ଵݕ  ଵሿ en unݖ
instant ݐଵ arriba al punt  ሾݔଶ, ,ଶݕ  ଶሿ enݖ l’instant ݐଶ, aleshores  la separació 
dels esdeveniments ሾݔଵ, ,ଵݕ ,ଵݖ ,ଶݔଵሿ i ሾݐ ,ଶݕ ,ଶݖ  .ଶሿ és nul∙laݐ
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Quadrivectors 

Un quadrivector, o simplement 4‐vector, és una correspondència ܞ que as‐
signa un vector ܞௌ א Թସ per a cada sistema inercial ܵ de manera que 

    ௌᇲܞ ൌ Λௌ,ௌᇲܞௌ 

qualssevol que siguin els sistemes inercials ܵ i ܵԢ, on Λௌ,ௌᇲ  és la transforma‐

ció de Lorentz de ܵ a ܵԢ. 

Per exemple, la posició  i el temps d'un esdeveniment donat respecte d'u‐
na referència inercial ܵ, diguem ሾݔ, ,ݕ ,ݖ  ሿௌ, és un 4‐vector, per definició deݐ
les transformacions de Lorentz. 
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Diagrames de Minkowski 

En la figura hem representat l’eix ݔ d’un sistema 
inercial  ܵ  i,  perpendicularment,  un  eix  per  a 
ݏ ൌ  N2.ݐܿ En  aquest  pla  podem  representar  els 
esdeveniments que tenen lloc en un punt de l’eix 
 ݔ en  un  cert  instant  del  temps  ݐ ൌ  .ܿ/ݏ Si  una 
partícula  es mou  sobre  l’eix  de  les   ݔ segons  la 

funció  ݔ ൌ ݂ሺݏሻ,  llavors  els  esdeveniments  ሺ݂ሺݏሻ,  ሻ formenݏ la  línia 
d’univers  de  la  partícula.  És  la  gràfica  de  ݂,  però  amb  l’eix   ݏ com  a  eix 
d’abscisses i l’eix ݔ com a eix d’ordenades. Per exemple, ݔ ൌ ݇, ݇ constant, 
és  la  línia d’univers d’una partícula que està en  repòs en el punt ݔ ൌ ݇. 
Anàlogament, ݔ ൌ  és ݏ la  línia d’univers d’un fotó que es mou sobre  l’eix 
de  les ݔ  i que passa per  l’origen per a ݏ ൌ 0. Com que  la velocitat de  la 
llum ሺܿ ൌ 1 amb  les notacions presents) és el  límit superior de  les veloci‐
tats possibles, el pendent de  la  línia d’univers d’una partícula respecte de 
l’eix ݏ ha de ser ൏ 1 arreu. Per als fotons, aquest pendent és 1 arreu. 

ݔ

ݏ

ݔ ൌ ݏ

ݔ ൌ ݂ሺݏሻ
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Si en  lloc de moviments sobre  l’eix ݔ consi‐
derem moviments  en  el  pla ݕݔ,  llavors per 
representar els esdeveniments sobre aquest 
pla  necessitem  tres  eixos:  ,ݔ ,ݕ  .ݏ La  línia 
d’univers  d’una  partícula  que  es mou  en  el 
pla ݕݔ  és una  corba donada per  equacions 
paramètriques  ݏ հ ሺݔሺݏሻ,  .ሻሻݏሺݕ El  paper 
que  feia  la  recta  ݔ ൌ  ݏ ara  el  fa  el  con 
d’equació  ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ  ,ଶݏ del  qual  en  direm 
con  de  llum.  Les  generatrius  d’aquest  con 

són les línies d’univers dels fotons que passen per l’origen per a ݏ ൌ 0. Per 
exemple, a fletxa vermella representa la trajectòria d’un fotó en el pla ݕݔ i 
la blava la corresponent línia d’univers.  

Naturalment,  la representació de Minkowski es 4‐dimensional si tenim en 
compte les tres coordenades d’espai ݔ, ,ݕ    .ݖ

ݔ

ݕ

ݏ

ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ  ଶݏ
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Representació dels eixos de ܵԢ. Conside‐
rem el pla de Minkowski ݏݔ corresponent 
a  un  sistema  inercial  ܵ.  Considerem  un 
sistema inercial ܵԢ que es mou a velocitat 
uniforme ߚ sobre l’eix ݔ, i de manera que 
els  orígens  de  ܵ  i  ܵԢ  coincideixen  per 
ݏ ൌ ᇱݏ ൌ 0. D’aquesta manera  les  trans‐
formacions de Lorentz són 

  ᇱݔ ൌ ݔሺߛ െ ᇱݏ  ,ሻݏߚ ൌ ݏሺߛ െ  .ሻݔߚ

La  línia d’univers en el pla ݏݔ de  l’origen 
de ܵԢ és ݔ ൌ ᇱݔ o bé ,ݏߚ ൌ 0. Com que ݔᇱ ൌ 0 és l’eix ݏԢ del pla ݔԢݏԢ, la de‐
notem per ݏԢ (vegeu la figura). Notem que el seu pendent respecte de l’eix 
 Anàlogament, a .ߚ és ݏ l’eix ݔԢ de ܵԢ, que és ݏᇱ ൌ 0,  li correspon  la recta 
ݏ ൌ   .ݔ respecte de l’eix ߚ que té pendent ,ݔߚ

ܧ

ݔ

 ݏ

Ԣݔ

Ԣݏ
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A la figura anterior també s’indica la relació entre un esdeveniment ܧ i les 
seves coordenades respecte de ܵ i ܵԢ, però observem que encara no sabem 
com representar les unitats de ݔԢ i de ݏԢ.  

La determinació d’unitats sobre ݔԢ  i ݏԢ, 
en  termes  del  pla   ,ݏݔ és  immediata  a 
partir de la igualtat 

    ᇱଶݏ െ ᇱଶݔ ൌ ଶݏ െ  ଶݔ

(invariància  Lorentz  de  la  separació 
quadràtica). 

En  efecte,  la  unitat  sobre  l’eix   ᇱݏ és 
l’esdeveniment  ሺݔᇱ ൌ 0, ᇱݏ ൌ 1ሻ,  amb 
la qual cosa veiem que la unitat busca‐
da (segment vermell de la figura) no és 

més que la intersecció de l’eix ݏᇱ amb la branca de la hipèrbola ݏଶ െ ଶݔ ൌ
1 corresponent a ݏ ൐ 0. La unitat sobre l’eix ݔᇱ (segment blau de la figura) 

 ݏ

ݔ

Ԣݔ

ଶݏԢݏ െ ଶݔ ൌ 1 

ଶݏ െ ଶݔ ൌ െ1
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es  determina  d’una manera  similar:  és  la  intersecció  de  l’eix   ᇱݔ amb  la 
hipèrbola ݏଶ െ ଶݔ ൌ െ1 (֞ ଶݔ െ ଶݏ ൌ 1).  

Retard dels rellotges. Amb el diagrama de 
Minkoski, el retard dels rellotges queda vi‐
sualitzat com a  la  figura: a  la unitat  sobre 
l’eix ݏԢ ሺݔᇱ ൌ 0, ᇱݏ ൌ 1ሻ (segment vermell), 
li correspon un segment sobre l’eix ݏ supe‐
rior a la unitat d’aquest eix (segment verd). 

Contracció  de  longituds.  El  segment  verd 
de la figura representa la unitat sobre l’eix 
 ݔ i el vermell sobre  l’eix ݔԢ. Com que  la  lí‐
nia  d’univers  de  la  unitat  de  l’eix   ݔ és  la 
recta ݔ ൌ 1, veiem   que ܵᇱli  atribueix una 
longitud inferior.  

 

Ԣݏ

Ԣݔ

ݔ

 ݏ
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Paradoxa dels bessons. Considerem la refe‐
rència  inercial  ܵ  d’un  dels  bessons,  de  la 
qual només dibuixem l’eix ݔ i l’eix ݏ ൌ  en) ݐܿ
anys‐llum).  Si  l’altre  germà  bessó  ܵԢ 
s’allunya  a una  velocitat ݒ ൌ ସ

ହ
ܿ  al  llarg de 

ݏ fins a l’instant ݔܱ ൌ 5, i després retorna a 
l’origen  a  la  mateixa  velocitat  (hi  arribarà 
quan ݏ ൌ 10), quin temps marcarà el rellot‐
ge de ܵԢ quan dóna  la volta?  I a  l’arribada? 
Estaran  d’acord  cada  bessó  en  el  temps 
marcat pel rellotge de l’altre?  

Atès  que  ߚ ൌ 4/5,  tenim  ߛ ൌ 5/3.  Això 
comporta que 5 anys de ܵ corresponen a 3 
de ܵԢ, de manera que quan ܵ’ dóna la volta, 
el seu rellotge ha de marcar 3, i a l’arribada 
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ha de marcar 6. Segons ܵ, per al bessó viatger només hauran d’haver pas‐
sat 6 anys. Vegem com ho percep ܵԢ. En la primera part, ܵԢ està estacionari 
en el seu sistema (ݔᇱ ൌ 0) i deixa que passin 3 anys (ݏᇱ ൌ 3). Durant aquest 
lapse veu que el seu germà ܵ s’allunya amb ߚ ൌ െ4/5, i per tant interpre‐
ta que ݏ ൌ ᇱݏሺߛ ൅ ᇱሻݔߚ ൌ ᇱݏߛ ൌ 5 és el temps que ܵ atribueix al moment 
d’iniciar el retorn. En aquest instant, el viatger canvia a un sistema inercial 
ܵԢԢ en el qual veu que ܵ s’aproxima a ߚ ൌ 4/5. Segueix en repòs a l’origen 
de ܵԢԢ (ݔᇱᇱ ൌ 0) durant 3 anys més (al final, ݏᇱᇱ ൌ 6,  ja que a  l’inici del re‐
torn ݏᇱᇱ ൌ ᇱݏ ൌ 3). Segons els càlculs del viatger, els rellotges de ܵ han de 
marcar 

     ݏ ൌ ᇱᇱݏሺߛ െ ᇱᇱሻݔߚ ൅ ߣ ൌ ᇱᇱݏߛ ൅  ,ߣ

on ߣ és una constant (l’origen de ܵԢԢ no té perquè coincidir amb el de ܵ). 
Com que per ݏᇱᇱ ൌ 3 ha de ser ݏ ൌ 5, veiem que ߣ ൌ 0. Així, doncs, el bes‐
só  viatger  pensa  que  a  l’arribada  els  rellotges  de  ܵ  han  de  marcar 
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ହ
ଷ

ൈ 6 ൌ 10. Pel que fa a la posició que ܵ atri‐
bueix a l’origen de ܵԢԢ, ha de ser de la forma 

  ݔ ൌ ᇱᇱݔሺߛ െ ᇱᇱሻݏߚ ൅ ߤ ൌ െݏߚߛᇱᇱ ൅  ߤ

       ൌ െ ସ
ଷ

ᇱᇱݏ ൅   ,ߤ

ݔ una constant. Com que ߤ ൌ 4 per ݏᇱᇱ ൌ 3, 
ha  de  ser  ߤ ൌ 8.  D’aquesta manera  ܵԢԢ  sap 
que és a l’origen de ܵ (ݔ ൌ 0ሻ per ݏᇱᇱ ൌ 6.      

Per  acabar  aquesta  anàlisi,  suposem  que  ܵ 
envia un senyal lluminós al final de cada any. 
Com que el  factor Doppler quan ܵԢ s’allunya 

és ටଵିఉ
ଵାఉ

ൌ ଵ
ଷ
, el senyal al final del primer any 

és rebut al final del tercer any de ܵԢ, és a dir, 
en el moment d’iniciar el retorn. En el viatge 
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de retorn el factor de Doppler és  ටଵାఉ
ଵିఉ

ൌ 3, amb la qual cosa ܵԢԢ rep tres 

senyals en cadascun dels seus  tres anys de ܵԢԢ. Si ܵԢ  també envia senyals 
cap a ܵ al final de cadascun dels seus anys, els senyals enviats a 1Ԣ, 2Ԣ i 3Ԣ 
es rebran al final dels anys 3, 6 i 9, mentre que els 3 senyals enviats en el 
viatge de retorn es rebran tots durant el desè any de ܵ. 

 

Exercisis 

R.3.1. Proveu que si la separació entre dos esdeveniments és de tipus temporal, 

aleshores hi ha un sistema de referència inercial ܵԢ respecte del qual els esdeve‐
niments tenen lloc en el mateix punt. En particular, la separació entre aquests dos 
esdeveniments es pot mesurar amb un rellotge estacionari respecte de ܵԢ. 

R.3.2. Proveu que si  la separació entre dos esdeveniments és de tipus espacial, 

llavors hi ha un sistema de referència inercial ܵԢ respecte del qual són simultanis. 
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En particular, la separació entre els esdeveniment es pot mesurar amb regles es‐
tacionaris respecte de ܵԢ. 

R.3.3. Segons un observador en un sistema de referència  inercial ܵ, un esdeve‐
niment ܣ té lloc al punt de coordenades ݔ஺ ൌ 5m, ݕ஺ ൌ 3m, ݖ஺ ൌ 0m i a l'instant 
஺ݐ ൌ 15m, mentre que un altre esdeveniment ܤ té  lloc al punt de coordenades 
஻ݔ ൌ 10m, ݕ஻ ൌ ஻ݖ ,8݉ ൌ 0m i a l'instant ݐ஻ ൌ 5m. Trobeu la separació entre ܣ 
i ܤ. Trobeu també una referència inercial ܵԢ respecte de la qual els dos esdeveni‐
ments són o bé simultanis o bé tenen lloc en el mateix punt. 

R.3.4. Siguin ܵ i ܵԢ dues referències inercials d’eixos paral∙lels i orígens co‐
incidents per ݐ ൌ ᇱݐ ൌ 0. Sigui ݒ la velocitat de ܵԢ respecte de ܵ. Suposem 
que una partícula es mou sobre l’eix ݔ de ܵ a velocitat uniforme ݑ i consi‐
derem l’esdeveniment ሺݔ ൌ ,ݐݑ ݐ ሻ, ambݐ ൐ 0 (ignorem les coordenades ݕ 
i   .(ݖ   Proveu  que  si  ሺݔᇱ,  ᇱሻݐ són  les  coordenades  d’aquest  esdeveniment 
respecte de ܵԢ  llavors  ᇱݐ ൐ 0  (useu que ݑ ൏ ܿ). Proveu  també que  si  fos 
possible ݑ ൐ ܿ, aleshores no existiria ordre de “causalitat”, ja que hi hauria 
un sistema inercial ܵԢ en el qual ݐᇱ ൏ 0 (si en l’instant ݐ de ܵ la partícula es 
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desintegrés, posem per cas, aleshores tindríem que per ܵԢ la desintegració 
passaria abans de començar el trajecte de la partícula!). 

 

 

Notes 

N1 (Pàg. 2). De fet, 

     ሺܿݐሻଶ െ ଶݖ ൌ ᇱሻݐଶ൫ሺܿߛ ൅ ᇱ൯ଶݖߚ െ ᇱݖଶ൫ߛ ൅ ᇱሻ൯ଶݐሺܿߚ
 

               ൌ ଶሺ1ߛ െ ᇱሻଶݐଶሻሺܿߚ െ ଶሺ1ߛ െ ᇱଶݖଶሻߚ ൌ ሺܿݐᇱሻଶ െ  .ᇱଶݖ
N2 (Pàg. 5). Les relacions mètriques euclidianes d’aquest pla ݏݔ, com ara el 
fet de disposar  l’eix ݏ perpendicularment a  l’eix ݔ, no tenen cap significat 
físic. 
 


