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Preliminars

En el tema anterior hem vist les transformacions possibles entre els siste-
mes S i S’ tenen la forma

x =e(x +vth,y=y,z=2,t = e(t' + vx'JV?),
on IV és una velocitat universal, possiblement oo.
Les transformacions inverses sén

xX' =e(x—vt),y =y, 2=zt = e(t— vx/V?).

. , v+v' |, : . :
Finalment, la férmula w = —— dodna la llei de composicié de velocitats.

1+W

Remarca. V = oo si no hi ha limit per a les possibles velocitats, i en aquest
cas tenim les transformacions de Galileu. Altrament V' és el limit superior
de les velocitats possibles.



Transformacions de Lorentz

Experiments com els de Farley—Bairly—Picasso (v. R.0, pag. 16) permeten

afirmar que V = c. Simplificadament, |la composicid de la velocitat ¢ amb
2¢c

ella mateixa ha de ser ¢, de manera que ———
1+c2/V?

= ¢, i aixo dona la igualtat.

Al mateix resultat arribem si tenim en compte la determinacio

e(v) =1/{1—v?/c?

feta amb el rellotge fotonic (v. R.0, pag. 17).

Aixi, doncs, la transformacié A té la forma (posant y = e(v) per V = ¢):

!

x=y(x’+vt’),y=y’,z=z’,t=y(t’+%,

que és l'anomenada transformacio de Lorentz. La transformacio inversa és

v

x’=y(x—vt),y’=y,z’=z,t’=y(t—c—f.

A més, c és el limit superior de les velocitats possibles.
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La composicio de velocitats que correspon a la transformacio de Lorentz és

Remarca. Les transformacions de Lorentz adopten una forma més simetri-
ca si en lloc de t usem ct (una longitud, com x, y i z).

En efecte, posant x, = ct, (xq,%x5,x3) = (x,y,2), les transformacions de
Lorentz es poden escriure en la forma

x1 = Y(x1 — fxg), X3 = X3, xé = X3, x(’) =y (xo — Bx1),

onfi =v/c.



Aplicacions

Explicacio del resultat de I’experiment de Michelson—Morley. (v. R.0, pag.
13). La velocitat de la [lum en els dos bracos de I'interferometre és sempre
c. Per tant el patro d’interferencia no canviara ni per girs de I'aparell ni a
causa dels moviments de la Terra.

Explicacio de I'’experiment de Fizeau. La velocitat de I'aigua respecte del
laboratori és v i la de la [lum respecte de I'aigua és % Per tant, la velocitat

de la llum en 'aigua respecte del laboratori és

vie/n S ¥ _Cq_L
1+(vc/n)/c? vt n n? n +( nz)v'

Sincronitzacio dels rellotges. El temps t relatiu a un sistema inercial el do-
na un rellotge situat a l'origen de coordenades, i diem que aquest és el
temps propi del sistema. Per sincronitzar una copia d'aquest rellotge situa-
da en un punt a distancia d de I'origen, basta tenir en compte que una ona
electromagnetica emesa des de |'origen en l'instant t = 0 arriba al rellotge
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en questio en l'instant t = d/c. Aquest és el procediment usat habitual-
ment per sincronitzar els rellotges atomics usats per al temps atomic in-
ternacional (TAl), aixi com per al GPS i sistemes similars.

Es pot veure que si transportem molt lentament una copia del rellotge si-
tuat a l'origen a una distancia d, llavors aquest rellotge esta sincronitzat
amb el que ha romas a l'origen.

Retard dels rellotges en moviment. Sigui t' el temps mesurat per un rellot-
ge estacionari en el sistema S'. Si x' és la posicid del rellotge a S’, el temps
t mesurat a S compleix t =y(t' + vx’/cz) . En particular tenim que
At = yAt'.

Com que y > 1, veiem que At > At’, és a dir, que des del punt de vista de

S, el rellotge en moviment es retarda respecte dels rellotges de S.

Remarca. Es molt important adonar-se que S’ usa, per calcular At’, un sol
rellotge, que marca (per estar fix a S’) el temps propi de S’, mentre que S
usa, per calcular At, dos rellotges (sincronitzats segons els procediment ja
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explicat), un en el lloc x5 on esta el rellotge mobil en el moment inicial ¢,
de l'interval At i l'altre en el lloc x; on esta el rellotge mobil en l'instant fi-
nal t; de At. Aquesta asimetria en les observacions de S’ i S és la que ens
permet veure perqué S’ també arriba a la conclusié que els rellotges de S
es retarden. En efecte, considerem, per exemple, el rellotge Ry de S situat
en el punt x, i marcant el temps t,, corresponents a x' i ty. En l'instant t;
de S aquest rellotge també marca t;, perque esta sincronitzat amb el re-
llotge R, de S situat a x;. Pero el temps que li assigna S’ és

y(ty —vxo/c?) = y(y(t1 +vx'/c?) —vy(x' + vg)/c?)
=y2(ty —vit/c?) = v (ty — tp) + L,
de manera que per a S’ el rellotge R, ha avancat
y2(t; — to) = y*At" = yAt.

Naturalment, s’arriba al mateix resultat si en lloc del rellotge R, ens fixés-
sim en el rellotge Ry en repos en el punt x;.
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Efecte Doppler relativista. Amb les notacions de I'exemple anterior, supo-
semquex =0ity, =0,demaneraquet, =0,At' =t', At =t; = yt'.Si
S només usés el rellotge de xy = 0, el temps que marcaria quan S veu que
el temps del rellotge mobil és t’ seria

ti =t +vt;/c=0+L)t; =1+ L)yt = %t’.

Ates que el temps és l'invers d'una frequencia, aquesta relacid dona
'efecte Doppler relativista: la relacié entre la freqliéncia propia v, del re-
llotge de S’ i la freqliencia v, mesurada per S és

1 1 |1+pB 1-8
= — , Vo = |—SVg.
Vo Vo 1-6 1+0

En particular, la freqliencia que arriba a I'origen de S del rellotge mobil és

inferior o superior a la frequencia propia del rellotge segons que s’allunyi
(8 > 0) os’apropi (f < 0).
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Aquestes formules seran deduides d'una altra manera després d’establir
les transformacions relativistes del camp electromagnetic.

Contraccié de longituds. Considerem els punts x|, i x; relatius a S’. En un
determinat t de S, es mesuren les seves posicions x, i x; respecte de S.
Com que x; = y(x; — vt), i = 0,1, restant tenim que

' =vyl,

onl'=x; —xgil=x; —xy. Aixo implica que la longitud [’ relativa al sis-
tema S’ es veu més curta (I = 1'/y) en el sistema S. Aquest efecte s'ano-
mena contraccio de Fitzgerald (o de Fitzgerald—Lorentz).

Explicacio de la dilatacio de la vida mitjana dels muons cosmics. La dilata-
cio del temps mitja de vol de les particules cosmiques des del punt de vista
d’un laboratori terrestre i la contraccio de la longitud a recorrer des del
punt de vista de les particules, fan que el sistema del laboratori i el propi
de les particules puguin estar d'acord sobre I'esdeveniment que consisteix
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a detectar una particula al laboratori, ja que el factor de dilatacid del
temps i el de contraccio de les longituds és el mateix.

Considerem, més concretament, el cas dels raigs cosmics que entren a
I’atmosfera a velocitats v properes a c. Si aquests raigs estan formats per
particules de vida mitjana 7, el recorregut mitja sera, des del punt de vista
del laboratori, L = vt = vyt, y = y(v). Es a dir, per al laboratori, el temps
que tenen les particules per arribar no és 7, sind yT > 7. Des del sistema
propi de les particules, és el laboratori el que s’apropa a velocitat v i la dis-
tancia mitjana L' que recorre el laboratori és vt. Aixi L' = vt = L/y, de
manera que segons les particules el cami a recérrer no és L, sind L/y < L.
El fenomen es pot veure, doncs, tant com una confirmacio de la dilatacio
del temps com de |la contraccio de Fitzgerald.

Explicacio del fenomen de I'aberracio de la llum. Sigui S un sistema inerci-
al en el qual el Sol esta en repos. Sigui S’ un sistema inercial que en un cert
instant s’esta movent a la velocitat v de la Terra respecte de S, i suposem
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que els eixos de S’ sdn paral-lels als de S, amb els origens coincidents per
t =t' = 0.Suposem que des de I'origen de S es veu un estel en la direccid
(cos(8),sin(8),0). En quina direccié es veura des de I'origen en el siste-
maS'?

Com que [x,y,z,t] =[—ccos(8),—csin(f),0,1] és I'esdeveniment que
correspon per t = 1 a un foto del raig que per t = 0 passava per I'origen
de S, el corresponent esdevenimenta S’ és [x',y’,z',t'], amb

x' =y(x—vt) =—y(ccos(0) +v),

vX
c

t' =y (t — 2) =y(1+ vcos(0)/c).
La direccidé en qué es veu |'estel des de S’ és doncs

(y(c cos(0) + v),csin(8),0),
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la qual cosa ens diu que

c sin(6)

tan(8") = y(ccos(8)+v)

Aquesta féormula coincideix amb la de I'aberracié de la [lum (v. R.0), llevat
en el factor y corresponent a la velocitat v de la Terra respecte de S. Com

que [ = E ~ 107%, y = 1.000000005, i és per tant clar que la férmula

classica de Bradley dona I'angle d’aberracido amb una precisié molt superior
a la de les observacions.
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Experiment de J.C. Hafele, R.E. Keating: Science 177, pag. 166 (1972)

“During October, 1971, four cesium atomic beam clocks were flown on regularly sched-
uled commercial jet flights around the world twice, once eastward and once westward, to
test Einstein's theory of relativity with macroscopic clocks. From the actual flight paths of
each trip, the theory predicted that the flying clocks, compared with reference clocks at
the U.S. Naval Observatory, should have lost 40 + 23 nanoseconds during the eastward
trip and should have gained 275 + 21 nanoseconds during the westward trip ... Relative

to the atomic time scale of the
U.S. Naval Observatory, the flying
clocks lost 59 + 10 nanoseconds
during the eastward trip and
gained 273 + 7 nanosecond dur-
ing the westward trip, where the
errors are the corresponding
standard deviations. These re-
sults provide an unambiguous
empirical resolution of the fa-
mous clock "paradox" with mac-
roscopic clocks.”

Diferencia predita en ns

Viatge envers l'est

Viatge envers I'oest

Cinematica —184 + 18 96 + 10
Gravitacional 144 + 14 179 + 18
Efecte total —40 + 23 275 + 21

Diferencia observada en ns

—59+10

273 £ 21




14

R.2.1. Posem x = (x{,X,,Xx3) per denotar les coordenades del sistema S i
Xo = ct. Si S’ es mou a velocitat uniforme v respecte de S, pero ara sense cap
condicié sobre I'orientacié dels seus eixos, i posem x' = (x1, x5, x3) per denotar
les S'-coordenades, i x), = ct’, demostreu que la transformacié de Lorentz es po-
den posar en la forma

x =y(x) + Bxg) +x, xo =y(x{ + Bxp),

on x; és la projecci6 ortogonal de x" sobre 00" i x', = x — x;.
Transformacié inversa: x' = y(x; — Bxg) + x,, xo = y(xo — BX) .

R.2.2. Camineu a 5 Km/h pel passadis d’un tren que va 300 Km/h. Determineu el
percentatge d’error que es produeix si en lloc d'usar la formula relativista
d’addicio de velocitats useu la suma (llei de Galileu).

R.2.3. El cotxe dels mossos persegueix a velocitat ¢/2 el cotxe d’uns delinqlients
que va a 3c/4. La velocitat de sortida del projectil de I'arma dels mossos és c¢/3.
Impactara el projectil amb el cotxe dels fugitius? Discutiu la questio en un context
a) newtonia i b) relativista.
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R.2.4. Els muons d’uns rajos cosmics recorren 1000 m en promig. Determineu la
seva velocitat sabent que la seva vida mitjana és 2 x 107 °s.

R.2.5. Segons un observador en un sistema de referéencia inercial S, dos esdeve-
niments tenen lloc al mateix punt de I'eix Ox pero separats per un interval de 3s.
Segons un altre observador en un altre sistema de referéncia inercial S’, que es
mou en la direccid positiva de l'eix Ox de S a velocitat constant v, l'interval de
temps entre els dos esdeveniments és de 5s.

1) Quina és la velocitat relativa de S’ respecte de S?

2) Quina és la distancia espacial entre tots dos esdeveniments segons |'observa-
doraS’?

R.2.6. Un coet de longitud propia [, s'allunya amb velocitat v = 0.8c. S'envia un
senyal lluminds que arriba a la cua del coet a l'instant t = 0 segons els rellotges
de la Terra i segons els del coet.

1) Calculeu en tots dos sistemes de referencia (el de la Terra i el del coet) l'instant
en el qual el raig de llum arriba al cap del coet. Quina és la distancia espacial entre
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els dos esdeveniments (“el senyal arriba a la cua” i “el senyal arriba al cap”) se-

gons els dos observadors?

2) Si en arribar al cap la llum s'hi reflexa i torna enrere, calculeu també en tots dos

referencials l'instant en que la llum reflectida arriba a la cua.

R.2.7. Sobre I'eix Ox del sistema S hi ha rellotges R; sincronitzats cada 300000

Km, comengant per R, situat a x = 0. Si el temps marcat pel rellotge R, és 0, de-

3\
0
B

As

\J \/

N

Direcci6
a la Terra

termineu: a) Quin temps esta marcant el rellotge nimero R;yg. b) Quin
temps veieu que marca el rellotge numero R4yp.

R.2.8 (Velocitats superluminiques). Una estrella es mou des de A4 fins B
a velocitat v. Sigui 0 I'angle format per AB amb la visual de I'estrella des
de la Terra. Amb les notacions de la figura, 'anomenada velocitat apa-
rent de l'estrella es defineix com As/At, on At és el temps terrestre
transcorregut des de la recepcio de la llum emesa a A fins a la recepcid
de la llum emesa a B. Proveu que As/At = fsin6 /(1 — f cosf),
f = v/c, i deduiu que el seu valor és maxim quan cos @ = [. Proveu fi-

nalment que la velocitat aparent maxima és > ¢ sii només si 8 > /2/2.



