MMF 10 / 1. Mecanica

9. Problema dels dos cossos
S. Xambd

Considerem el cas de dues masses puntuals m; i m, sotmeses a una
forca d’interaccido conservativa donada per un potencial V =V (r) que
només depen de la distancia r entre elles (potencial central).

El moviment es descompon en un moviment de

., : : : my
translacié uniforme del centre de masses i un moviment .Mo
respecte d’aquest centre. Canviant de referencia inercial,

podem suposar que el centre de masses és 'origen:
m11‘1 + mzrz —_ O .

Posantr = r{ — r,, tenim

m; r 1., = mq
m1+m2 ! 2 m1+m2

1‘1=



Substituint aquestes expressions en la lagrangiana

mim;

1 ., 1. 1 .
L=-m7%+ Emzr% —V(r) = EMTZ — V@), u=

2 m1q +m2

(m s’anomena massa reduida).

Com que el moment angular M = r X (ur) és constant, i perpendicular a
T, el moviment s’efectua en el pla perpendicular a M. En coordenades

polars (1, ), L = %,u(f"z +1r2¢9%) = V().

Sabem (i aix0 en particular ens dona la segona llei de Kepler) que

oL 5 {M (modul de M)
= — = Ur i . .
Pop =5 —H @ 2uA (A velocitat areolar)
d’on
¢ =M/ur*.

Introduint aquesta expressio en la formula de I'energia,



= —u(r +129%) +V(r),

veiem que el sistema és equivalent a un sistema amb un Unic grau de
llibertat, descrit per la coordenada r, amb potencial

Ve=5—=5+V({)

m‘z

(potencial efectiu dels dos cossos) i energia E. Podem, doncs, aplicar el
metode estudiat en el cas de sistemes 1D. Concretament,

1'~=%=\/§(E—V(r)

d’on

d
t=| - — + ¢ (c constant).

Comque dp = s dt podem escriure que



Mdr
o= r2 =+ ¢’ (¢’ constant).

J2nE-ven-%

Aquesta expressio ens dona ¢ com a funcio de r i ens permet obtenir, en
principi, r com a funcio de ¢. Aixi, doncs, en principi podem obtenir ri ¢
com a funcions de t.

Els valors de r que compleixen
E=V(r)+ M?/2ur?

determinen els limits radials de |a regid on és possible el moviment. Si la
regié de possible variacié de la r té la forma r = ry, el moviment és
infinit, mentre que si el domini de variacid és un interval d’extrems 1yip |
Tmax, €l moviment és finit i la trajectoria esta continguda a l'interior de |la
corona limitada per les circumferencies



r ="Tmin!7T = "max-

A més, la variacio de r és periodica, i el periode
d’aquesta variacio és el doble del temps per anar
de Tpin @ Tmax (aquest temps coincideix amb el
temps per anar de Tyax @ Tmin)- La trajectoria,
pero, no és en general tancada, ja que la condicio

per ser-ho és que en un periode la variacid de ¢ sigui un multiple racional
de 2.



Primera i tercera lleis de Kepler

En el cas del potencial newtonia, és a dir,

Vir) =—a/r, a >0,

podem precisar exactament la dependencia de r —

respecte de . El potencial efectiu és

a
,=-%+
€ r  2ur?

i tenim, integrant I'expressio de @ en funcio de r,

M u«x

@ =cos"l——M__ 4.

242
u“a
JZmE+ 2

Prenent l'origen del temps de manera apropiada, podem suposar que
C = 0, amb la qual cosa tenim, posant

p=M/ua ie=1+2EM?/ua?,



p=1+ecoscp,

=

que representa una conica de semicostat recte p,
excentricitat e i amb un focus a l'origen de
coordenades. Es una ellipse si E <0, una

parabola si E = 0iuna hiperbolasi E > 0. \

En el cas d’'una el-lipse, de la segona llei de Kepler m
(M = 2uA) obtenim la relacié

2UA =TM (A = mab 'area de I'el-lipse i T el periode).
Com que

1

_1 _1(p P\ _ _ 52
a—z(r0+rn)—2(1+e+1_e)—p/(l e),

b=avl—e? =a\p/a=ap=+aM/Vua,

obtenim




2muab 2muaaM
p = 2mkab _ 2 aM o fb
M M Jua a

que és la tercera llei de Kepler.

M.9.1. Una estacid espacial que és en orbita circular
de radi R, al voltant de la Terra ha de ser traslladada
a una altra orbita circular coplanaria de radi R, >

R;. El canvi d’orbita es vol fer utilitzant com a orbita R, /\Rl

de transferencia la semiel:-lipse de la figura. Per a fer-

ho, en un cert instant es comunica en un cert instant

a l'estacio un increment de velocitat Av, per tal que

passi a |'orbita de transferencia i, en arribar a I'apogeu, se li comunica un altre
increment de velocitat adient Av, per a deixar-la a la circumferencia de radi R,.
Trobeu:

1) Les caracteristiques de |’orbita de transferencia.



2) Els increments de velocitat Av, i Av, en funcido de R{ i R,.
3) La duracid de la transferéencia.

(Aquest tipus de transferencia, coneguda com a orbita de Hohmann, fou
proposta per aguest astronom el 1925).

M.9.2. Una particula de massa m es mou per un camp de forces atractiu del

tipus F(r) = —4kr?r, on k és una constant positiva.
1) Comproveu que la forca és conservativa i calculeu-ne el potencial.

2) Siinicialment la particula es troba en el punt (a, 0,0), determineu quina ha de
ser la serva velocitat en aquest punt per tal que descrigui una orbita circular de
radi a.

3) Que passa si la velocitat és tal que el moment angular és nul?
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M.9.3. Una particula descriu una orbita circular en un camp de forces del tipus
a ’ - .
F(r) = — 3T, on @ és una constant positiva. Proveu que si el valor de «a

disminueix sobtadament a la meitat del seu valor original, aleshores I’orbita de
la particula esdevé parabolica.

M.9.4. Una particula de massa m es mou sotmesa a una forca central repulsiva
del tipus F(r) = k/r3, on k és una constant positiva. Suposant que la particula
parteix de l'infinit amb velocitat vy, determineu a quina distancia minima del
centre de forces passara en termes de m, k, v, i de la distancia b del centre de
forces a la recta tangent a la trajectoria a l'infinit (es diu que b és el parametre
d’impacte).



