MMF 10 / 1. Mecanica

10. Dinamica del solid rigid: giroscopis i solid lliure.
S. Xambo

Giroscopi lliure
Punt de vista del sistema fix

M constant

a)gzl\j_::MCOSH/ISZ

w' = M/I, precessio

Notem que

" _{wsin@ = w'sin6
L Ml/Il =MSin9/11




Punt de vista del giroscopi

En el cas del giroscopi lliure les equacions
d’Euler es redueixen a

0=>U;—1)w,ws; + [{w,
0=, —3)wsw; + Lw,
0 =Il;w;

Aixi, doncs,

w3 €s constant.

Posant a = (I3 — I; )ws /1, aquestes
equacions es poden escriure com

w1 = —AwW,

w, = +awq

D'on wqy = Acosat, w, = Asinat. M; = [;A cosat, M, = [;A sin at.
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I

3

Exemple. En el cas de la Terra, I'eix
de rotacido i l'eix de simetria son
distints, pero molt propers. De fet,
el punt d’interseccio de l|'eix de
rotacid amb la superficie de la Terra
descriu un petit “cercle” al voltant
del nord geografic (v. la figura; com
gue 1mas=1milisegon= 3cm, el
diametre és =~ 12 m). El periode de
rotatio és,

2n/a = 2nly /(I3 — 1) ws.

coneix a partir d’observacions

astronomiques, i que wz; = 7.29 X 107° rad/s, el periode que en resulta
és 305 dies.
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El periode real és de 433 dies. La discrepancia s’atribueix al fet que la
Terra només és un solid rigid en una primera aproximacio. A meés, la
corba del pol al voltant del pol geografic no és un circumferencia, sino

una corba forca irregular

(el grafic s’ha extret de http://hpiers.obspm.fr/eop-pc/)



Giroscopi pensant amb un punt de I’eix fix

X3




Ox4,0x,,0x5 eixos principals d’inercia respecte de O.

U4, Uy, U3 vectors directors unitaris dels eixos principals d’inercia Ox;.
0&4,0¢&,,0&5 eixos fixos.

e, e,, e; vectors directors unitaris dels eixos 0¢;.

n = u(e; X u3) linia dels nodes (vector unitari definit per e; X us).

6 nutacio

angles d’Euler { ¢ precessio
) rotacio propia

1,1, I;) moments principals d’inercia
1,11, 13
(w1, w,, w3) velocitat angular en el sistema mobil.

Remarca. I, = jig, + ml’



Proposicio
w1 = @sinfsiny + 6 cosyY
w, = @ sin @ cosyP — O siny
w3 = @cosf +P
Prova. w = ¢e; + Yus + On . Perd
e; =sinf (sinyu; + cosypu,) + cosfus i
n=cosyu, —sinyu,,
de manera que
w = (cp sin @ siny + 6 cos t/))ul
+(<p sin @ cos P — O sin l/))uz
+(gb cosf + l'b)ug :



T = %(Ila)f + L w3 + Lw?3)
1 . ] ] 1 . . 2
= 511(32 + ¢* sin” 9) + Elg(w + @ cos 8) :
1 ' .. 1 : , 2
L=-0(6%+¢?sin?0) +-I3( + ¢ cos8)” — mglcos 6
(@ i1 sén cicliques!)
pl/) = MX3I pcp = MEB

L+ @cosf) =M,
(I, sin? 0 + I3 cos? )¢ + I3 cos 6 = Mg, |

I3(¥ + @ cos0) = M,
Ilsin20<,'0 + I3 COSQ(CPCOSG +l/)) — M€3J




. Mg =My, cos 6
¢ = sint0 mgl(1 — cos )
. M ] M Mg —M,._ cosO
=2 —@cosh =2 — cos ) 223
13 13 11 Sln2 6

1 . . : 1 . . 2
E = 511(92 + % sin 6) +EI3(IIJ + ¢ cosB)” +mglcosH

Substituint i fent operacions ens queda I'equacid de I'energia d’un

problema 1D:
I .
E'=- 6% +V,(6)

amb

E'=E — My, /213 —mgl

2
Mz — M, cos0
V,(0) = (Me, a ) — mgl(1 — cos )

21, sin? 0



Amb el metode usual podem posar
: 2

6 = iI—(E’ —1,(9))
1

do

(resulta ser una integral el-liptica). Aixo ens permet obtenir, en principi,
6(t), i després, integrant les equacions

. Mg, —My, cos b
= —mgl(1 — cos @
¢ I, sin? 6 g ( )
My, i My, Mg, =My, cos b
Y = L @ cosb = L cos 6 sinZg

@ (t) i(t).
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(a)

(b)

(c)
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Solid lliure

T=lw-1w
2

w , , : . Je x . .
+r = iﬁ son de |'el-lipsoide d’inercia x - Ix = 1.

x - I(—w/N2T) =1 x- M+ 2T =0

pla tangent () en el punt -7r.
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Teorema (Poinsot). El pla T és fix i —7 té velocitat nul-la.
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