
MMF 10 / 1. Mecànica  
10. Dinàmica del sòlid rígid: giroscopis i sòlid lliure.  
S. Xambó 
 

Giroscopi lliure 

Punt de vista del sistema fix 

     constant ܯ

    ߱ଷ ൌ
ெయ
ூయ
ൌ ܯ cos ߠ  z	ଷܫ/

    ߱ᇱ ൌ  ଵ precessióܫ/ܯ

Notem que  

    ߱ଵ ൌ ൜߱ sin ߠ ൌ ߱ᇱ sin 				ߠ
ଵܯ ⁄ଵܫ ൌ ܯ sin ߠ 	ଵܫ/
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Punt de vista del giroscopi 

En el cas del giroscopi lliure les  equacions 
d’Euler es redueixen a 

0 ൌ ሺܫଷ െ ଵሻ߱ଶ߱ଷܫ ൅ ଵܫ ሶ߱ ଵ 

0 ൌ ሺܫଵ െ ଷሻ߱ଷ߱ଵܫ ൅ ଶܫ ሶ߱ ଶ 

0 ൌ ଷܫ ሶ߱ ଷ 

Així, doncs, 

߱ଷ és constant. 

Posant ߙ ൌ ሺܫଷ െ  ଵ, aquestesܫ/ଵሻ߱ଷܫ
equacions es poden escriure com 

    ሶ߱ ଵ ൌ െ߱ߙଶ 

    ሶ߱ ଶ ൌ ൅߱ߙଵ  

D’on ߱ଵ ൌ ܣ cos ଶ߱ ,ݐߙ ൌ ܣ sin ଵܯ .ݐߙ ൌ ܣଵܫ cos ଶܯ ,ݐߙ ൌ ܣଵܫ sin  .ݐߙ
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El període  real  és de  433 dies.  La discrepància  s’atribueix  al  fet que  la 
Terra  només  és  un  sòlid  rígid  en  una  primera  aproximació.  A més,  la 
corba del pol al voltant del pol geogràfic no és un  circumferència,  sinó 
una corba força irregular  

(el gràfic s’ha extret de http://hpiers.obspm.fr/eop‐pc/) 
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Giroscopi pensant amb un punt de l’eix fix 
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,ଵݔܱ ,ଶݔܱ  .ଷ eixos principals d’inèrcia respecte de Oݔܱ

࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷ  vectors directors unitaris dels eixos principals d’inèrcia ܱݔ௜.  

,ଵߦܱ ,ଶߦܱ  .ଷ eixos fixosߦܱ

,ଵࢋ ,ଶࢋ  ଷࢋ vectors directors unitaris dels eixos ܱߦ௜. 

࢔ ൌ ࢛ሺࢋଷ ൈ ࢛ଷሻ línia dels nodes (vector unitari definit per ࢋଷ ൈ ࢛ଷ). 

angles d’Euler ൝
													nutació	ߠ
߮	precessió									
߰	rotació	pròpia

  

ሺܫଵ, ,ଵܫ  ଷሻ moments principals d’inèrciaܫ

ሺ߱ଵ, ߱ଶ, ߱ଷሻ velocitat angular en el sistema mòbil. 

Remarca. ܫଵ ൌ భ࢛,ீߤ ൅ ݈݉ଶ   



7 
 

Proposició 

߱ଵ ൌ ሶ߮ sin ߠ sin߰ ൅ ሶߠ cos߰  

߱ଶ ൌ ሶ߮ sin ߠ cos߰ െ ሶߠ sin߰  

   ߱ଷ ൌ ሶ߮ cos ߠ ൅ ሶ߰  

Prova. ࣓ ൌ ሶ߮ ଷࢋ ൅ ሶ࢛߰ଷ ൅  Però . ࢔ሶߠ

  ଷࢋ ൌ sin ߠ ሺsin࢛߰ଵ ൅ cos࢛߰ଶሻ ൅ cos ߠ ࢛ଷ i 

  ࢔ ൌ cos࢛߰ଵ െ sin࢛߰ଶ	, 

de manera que 

   ࣓ ൌ				 ൫ ሶ߮ sin ߠ sin߰ ൅ ሶߠ cos߰൯࢛ଵ 

      ൅൫ ሶ߮ sin ߠ cos߰ െ ሶߠ sin߰൯࢛ଶ 

      ൅൫ ሶ߮ cos ߠ ൅ ሶ߰ ൯࢛ଷ . 
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ܶ ൌ ଵ
ଶ
ሺܫଵ߱ଵଶ ൅ ଵ߱ଶܫ

ଶ ൅ ଷ߱ଷܫ
ଶሻ  

    ൌ ଵ
ଶ
ሶߠଵ൫ܫ ଶ ൅ ሶ߮ ଶ sinଶ ൯ߠ ൅ ଵ

ଶ
ଷ൫ܫ ሶ߰ ൅ ሶ߮ cos  . ൯ଶߠ

ܮ ൌ ଵ
ଶ
ሶߠଵ൫ܫ ଶ ൅ ሶ߮ ଶ sinଶ ൯ߠ ൅ ଵ

ଶ
ଷ൫ܫ ሶ߰ ൅ ሶ߮ cos ൯ଶߠ െ ݈݉݃ cos   ߠ

  (߮ i ߰ són cícliques!) 

ట݌ ൌ ఝ݌  ,௫యܯ ൌ కయܯ   

 
ଷ൫ܫ																																					 ሶ߰ ൅ ሶ߮ cos ൯ߠ ൌ ௫యܯ
ሺܫଵ sinଶ ߠ ൅ ଷܫ cosଶ ሻߠ ሶ߮ ൅ ଷܫ ሶ߰ cos ߠ ൌ కయܯ

ቋ 

 
ଷ൫ܫ																																					 ሶ߰ ൅ ሶ߮ cos ൯ߠ ൌ ௫యܯ
ଵܫ sinଶ ߠ ሶ߮ ൅ ଷܫ cos ߠ ൫ ሶ߮ cos ߠ ൅ ሶ߰ ൯ ൌ కయܯ

ቋ 
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ሶ߮ ൌ
ெ഍యିெೣయ ୡ୭ୱఏ

ூభ ୱ୧୬మ ఏ
െ ݈݉݃ሺ1 െ cos   ሻߠ

ሶ߰ ൌ
ெೣయ
ூయ
െ ሶ߮ cos ߠ ൌ

ெೣయ
ூయ
െ cos ߠ

ெ഍యିெೣయ ୡ୭ୱఏ
ூభ ୱ୧୬మ ఏ

  

  ܧ ൌ ଵ
ଶ
ሶߠଵ൫ܫ ଶ ൅ ሶ߮ ଶ sinଶ ൯ߠ ൅ ଵ

ଶ
ଷ൫ܫ ሶ߰ ൅ ሶ߮ cos ൯ଶߠ ൅ ݈݉݃ cos   	ߠ

Substituint i fent operacions ens queda l’equació de l’energia d’un 
problema 1D:   

ᇱܧ ൌ
ଵܫ
2 ߠ

ሶ ଶ ൅ ௘ܸሺߠሻ 

amb 

ᇱܧ ൌ ܧ െܯ௫య
ଶ ଷܫ2/ െ ݈݉݃ 

௘ܸሺߠሻ ൌ
൫ܯకయ െ ௫యܯ cos ൯ߠ

ଶ

ଵܫ2 sinଶ ߠ
െ ݈݉݃ሺ1 െ cos  ሻߠ
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Amb el mètode usual podem posar 

ሶߠ ൌ േ
2
ଵܫ
൫ܧᇱ െ ௘ܸሺߠሻ൯ 

ݐ ൌ න
ߠ݀

ට2ܫଵ
൫ܧᇱ െ ௘ܸሺߠሻ൯

 

(resulta ser una integral el∙líptica). Això ens permet obtenir, en principi, 
 ሻ, i després, integrant les equacionsݐሺߠ

ሶ߮ ൌ
ெ഍యିெೣయ ୡ୭ୱఏ

ூభ ୱ୧୬మ ఏ
െ ݈݉݃ሺ1 െ cos   ሻߠ

ሶ߰ ൌ ெೣయ
ூయ
െ ሶ߮ cos ߠ ൌ ெೣయ

ூయ
െ cos ߠ

ெ഍యିெೣయ ୡ୭ୱఏ
ூభ ୱ୧୬మ ఏ

 , 

߮ሺݐሻ i ߰ሺݐሻ. 
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Sòlid lliure 

  ܶ ൌ ଵ
ଶ
࣓ ⋅  ࣓ܫ

	 േ࢘ ൌ േ ࣓
√ଶ்

	  són de l’el∙lipsoide d’inèrcia ࢞ ൉ ࢞ܫ ൌ 1. 

  ࢞ ൉ ൫െ࣓/√2ܶ൯ܫ ൌ 1 ⇔ ࢞ ൉ ࡹ ൅ √2ܶ ൌ 0  
pla tangent (ߨ) en  el punt – ࢘. 
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Teorema (Poinsot). El pla ߨ és fix i െ࢘ té velocitat nul∙la.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

��

�

��

�

�

�



15 
 

 

 

��


