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Notacions i convencions 

Posarem ܧଷ per denotar l'espai euclidià orientat de dimensió 3, i  ଷܸ per deno‐
tar el corresponent espai de vectors lliures.  

En el context de la mecànica, ܧଷ fa la funció de l'espai absolut de Newton. Els 
seus elements  seran denotats  (generalment) per  lletres majúscules, com ara 
ܱ, ܲ, ܳ,… .  

Els  elements  de  ଷܸ seran  denotats  amb  lletres  com  ara ࢘, ࢞,  ...,  sovint  amb 
subíndexs.  

Notem que escollit un punt ܱ ∈ ܲ ଷ com a origen, els puntsܧ ∈  ଷ es podenܧ
identificar amb els vectors ࢘ ∈ ଷܸ, segons les relacions  

    ܲ ൌ ܱ ൅ ࢘ o ࢘ ൌ ܲ െ ܱ.  
Si ࢘ és un vector, posarem ݎ per denotar el seu mòdul. 
 

Si no diem el contrari, tots els sistemes de referència es suposaran cartesians 
rectangulars orientats positivament. 
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Cinemàtica del punt 
 

Un  punt mòbil  es  pot  descriure  com  una  funció  vectorial  de  variable  real, 
ݐ ↦ ࢘ሺݐሻ, o per  tres  funcions  reals de variable  real ൫ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ  ሻ൯ siݐሺݖ supo‐
sem que tenim definit un sistema de coordenades. 
 

La velocitat del punt ࢘ és el vector 

࢜ ൌ ሶ࢘ ൌ
݀࢘
ݐ݀  

i l'acceleració és 

ࢇ ൌ ሷ࢘ ൌ
݀ ሶ࢘
ݐ݀ ൌ

݀ଶ࢘
 .	ଶݐ݀

En coordenades, i suposant la referència fixa, 
࢜ ൌ ሶ࢘ ൌ ሺݔሶ , ሶݕ , ,ሶሻݖ ࢇ ൌ ሷ࢘ ൌ ሺݔሷ , ሷݕ ,  .ሷሻݖ
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Exemple  (Moviment  rectilini  uniforme).  Si ࢜  és  un  vector  fix,  el  punt 
࢘ ൌ ࢘଴ ൅  recorre ࢜ݐ la  recta que passa per ࢘଴ amb vector director ࢜ i  la seva 
velocitat és ࢜. En aquestes condicions diem que el moviment de ࢘ és rectilini i 
uniforme. Notem que  l'acceleració de ࢘ és nul∙la  i, recíprocament, que el mo‐
viment d'un punt que té acceleració nul∙la és rectilini uniforme. 

Exemple  (Sistemes  inercials  i  llei d'inèrcia). Un  sistema  de  referència  es  diu 
que és  inercial si  les direccions dels seus eixos són  fixes  i el seu origen té un 
moviment rectilini uniforme. 

Notem que un sistema de referència amb moviment rectilini uniforme respec‐
te d'un sistema inercial és també un sistema inercial. I recíprocament, dos sis‐
temes  inercials es mouen en moviment rectilini uniforme un respecte de  l'al‐
tre.1 

L’acceleració d’un punt és  independent   del sistema  inercial a què referim el 
punt.2  
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La llei d'inèrcia (Galileu) postula que el moviment d'una partícula respecte d'un 
sistema  inercial és rectilini uniforme si  i només si  la partícula és  isolada, és a 
dir, no està sotmesa a cap força. Matemàticament això equival a la relació 

ሷ࢘ ൌ 0	, 
on ࢘ és el vector de posició de  la partícula. Per  tant,  ሷ࢘ ൌ 0 equival a dir que 
sobre la partícula no actua cap força. La segona llei de Newton postula que la 
força ࡲ que actua sobre una partícula de massa ݉ té la forma ࡲ ൌ ݉ ሷ࢘ . 
 

Exemple (Llei de caiguda dels cossos pesants). Un cos que cau sota els efectes 
de la gravetat està sotmès a una acceleració ࢍ que està dirigida envers el cen‐
tre de la Terra i que és independent del cos (Galileu). A més, a la superfície de 
la Terra es té, a nivell del mar, ݃ ൌ 9.8	m/sଶ. En una referència en la qual l'eix 
ࢍ ,és vertical i orientat en sentit ascendent ݖܱ ൌ ሺ0,0, െ݃ሻ. 
 
Exercicis: M.1.1, M.1.2, M.1.3   
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Cinemàtica en un sistema no inercial 
 

Velocitats 
Sigui ሾܱ, ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሿ una referència mòbil. Sigui ࢞ un vector i  

࢞ ൌ ଵ࢛ଵݔ ൅ ଶ࢛ଶݔ ൅  ଷ࢛ଷݔ
la seva expressió en coordenades. Aleshores tenim 

ሶ࢞ ൌ ሶଵ࢛ଵݔ ൅ ሶଶ࢛ଶݔ ൅ ሶଷ࢛ଷݔ ൅ ଵݔ ሶ࢛ ଵ ൅ ଶݔ ሶ࢛ ଶ ൅ ଷݔ ሶ࢛ ଷ. 
El vector  

࢞ᇱ ൌ ሶଵ࢛ଵݔ ൅ ሶଶ࢛ଶݔ ൅  ሶଷ࢛ଷݔ
és la variació instantània de ࢞ relativament a la referència mòbil.  
 

Per  altra  banda,  si  posem Ω per  denotar  la matriu  de  ሶ࢛ ଵ, ሶ࢛ ଶ, ሶ࢛ ଷ respecte  de 
࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷ, aleshores  

ଵݔ ሶ࢛ ଵ ൅ ଶݔ ሶ࢛ ଶ ൅ ଷݔ ሶ࢛ ଷ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻሺݔ ሶ࢛ ଵ, ሶ࢛ ଶ, ሶ࢛ ଷሻ்

ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷሻ൫ሺ࢛ଵݔ ࢛ଶ, ࢛ଷሻΩ൯
் ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷሻΩ்ሺ࢛ଵݔ ࢛ଶ, ࢛ଷሻ். 
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Lema. La matriu Ω és antisimètrica. 

En efecte, en ser ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷ una base ortonormal, tenim 

ଷܫ ൌ ൭
࢛ଵ
࢛ଶ
࢛ଷ
൱ ൉ ሺ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሻ 

i per tant, derivant,   

0 ൌ ൭
ሶ࢛ ଵ
ሶ࢛ ଶ
ሶ࢛ ଷ
൱ ൉ ሺ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሻ ൅ ൭

࢛ଵ
࢛ଶ
࢛ଷ
൱ ൉ ሺ ሶ࢛ ଵ, ሶ࢛ ଶ, ሶ࢛ ଷሻ ൌ Ω் ൅ Ω	. 

Així, doncs,  

Ω ൌ ൭
	0 െ߱ଷ 			߱ଶ
		߱ଷ 	0 െ߱ଵ
െ߱ଶ 			߱ଵ 	0

൱,			߱ଵ, ߱ଶ, ߱ଷ ∈ Թ 

(els subíndexs i signes s’han escollit per raons que veurem tot seguit), d’on re‐
sulta que 
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ଵݔ ሶ࢛ ଵ ൅ ଶݔ ሶ࢛ ଶ ൅ ଷݔ ሶ࢛ ଷ  
     ൌ ሺ߱ଶݔଷ െ ߱ଷݔଶሻ࢛ଵ ൅ ሺ߱ଷݔଵ െ ߱ଵݔଷሻ࢛ଶ ൅ ሺ߱ଵݔଶ െ ߱ଶݔଵሻ࢛ଷ 
     ൌ ࣓ൈ ࢞ ,   on ࣓ ൌ ሺ߱ଵ, ߱ଶ, ߱ଷሻ. 

En resum, hem obtingut que 
ሶ࢞ ൌ ࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ࢞	. 

Veiem, doncs, que la variació instantània de ࢞ és la suma de la variació instan‐
tània ࢞′ de ࢞ relativament a la referència mòbil i la velocitat corresponent a la 
d’una rotació de ࢞ amb velocitat angular ࣓, i és per això que ࣓ s’anomena ve‐
locitat angular de la referència mòbil.   
Notem que posant ࢞ ൌ ࣓ obtenim 

࣓	ሶ ൌ ࣓ᇱ. 
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Sigui ara ܲ un punt mòbil. Com que ܲ ൌ ܱ ൅ ࢞, on ࢞ ൌ ܲ െ ܱ,  la seva veloci‐
tat ࢜ ve donada per la fórmula  

࢜ ൌ ࢜ை ൅ ሶ࢞ ൌ ࢜ை ൅ ࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ࢞	, 
on ࢜ை és la velocitat de l’origen ܱ.

3 Per exemple, si ܲ representa un punt mò‐
bil sobre la superfície de la Terra  i ܱ és el centre d’aquesta, aleshores ࢞ᇱ és la 
velocitat  de ܲ relativament  a  la  Terra  (per  exemple,  800  km/h  en  direcció 
nord),  ࢜ை és la velocitat de ܱ (aproximadament la de translació al voltant del 
Sol) i ࣓ൈ ࢞ és la part de la velocitat de ܲ que correspon a la rotació de la Ter‐
ra al voltant del seu eix. 
 

Exercicis. M.1.4, M.1.5 
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Acceleracions 
Si derivem la relació  

࢜ ൌ ࢜ை ൅ ࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ࢞	 
respecte de ݐ, i posem 

ࢇ ൌ ሶ࢜ , ைࢇ	 ൌ ሶ࢜ ை 
(acceleracions del punt ܲ i del punt ܱ), obtenim 

ࢇ ൌ ைࢇ ൅ ࢞ᇱᇱ ൅ 2࣓ ൈ ࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൅ ሶ࣓ ൈ ࢞	. 

Els  termes 2࣓ ൈ ࢞ᇱ, ࣓ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ i  ሶ࣓ ൈ ࢞ s'anomenen,  respectivament,  acce‐
leració de Coriolis, acceleració centrípeta  i acceleració azimultal o transversa. 
Naturalment, ࢞ᇱᇱ és  l'acceleració  del  punt ܲ relativament  a  la  referència mò‐
bil.4 
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Si ݉ és la massa d'una partícula que es mou com el punt ܲ, ࡲ ൌ  és la força ࢇ݉
total que actua sobre aquesta partícula (segona  llei de Newton). Per tant, te‐
nint en compte l'expressió de l'acceleració de ܲ, tenim 

݉࢞ᇱᇱ ൌ  ,	௘ࡲ
on 

௘ࡲ ൌ ࡲ െ݉ሺࢇை ൅ 2࣓ ൈ ࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൅ ሶ࣓ ൈ ࢞ሻ 

Amb aquestes  fórmules veiem que  l'acceleració ࢞ᇱᇱ relativament a  la referèn‐
cia mòbil és produïda per  l'anomenada força efectiva ࡲ௘,  la qual es composa 
de les següents forces:  

    ,(força física) ࡲ
  ୲୰ୟ୬ୱࡲ ൌ െ݉ࢇை (força deguda a l'acceleració translacional), 
  େ୭୰ࡲ ൌ െ2݉	࣓ ൈ ࢞ᇱ (força de Coriolis), 

ୡୣ୬ࡲ ൌ െ࣓݉ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ (força centrífuga) i 
ୟ୸ࡲ ൌ െ݉ ሶ߱ ൈ ࢞ (força azimutal o transversa). 

Exercicis. M.1.6, M.1.7, M.1.8. 
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Exemple  (Desviament de  la vertical en caiguda  lliure produït per  l'acceleració 
de Coriolis)  

Suposem que una partícula de massa ݉ cau en caiguda lliure 
des  d'una  altura ࢎ ൌ  ଴ iࢎ amb  velocitat  inicial ࢜଴ ൌ 0.  En 
aquest exemple trobarem el desviament de la vertical degut 
a la força de Coriolis suposant que l'altura caiguda és negligi‐
ble en comparació amb les dimensions de la Terra.  

Com a origen ܱ de la referència mòbil prenem un punt de la 
superfície de la Terra. 

Com  que  la  velocitat  angular ࣓ de  la  Terra  es  pot  suposar 
constant,  

           ࢞ᇱᇱ ൌ ഥࢍ െ ைࢇ െ ࣓ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൅ 2࢞ᇱ ൈ ࣓, 
on ࢍഥ l'acceleració  deguda  a  l’atracció  gravitatòria  de  la  Terra  sobre ݉.  En 
aquesta equació,  i en el context del present exemple,  l'acceleració centrífuga 

݉ 

 ࢎ࢞

 ଴ࢎ

 ࣈ
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–࣓ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ és negligible,  ja que ߱ ൌ ଶగ
ଶସ൉ଷ଺଴଴

ൎ 7.25 ൈ 10ିହ rad/s, ݔ és de 
l’ordre de 10ଶm i ߱ଶݔ és de  l’ordre de 10ି଺	m/sଶ.  Per  altra banda ࢍ ൌ ഥࢍ െ
‐ை és l’acceleració gravitatòria, ja que aquesta es defineix com “la força exerࢇ
cida per  la Terra  i  la  seva  rotació  sobre  la unitat de massa”  (de  fet, ࢇை és  la 
suma de  l’acceleració ீࢇ  del centre ܩ de  la Terra  i  l’acceleració ࢇைீ  de ܱ res‐
pecte  de ܩ;  càlculs  elementals mostren  que ܽீ  és  de  l’ordre  de 6	mm/sଶ i 
ܽைீ ൌ ܴ߱ଶ sin߮ de l’ordre 34 sin߮	mm/sଶ, ߮ la latitud de ܱ i ܴ el radi de la 
Terra). En suma, ens queda l’equació 
                    ࢞ᇱᇱ ൌ ࢍ ൅ 2࢞ᇱ ൈ ࣓	. 
Si ࢎ ൌ ‐ሻ dóna la posició de ݉ suposant que no hi ha força de Coriolis, alesݐሺࢎ
hores 

ࢎ                                                 ൌ ଴ࢎ ൅
ଵ
ଶ
 ଶݐࢍ

Posem ࢞ ൌ ࢎ ൅  Llavors .ࣈ
࢞ᇱ ൌ ᇱࢎ ൅ ᇱࣈ ൌ ݐࢍ ൅ ,ᇱࣈ 		࢞ᇱᇱ ൌ ࢍ ൅  ,ᇱᇱࣈ

i l'equació ࢞ᇱᇱ ൌ ࢍ ൅ 2࢞ᇱ ∧ ࣓ esdevé  
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ᇱᇱࣈ ൌ 2ሺݐࢍሻ ൈ ࣓ 
(hem negligit el terme 2ࣈᇱ ∧ ࣓, que resulta ser ܱሺ߱ଶሻ). Integrant, 

ࣈ ൌ
1
3
ሺݐࢍଷ ൈ ࣓ሻ ൌ

1
3 ൬
2݄
݃ ൰

ଷ/ଶ

ࢍ ൈ ࣓	, 

on ݄ és l'altura caiguda (i, per tant, ݐ ≃ ඥ2݄/݃). 
Si prenem com a eixos mòbils ࢋ௫, ,௬ࢋ   ௭, onࢋ

 ,௫ és tangent al meridià en direcció sudࢋ
 ௬ és tangent al paral∙lel en direcció est, iࢋ
௭ࢋ ൌ ௫ࢋ ∧  ,௬ és vertical en direcció al zenitࢋ

llavors 
ࢍ ൌ ሺ0,0, െ݃ሻ,࣓ ൌ ൫࣓ ൉ ࣓,௫ࢋ ൉ ࣓,௬ࢋ ൉ ௭൯ࢋ

ൌ ሺെ߱ cos߮ , 0, ߱ sin߮ሻ, 
ࢍ ൈ࣓ ൌ ሺ0, ݃߱ cos߮ , 0ሻ ൌ ݃߱ cos߮  .௬ࢋ

Per tant, 

࣓ 

߮  ௫ࢋ

 ௭ࢋ

௬ࢋ

௫ࢋ

 ܧ

ܵ 
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ࣈ ൌ
1
3 ൬
2݄
݃ ൰

ଷ/ଶ

݃߱ cos߮ ௬ࢋ ൌ
2
3
ඨ
2݄ଷ

݃ ߱ cos߮  .	௬ࢋ

Per exemple, en una caiguda de 250m a 42∘ de latitud nord, ߦ ൌ 6.4	cm.  
 

Valors de ࣈ (en mm) corresponents a diversos valors de ࢎ (en m) 
 

݄ 0  50 100 150 200  250 300
ߦ 0.0 5.8 16.3 29.9 46.0 64.3 84.5
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Pèndol de Foucault  
Considerem un sistema solidari amb la Terra com 
en  l'exemple  anterior,  i  suposem  que  tenim  un 
pèndol ideal de freqüència angular ߙ (en les peti‐
tes oscil∙lacions) movent‐se en el pla ݕݔ. Podem 
suposar ݖሶ ൌ 0,  de  manera  que  la  velocitat  del 
pèndol és ݔሶࢋ௫ ൅  ௬. Com queࢋሶݕ
  ࣓ ൌ ߱ሺെ cosሺ߮ሻࢋ௫ ൅ sinሺ߮ሻࢋ௭ሻ	, 
la força de Coriolis és 
  େ୭୰ࡲ ൌ െ2݉߱ሺെ cosሺ߮ሻࢋ௫ ൅ sinሺ߮ሻࢋ௭ሻ ൈ ൫ݔሶࢋ௫ ൅ ௬൯ࢋሶݕ 	
          ൌ 2݉߱ sinሺ߮ሻ ሶݕ ௫ࢋ	 െ 2݉߱ sinሺ߮ሻ ሶݔ  ௬ࢋ	

     ൅2݉߱ cosሺ߮ሻ ሶݕ  . ௭ࢋ	
D'aquesta força,  només la seva component horitzontal actua sobre el pèndol, 
i aquesta component és 

2݉߱ఝ൫ݕሶ ௫ࢋ െ ሶݔ ,௬൯ࢋ ߱ఝ ൌ ߱ sinሺ߮ሻ. 

௬ࢋ

࢜ 
݉

ݔ

ݕ

 ௫ࢋ

࢜ ൌ ௫ࢋሶݔ ൅  ௬ࢋሶݕ
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Les equacions del moviment són: 

ሷݔ ൌ െߙଶݔ ൅ 2߱ఝݕሶ ሷݕ    ,  ൌ െߙଶݕ െ 2߱ఝݔሶ  

Fent ߦ ൌ ݔ ൅  aquestes equacions equivalen a ,ݕ݅

ሷߦ ൅ 2݅߱ఝߦሶ ൅ ߦଶߙ ൌ 0. 

Les solucions són 
ߦ ൌ ݁ఒ௧, 

amb ߣ arrel de  
ଶߣ ൅ 2݅߱ఝߣ ൅ ଶߙ ൌ 0	. 

És a dir, 

ߣ ൌ െ݅߱ఝ േ ݅ටߙଶ ൅ ߱ఝଶ . 

Com que ߙ ≫ ߱ఝ, podem prendre 
 

ߣ ൌ െ݅൫߱ఝ േ  ,൯ߙ
de manera que 
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ߦ ൌ ݁ି௜ఠക௧൫ܿଵ݁௜ఈ௧ ൅ ܿଶ݁ି௜ఈ௧൯. 
 

El terme entre parèntesis dóna el moviment del pèn‐
dol sense Coriolis, que és una oscil∙lació harmònica de 
freqüència  angular  ߙ .  Per  exemple,  l'oscil∙lació 
ሺܽ cosሺݐߙሻ, 0ሻ  al  llarg  de  l'eix  ݔܱ  s'obté  amb 
ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ ܽ 2⁄ .  

Com ݁ି௜ఠക௧ és un gir d'amplitud ߱ఝݐ, en el sentit ho‐
rari, veiem que  l'efecte de  la  força de Coriolis és  fer 

girar el pla d'oscil∙lació del pèndol amb una velocitat angular ߱ఝ en el sentit 
horari del pla ݕݔ.	

	
   

݉ 

࢜ 
 େ୭୰ࡲ
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Notes 

1. Si el punt ܺ es mou amb moviment rectilini uniforme respecte d’un sistema inercial 
amb origen ܲ (de manera que ܲ es mou amb moviment rectilini uniforme respecte 
d’un origen fix ܱ), llavors tenim: 

    ܲ ൌ ܱ ൅ ࢘଴ ൅ ܺ  ,࢜ݐ ൌ ܲ ൅ ࢞଴ ൅  , ࢝ݐ

d’on resulta que 

    ܳ ൌ ܱ ൅ ࢘଴ ൅ ࢜ݐ ൅ ࢞଴ ൅ ࢝ݐ ൌ ܱ ൅ ࢘଴ ൅ ࢞଴ ൅ ሺ࢜ݐ ൅ ࢝ሻ, 

la qual cosa mostra que ܳ es mou amb moviment rectilini uniforme (i la seva velocitat 
és la suma de la velocitat de ܲ i la velocitat de ܺ respecte de ܲ.   

Un argument similar mostra que si ܲ ൌ ܱ ൅ ࢘଴ ൅ ܳ i ࢜ݐ ൌ ܱ ൅ ࢙଴ ൅  aleshores ,࢝ݐ
ܳ ൌ ܲ ൅ ሺܳ െ ܲሻ ൌ ܲ ൅ ሺ࢙଴ െ ࢘଴ሻ ൅ ሺ࢝ݐ െ ࢜ሻ, la qual cosa mostra que ܳ es mou 
amb velocitat uniforme ࢝െ ࢜ respecte de ܲ. 

2. Suposem que l’acceleració de ܺ respecte d’un sistema inercial amb origen ܱ és ࢇ. 
Sigui ܲ l’origen d’un altre sistema inercial i  ܺ ൌ ܱ ൅ ࢞ ൌ ܲ ൅ ࢟. Aleshores 
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ܲ ൌ ܱ ൅ ࢘଴ ൅ ࢞ i per tant ࢜ݐ ൌ ࢘଴ ൅ ࢜ݐ ൅ ࢟. Ara basta derivar dues vegades respecte 
de ݐ per obtenir que ݀ଶ࢟ ⁄ଶݐ݀ ൌ ݀ଶ࢞ ⁄ଶݐ݀ ൌ   .ࢇ

3. Si no hi ha rotació (࣓ ൌ 0), ࢜ ൌ ࢜ை ൅ ࢞′, que és la llei de Galileu de composició de 
velocitats. Si a més el punt no es mou respecte del sistema mòbil, tenim ࢜ ൌ ࢜ை. Ve‐
iem així que tots els punts fixos respecte del sistema mòbil tenen la mateixa velocitat. 

4. Si no hi ha rotació, ࢇ ൌ ைࢇ ൅ ࢞ᇱᇱ. Si a més el punt no es mou respecte del sistema 
mòbil, tenim ࢇ ൌ  ை. Veiem així que tots els punts fixos respecte del sistema mòbilࢇ
tenen la mateixa acceleració. 
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Exercicis M.1 (Cinemàtica de sistemes no inercials) 
 
M.1.1 Un cotxe es mou a velocitat constant ݒ. Suposant que les seves rodes tenen ra‐
di ݎ, trobeu la velocitat (vectorial) dels dos punts de la circumferència de la roda que 
estan a una altura ݄, 0 ൑ 	݄ ൑  .ݎ2	
 
M.1.2 (Corben‐Stehle, p.26). Si ܽ i ܾ són la màxima acceleració i la màxima desaccele‐
ració que pot assolir un tren, proveu que el mínim temps que  li cal per recórrer una 
distància ݀, començant i acabant en repòs, és 

ቈ
2݀ሺܽ ൅ ܾሻ

ܾܽ ቉
ଵ/ଶ

. 

 
M.1.3. Un cos experimenta un moviment rectilini uniformement accelerat i s'observa 
que tarda uns temps ݐ i ݐ′ en recórrer dos intervals consecutius de longitud ݀. Demos‐
treu que la seva acceleració és 

2݀ሺݐ െ ሻ′ݐ
ݐᇱሺݐݐ ൅  .	ሻ′ݐ
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M.1.4. Sigui ܣ un punt, ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷ una base ortonormal positiva  i suposem que  la ve‐
locitat angular de ሾܣ, ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷሿ respecte de ሾܱ, ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሿ és ࣋. 
Proveu que aleshores la velocitat angular de ሾܣ, ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷሿ és ࣓൅ ࣋. En particular re‐
sulta que si ܣ i ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷ són fixos relativament a una referència mòbil ሾܱ, ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሿ, 
aleshores la velocitat angular de la referència ሾܣ, ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷሿ coincideix amb la veloci‐
tat angular de ሾܱ, ࢛ଵ, ࢛ଶ, ࢛ଷሿ.  

Solució. Si ࢞ és un vector fix respecte de ሾܣ, ࢜ଵ, ࢜ଶ, ࢜ଷሿ, i posem ࣎ per denotar la velo‐
citat angular d’aquest sistema, llavors tenim: 

    ሶ࢞ ൌ ቄ
࣎ ൈ ࢞																																												
࢞ᇱ ൅ ࣓ ൈ ࢞ ൌ ࣋ ൈ ࢞ ൅࣓ ൈ ࢞  
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M.1.5. Si ࣓ ് 0 i ܲ és un punt en repòs respecte del sistema mòbil, aleshores ܲ està 
en repòs instantani respecte de ܱ si i només si és de la recta ܱ ൅ 〈࣓〉 (aquesta és la 
raó per la qual aquesta recta s’anomena eix instantani de rotació del sistema mòbil). 
Deduïu‐ne que si un cilindre o un con rodolen sense lliscament sobre un pla, alesho‐
res la generatriu del cilindre o con en contacte amb el pla és l’eix instantani de rotació 
respecte d’una referència solidària amb el cilindre o con i amb origen sobre la genera‐
triu. 

Solució. Per definició, ܲ ൌ ܱ ൅ ࢞ està en repòs instantani respecte de ܱ si la velocitat 
de ܲ respecte de ܱ és nul∙la, és a dir, si  ሶ࢞ ൌ 0. Però com que ࢞ᇱ ൌ 0, la condició 
ሶ࢞ ൌ 0 equival a ࣓ൈ ࢞ ൌ 0 ⇔ ࢞ ∈ 〈࣓〉 ⇔ ܲ ∈ ܱ ൅ 〈࣓〉. 
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M.1.6.  Proveu  que –࣓݉ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൌ ݉߱ଶܲ′ܲሬሬሬሬሬሬԦ,  on ܲ′ és  la  projecció  ortogonal  de 
ܲ	sobre ܱ ൅ 〈࣓〉. Veiem, doncs, que aquesta força és perpendicular a la velocitat an‐
gular ࣓, que el seu     mòdul és ݉߱ଶ݀, on ݀ és  la distància de ܲ al  l’eix  instantani de 
rotació, i que està dirigida en sentit ܲ′ܲሬሬሬሬሬሬԦ. 
 

Solució.  Per  la  fórmula  del  doble  producte  vectorial  tenim  que ࣓ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൌ
ሺ࣓ ൉ ࢞ሻ࣓ െ ߱ଶ࢞ ൌ െ߱ଶሺ࢞ െ ሺ࢞ ൉ ࢛ሻ࢛ሻ, on ࢛ ൌ ࣓/߱. Però ሺ࢞ ൉ ࢛ሻ࢛ ൌ pr࣓ሺ࢞ሻ ൌ ܱܲ′ሬሬሬሬሬሬሬԦ 
i  per  tant ࢞ െ ሺ࢞ ൉ ࢛ሻ࢛ ൌ ܱܲሬሬሬሬሬԦ െ ܱܲ′ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ܲ′ܲሬሬሬሬሬሬԦ.  Podem,  doncs,  escriure ࣓ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൌ
െ߱ଶܲ′ܲሬሬሬሬሬሬԦ, d’on –࣓݉ ൈ ሺ࣓ ൈ ࢞ሻ ൌ ݉߱ଶܲ′ܲሬሬሬሬሬሬԦ, com volíem veure.  
 
   

ܲ 

࢞ ୡୣ୬ࡲ

݀

ܲ′

࣓

ܱ
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M.1.7. Un pla horitzontal gira en sentit antihorari amb velocitat angular constant ࣓. 
Si una partícula de massa ݉ es mou sobre aquest pla, mostreu que la força de Coriolis 
és igual a െ2݉߱࢞′ୄ, on ࢞′ୄ és el vector perpendicular a ࢞′ que té la mateixa longitud 
que ࢞′ i  tal  que  l'orientació ሾ࢞ᇱ, ࢞′ୄሿ és  l'antihorària  del  pla. Mostreu  també  que  la 
força centrífuga és igual a ݉߱ଶ࢞, on ࢞ és el vector de posició de la partícula respecte 
del centre de rotació del pla. 
 
M.1.8. Proveu que la força de Coriolis sobre una massa pun‐
tual ݉ que es mou horitzontalment en direcció  nord, a una 
latitud ߮ i amb velocitat ݒ, té mòdul 2݉߱ݒ|sin	ሺ߮ሻ|, on ߱ és 
la velocitat de rotació de la Terra, i que està dirigida envers 
l'est (oest) a l'hemisferi nord (sud). Quin valor té aquesta for‐
ça quan el mòbil és un avió de 100 tones a una velocitat de 
1000 Km per hora?  

Indicació. La força de Coriolis és tangent al paral∙lel de ݉,  ja que és perpendicular al 
pla 〈࣓, ࢜〉, que  coincideix  amb el pla meridià de ݉ (el pla del paper en  la  figura),  i 
l'angle que formen ࣓ i ࢜ és ߮. 

࣓

߮

࢜

݉ 
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M.1.9. Sigui  ௚ܵ el sistema de referència dit geocèntric, és a dir, amb origen al centre 
de la Terra i eixos fixos respecte dels estels. Calculeu la velocitat respecte de  ௚ܵ d’un 
coet que és  llançat des d’un punt de  la superfície de  la Terra de  latitud ߮ i vertical‐
ment cap amunt amb velocitat ݒ଴. Si volem aprofitar al màxim el moviment de rotació 
de  la Terra, des d’on és millor fer el  llançament: de  la base de Kourou, a  la Guaiana 
francesa (latitud 5.23∘) o de Cap Canaveral (latitud 29∘)? 
 

 
M.1.10.  Una  partícula  de massa ݉ que  es mou  per  un  pla  horitzontal  passa  per 
l’origen de coordenades amb velocitat ݒ଴. Admetent que no actua cap altra força so‐
bre la partícula llevat de la gravitatòria i la de reacció que la manté sobre el pla, pro‐
veu que descriurà una trajectòria circular de radi ܴ ൌ ௩బ

ଶஐ౐|ୱ୧୬	ሺ஦ሻ|
, on Ω் és la velocitat 

de rotació de la Terra i ߮ és la latitud del punt de la superfície de la Terra on es troba 
el pla del moviment. 
 


