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Notacions i convencions

Posarem E5 per denotar |'espai euclidia orientat de dimensio 3, i V3 per deno-
tar el corresponent espai de vectors lliures.

En el context de la mecanica, E; fa la funcié de I'espai absolut de Newton. Els

seus elements seran denotats (generalment) per lletres majuscules, com ara
0,P,0,...

Els elements de V5 seran denotats amb lletres com arar, x, ..., sovint amb
subindexs.

Notem que escollit un punt O € E; com a origen, els punts P € E5 es poden
identificar amb els vectors r € V3, segons les relacions

P=0+ror=P—-0.
Si r és un vector, posarem 1 per denotar el seu modul.

Si no diem el contrari, tots els sistemes de referencia es suposaran cartesians
rectangulars orientats positivament.



Cinematica del punt

Un punt mobil es pot descriure com una funcid vectorial de variable real,
t = r(t), o per tres funcions reals de variable real (x(t),y(t),z(t)) Si supo-
sem que tenim definit un sistema de coordenades.

La velocitat del punt r és el vector

~dr
V=T~= E
i l'acceleracio és
o dr  dr
== T A

En coordenades, i suposant la referencia fixa,
v=r=(x1y,2), a=1ir=(7y,2).
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Exemple (Moviment rectilini uniforme). Si v és un vector fix, el punt
r =71 + tvrecorre la recta que passa per r, amb vector director vi la seva
velocitat és v. En aquestes condicions diem que el moviment de r és rectilini i
uniforme. Notem que l'acceleracid de r és nul-la i, reciprocament, que el mo-
viment d'un punt que té acceleracio nul-la és rectilini uniforme.

Exemple (Sistemes inercials i llei d'inercia). Un sistema de referencia es diu
que és inercial si les direccions dels seus eixos son fixes i el seu origen té un
moviment rectilini uniforme.

Notem que un sistema de referencia amb moviment rectilini uniforme respec-
te d'un sistema inercial és també un sistema inercial. | reciprocament, dos sis-
temes inercials es mouen en moviment rectilini uniforme un respecte de l'al-

1
tre.

L’acceleracio d’un punt és independent del sistema inercial a que referim el
2
punt.
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La /lei d'inercia (Galileu) postula que el moviment d'una particula respecte d'un

sistema inercial és rectilini uniforme si i només si la particula és isolada, és a

dir, no esta sotmesa a cap forca. Matematicament aixo equival a la relacio
r=20,

on 1 és el vector de posicio de la particula. Per tant, ¥ = 0 equival a dir que

sobre la particula no actua cap forga. La segona llei de Newton postula que Ia

forca F que actua sobre una particula de massa m té la forma F = mr.

Exemple (Llei de caiguda dels cossos pesants). Un cos que cau sota els efectes
de la gravetat esta sotmes a una acceleracié g que esta dirigida envers el cen-
tre de la Terra i que és independent del cos (Galileu). A més, a |la superficie de
la Terra es té, a nivell del mar, g = 9.8 m/sz. En una referencia en la qual I'eix
Oz és vertical i orientat en sentit ascendent, g = (0,0, —g).

Exercicis: M.1.1, M.1.2, M.1.3



Cinematica en un sistema no inercial

Velocitats
Sigui [0, uq4,u,, u3| una referencia mobil. Sigui x un vector i

X = XUy + XUy + X3U3
la seva expressio en coordenades. Aleshores tenim

X = XUy + XUy + X3U3 + XUy + XUy + X3U3.

El vector

x' = xquq + XU, + X3uq
és la variacio instantania de x relativament a la referencia mobil.

Per altra banda, si posem () per denotar la matriu de u, u,, U5 respecte de
Uq, Uy, U3, aleshores

XUy + XUy + Xalls = (X1, X0, x2) (Uq, Uy, Uz)T

1%1 242 3%43 1,442,243 1, 42, 43

T
= (x1;x2,x3)((u1;u2;u3)9) = (X1,x2;x3)QT(u1;u2;u3)T-



Lema. La matriu () és antisimetrica.

En efecte, en ser u4, u,, U3 una base ortonormal, tenim

u,
I; = Uz ) (uy, uy usz)
us
| per tant, derivant,
Uy u
0=1[1 | (u,uy,us)+|uUz |- (ity, 0, u3) = Q7 + Q.
Uj Us
Aixi, doncs,
0 —ws; Wo
Q= wj 0 —wW1 |, wq1,w,, w3 ER
— Wy W1 0

(els subindexs i signes s’han escollit per raons que veurem tot seguit), d’on re-
sulta que



XUy + XUy + X3Us
= (wyx3 — w3x)Uy + (W3x] — W1x3)Uy + (WX — WyrX1)U3
=wXXx, onw = (wq, Wy, W3).

En resum, hem obtingut que

xX=x+wXx.
Veiem, doncs, que la variacio instantania de x és la suma de la variacio instan-
tania x' de x relativament a la referéncia mobil i la velocitat corresponent a la
d’una rotacio de x amb velocitat angular w, i és per aix0 que w s"anomena ve-
locitat angular de la referencia mobil.
Notem que posant x = w obtenim

!

W =w.
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Sigui ara P un punt mobil. Com que P =0 + x, onx = P — 0, la seva veloci-
tat v ve donada per la formula
V=vp+Xx=vp+x +twXx,

on v, és la velocitat de |'origen 0.° Per exemple, si P representa un punt mo-
bil sobre la superficie de la Terra i O és el centre d’aquesta, aleshores x’ és la
velocitat de P relativament a la Terra (per exemple, 800 km/h en direccié
nord), v, és la velocitat de O (aproximadament la de translacio al voltant del
Sol) i w X x és la part de la velocitat de P que correspon a la rotacio de la Ter-
ra al voltant del seu eix.

Exercicis. M.1.4, M.1.5
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Acceleracions
Si derivem la relacié
V=vy)+x +wXx
respecte de t, i posem
a=7v a; =7V,
(acceleracions del punt P i del punt O), obtenim
a=a)+x"+20xXx+twX(wXx)+wXx.

Els termes 2w X x', w X (w X xX) i ® X x s'anomenen, respectivament, acce-
leracio de Coriolis, acceleracio centripeta i acceleracio azimultal o transversa.

Naturalment, x'’ és I'acceleracié del punt P relativament a la referéncia mo-
. 4
bil.
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Si m és la massa d'una particula que es mou com el punt P, F = ma és la forca
total que actua sobre aquesta particula (segona llei de Newton). Per tant, te-
nint en compte |'expressio de |'acceleracio de P, tenim
mx"' =F,,
on
F,=F—m(ap,+20Xx +wX(@wXx)+m»Xx)

Amb aquestes formules veiem que |'acceleracié x'’ relativament a la referen-
cia mobil és produida per I'anomenada for¢a efectiva F,, la qual es composa
de les seglients forces:

F (forca fisica),

Fi..ns = —ma, (forca deguda a l'acceleracio translacional),
Fcor = —2m w X x' (forca de Coriolis),

F.., = —mw X (w X x) (forca centrifuga) i

F,, = —mw X x (forca azimutal o transversa).

Exercicis. M.1.6, M.1.7, M.1.8.
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Exemple (Desviament de la vertical en caiguda lliure produit per |'acceleracid

de Coriolis)

hg

m

Suposem que una particula de massa m cau en caiguda lliure
des d'una alturah = hyi amb velocitat inicial vy = 0. En
aquest exemple trobarem el desviament de la vertical degut
a la forca de Coriolis suposant que l'altura caiguda és negligi-
ble en comparacido amb les dimensions de la Terra.

Com a origen O de la referencia mobil prenem un punt de la
superficie de la Terra.

Com que la velocitat angular w de la Terra es pot suposar
constant,
xX'=g—ap;—wX(wXx)+2x" X w,

on g l'acceleracié deguda a l'atraccid gravitatoria de la Terra sobrem. En

aqguesta equacio, i en el context del present exemple, |I'acceleracio centrifuga
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T~ 7.25% 1075 rad/s, x és de
24-3600

'ordre de 10°m i w?x és de I'ordre de 107 m/s?. Per altra bandag = g —

- w X (w X x) és negligible, ja que w =

a, és l'acceleracio gravitatoria, ja que aquesta es defineix com “la forga exer-
cida per la Terra i la seva rotacié sobre la unitat de massa” (de fet, a, és la
suma de 'acceleracio a; del centre G de la Terra i I'acceleracié ay; de O res-
pecte de G; calculs elementals mostren que a; és de l'ordre de 6 mm/s? i
dpc = Rw? sin ¢ de I'ordre 34 sin @ mm/s?, @ la latitud de O i R el radi de la
Terra). En suma, ens queda I'equacio
xX'=g+2x'Xw.

Si h = h(t) dona la posicié de m suposant que no hi ha forga de Coriolis, ales-
hores

h = h,+ - gt?
Posem x = h + §. Llavors
x'=h'+& =gt+&, x"=g+¢&",
i l'equacio x'' = g + 2x" A w esdevé
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" =2(gt) X w
(hem negligit el terme 2&’ A w, que resulta ser O(w?)). Integrant,

_1( £3 % )—1(2h)3/2 X
- E on h ésl'altura caiguda (i, per tant, t =~ /2h/g).

Si prenem com a eixos mobils e, e,,e,, on

] €x e, €s tangent al meridia en direccio sud,
S e, estangent al paral-lel en direccio est, i
e, = e, N\ ey, és vertical en direccio al zenit,

llavors

w
eZ
/\( g:(o’o’—g)’wz(w.ex,w.ey’w.ez)
K/é e = (—wcos ¢, 0,w sin @),

gXw=(0,gwcose,0) =gwcosgpe,,.

Per tant,



1 /2372 2 [2h3
(?) gwcoscpey=§V7wcosgoey.

Per exemple, en una caiguda de 250m a 42° de latitud nord, ¢ = 6.4 cm.

3

Valors de ¢ (en mm) corresponents a diversos valors de h (en m)

h|0 |50 {100 |150 (200 250 |300
£10.0/5.8/16.3/29.9/46.0/64.3(84.5
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Péndol de Foucault e, |
Considerem un sistema solidari amb la Terra com

en l'exemple anterior, i suposem que tenim un v
pendol ideal de frequencia angular a (en les peti- Y- _
tes oscil-lacions) movent-se en el pla xy. Podem x €x
suposar z = 0, de manera que la velocitat del v = xe, + ye,

pendol es xe, + ye,. Com que

w = w(—cos(p)ey + sin(p)e;),
la forca de Coriolis és

Fcor = —2mw(— cos(p)e, + sin(p)e,) X (xe, + yey)
= 2mw sin(@) y e, — 2mw sin(p) x e,
+2mw cos(p)ye,.

D'aquesta forca, nomeés la seva component horitzontal actua sobre el pendoal,
i aquesta component és

2maw,, (y e, — X ey), w, = w sin(@).
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Les equacions del moviment son:

X=—a’x+2w,y, J=—-a%y—2w,x
Fent ¢ = x + iy, aquestes equacions equivalen a
€+ 2iw,€ + a?é = 0.
Les solucions sén
§ = e,
amb A arrel de
2%+ 2iwpd +a® =0.

Es a dir,

.z . 2 2
A= lw(pil\/a + Wy,
Com que a > apy podem prendre

A =—i(w, +a),

de manera que
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§ = e—iw(pt(cleiat + Cze—iat)_

El terme entre parentesis dona el moviment del pen-
dol sense Coriolis, que és una oscil-lacié harmonica de
frequencia angular a . Per exemple, l'oscil-lacid

. - (acos(at),0) al llarg de l'eix Ox s'obté amb
I v ci=cy,=a/2.
FCor
Com e '?¢t és un gir d'amplitud w,t, en el sentit ho-

rari, veiem que |'efecte de |la forca de Coriolis és fer
girar el pla d'oscil-lacio del pendol amb una velocitat angular w, en el sentit

horari del pla xy.
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Notes

1. Si el punt X es mou amb moviment rectilini uniforme respecte d’un sistema inercial
amb origen P (de manera que P es mou amb moviment rectilini uniforme respecte
d’un origen fix 0), llavors tenim:

P=0+ry+tv, X=P+xy+tw,
d’on resulta que
Q=0+1ry+tv+xo+tw=0+17+x5+t(¥+w),

la qual cosa mostra que Q es mou amb moviment rectilini uniforme (i la seva velocitat
és la suma de la velocitat de P i la velocitat de X respecte de P.

Un argument similar mostraquesiP =0 +1ry+tviQ = 0 + sy + tw, aleshores
Q=P+ (Q—P)=P+ (sy—1ry) +t(w—v), laqual cosa mostra que Q es mou
amb velocitat uniforme w — v respecte de P.

2. Suposem que l'acceleracié de X respecte d’un sistema inercial amb origen O és a.
Sigui P 'origen d’un altre sistema inerciali X = 0 + x = P + y. Aleshores
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P=0+ry+tvipertantx =ry + tv + y. Ara basta derivar dues vegades respecte
de t per obtenir que d?y/dt? = d?x/dt? = a.

3. Si no hi ha rotacié (w = 0), v = vy + X, que és la llei de Galileu de composicié de
velocitats. Si a més el punt no es mou respecte del sistema mobil, tenim v = v,. Ve-
iem aixi que tots els punts fixos respecte del sistema mobil tenen la mateixa velocitat.

4. Si no hi ha rotacié, @ = ap + x''. Si a més el punt no es mou respecte del sistema
mobil, tenim a = a,. Veiem aixi que tots els punts fixos respecte del sistema mobil
tenen la mateixa acceleracio.



22

Exercicis M.1 (Cinematica de sistemes no inercials)

M.1.1 Un cotxe es mou a velocitat constant v. Suposant que les seves rodes tenen ra-
di r, trobeu la velocitat (vectorial) dels dos punts de la circumferéncia de |la roda que
estanaunaalturah, 0 < h < 2r.

M.1.2 (Corben-Stehle, p.26). Si a i b sén la maxima acceleracié i la maxima desaccele-
racio que pot assolir un tren, proveu que el minim temps que li cal per recorrer una
distancia d, comencant i acabant en repos, és

2d(a + b)]"?
=

M.1.3. Un cos experimenta un moviment rectilini uniformement accelerat i s'observa
que tarda uns temps t i t’' en recérrer dos intervals consecutius de longitud d. Demos-
treu que la seva acceleracio és

2d(t —t)

tt'(t+t)
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M.1.4. Sigui A un punt, v4,V,, V3 una base ortonormal positiva i suposem que la ve-
locitat angular de [4, V4, V5, V3] respecte de [0, u{, u,, u3| és p.

Proveu que aleshores la velocitat angular de [4, v, V,, V3] és w + p. En particular re-
sulta que si 4 i v1, V,, V3 soOn fixos relativament a una referencia mobil [0, u,, u,, us],
aleshores la velocitat angular de la referencia |4, V4, V5, V3] coincideix amb la veloci-
tat angular de [0, uq, u,, us].

Solucio. Si x és un vector fix respecte de [4, V4, V,, V3], i posem T per denotar la velo-
citat angular d’aquest sistema, llavors tenim:

,_{txx
=W +oxx=pxx+wxx



24

M.1.5.Siw # 0i P és un punt en repos respecte del sistema mobil, aleshores P esta
en repos instantani respecte de O sii només si és de la recta O + (w) (aquesta és la
rao per la qual aquesta recta s'Tanomena eix instantani de rotacio del sistema mobil).
Deduiu-ne que si un cilindre o un con rodolen sense lliscament sobre un pla, alesho-
res la generatriu del cilindre o con en contacte amb el pla és I'eix instantani de rotacio
respecte d’una referencia solidaria amb el cilindre o con i amb origen sobre |la genera-
triu.

Solucio. Per definicid, P = O + x esta en repo0s instantani respecte de O si la velocitat
de P respecte de O és nul-la, és a dir, si X = 0. Pero com que x’' = 0, la condicié
x=0equivalawXxx=0ox€(w)= P €0 + {(w).
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M.1.6. Proveu que -mw X (w X x) = mw?P'P, on P’ és la projeccid ortogonal de
P sobre O + (w). Veiem, doncs, que aquesta forca és perpendicular a la velocitat an-
gular w, que el seu modul és mw?d, on d és la distancia de P al I'eix instantani de

—_

rotacio, i que esta dirigida en sentit P'P.

Solucié. Per la férmula del doble producte vectorial tenim que w X (w X x) =

(- x)w— w?x = —w?(x— (x-wu),onu = w/w. Perd (x - u)u = pr(x) = opr’'

i per tantx — (x - u)u = OP — OP' = P'P. Podem, doncs, escriure @ X (@ X x) =

—w?P'P,d’on -mw X (w X x) = mw?P’'P, com voliem veure.
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M.1.7. Un pla horitzontal gira en sentit antihorari amb velocitat angular constant w.
Si una particula de massa m es mou sobre aquest pla, mostreu que la forca de Coriolis
és igual a —2mwx’t, on x'* és el vector perpendicular a x’ que té la mateixa longitud
que x' i tal que I'orientacid [x', x'1] és I'antihoraria del pla. Mostreu també que la
forca centrifuga és igual a mw?x, on x és el vector de posicié de la particula respecte
del centre de rotacio del pla.

M.1.8. Proveu que la forca de Coriolis sobre una massa pun-
tual m que es mou horitzontalment en direccié nord, a una
latitud ¢ i amb velocitat v, té modul 2mwv|sin(¢@)|, on w és

la velocitat de rotacio de la Terra, i que esta dirigida envers

I'est (oest) a I'hemisferi nord (sud). Quin valor té aquesta for-
ca quan el mobil és un avié de 100 tones a una velocitat de
1000 Km per hora?

Indicacio. La forca de Coriolis és tangent al paral-lel de m, ja que és perpendicular al
pla (w, V), que coincideix amb el pla meridia de m (el pla del paper en la figura), i
I'angle que formen w i v és @.
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M.1.9. Sigui S, el sistema de referencia dit geocentric, és a dir, amb origen al centre
de la Terra i eixos fixos respecte dels estels. Calculeu la velocitat respecte de S, d’un
coet que és llangat des d’un punt de la superficie de la Terra de latitud ¢ i vertical-
ment cap amunt amb velocitat v,. Si volem aprofitar al maxim el moviment de rotacio
de |la Terra, des d’on és millor fer el llancament: de la base de Kourou, a la Guaiana
francesa (latitud 5.23°) o de Cap Canaveral (latitud 29°)?

M.1.10. Una particula de massam que es mou per un pla horitzontal passa per
I"'origen de coordenades amb velocitat vy. Admetent que no actua cap altra forga so-

bre la particula llevat de la gravitatoria i la de reaccié que la manté sobre el pla, pro-
Vo

2Qr|sin(e@)’

de rotacio de la Terra i @ és la latitud del punt de la superficie de la Terra on es troba

veu que descriura una trajectoria circular de radi R = on Q1 és la velocitat

el pla del moviment.



