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Potencial vector (o potencial magnètic) 

Com que divሺ࡮ሻ ൌ 0, existeixen camps ࡭ tals que 

    ࡮ ൌ rotሺ࡭ሻ . 

Direm que ࡭ és un potencial magnètic, o un potencial vector.  

Remarca. Recordem que en el cas magnetostàtic tenim una fórmula explí‐
cita que dóna un potencial magnètic, fórmula que caldrà modificar apropi‐
adament en el cas general (ho farem posteriorment). 

El vector ࡭ està determinat llevat transformacions de la forma 

    ࡭ հ ᇱ࡭ ൌ ࡭ ൅  , ߙࣔ                        [כ]    

on ߙ és una funció arbitrària. Seguint la nomenclatura acceptada, aquestes 
transformacions seran anomenades  transformacions de gauge del poten‐
cial magnètic (“gauge” es pronuncia guéitx). 
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Potencial escalar 

Observem ara que 

    rotሺࡱሻ ൌ െ߲௧࡮ ൌ െ߲௧൫rotሺ࡭ሻ൯ ൌ െrotሺ߲௧࡭ሻ , 

d’on  

    rotሺࡱ ൅ ߲௧࡭ሻ ൌ 0 . 

Per tant, existeix una funció ߶ (determinada llevat constants additives) tal 
que 

    ࡱ ൅ ߲௧࡭ ൌ െࣔ߶ , 

és a dir, tal que 

    ࡱ ൌ െࣔ߶ െ ߲௧࡭ . 

Direm  que ߶  és  un  potencial  escalar. Donat ࡭,  està  definit  llevat  d’una 
constant additiva. 
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Notem que  si  fem  la  transformació de gauge   ,[כ] llavors  la  corresponent 
transformació de ߶ és 

    ߶ հ ߶ᇱ ൌ ߶ െ ߲௧ߙ. 

En efecte, si ࡭ᇱ ൌ ࡭ ൅  es tracta de buscar la funció ߶Ԣ tal que ,ߙࣔ

    ࡱ ൌ െࣔ߶ᇱ െ ߲௧࡭Ԣ . 

Com  que també tenim ࡱ ൌ െࣔ߶ െ ߲௧࡭ , restant obtenim 

  0 ൌ ࣔሺ߶ᇱ െ ߶ሻ ൅ ߲௧ሺ࡭ᇱ െ ሻ࡭ ൌ ࣔሺ߶ᇱ െ ߶ሻ ൅ ߲௧ࣔߙ ൌ ࣔሺ߶ᇱ െ ߶ ൅ ߲௧ߙሻ. 

Per tant ߶ᇱ െ ߶ ൅ ߲௧ߙ és una constant, i això prova la relació, ja que ߶ i ߶ᇱ 
estan definides llevat una constant additiva. 

Per tant, tenim la següent transformació combinada dels potencials: 

    ሺ࡭, ߶ሻ հ ሺ࡭ ൅ ,ߙࣔ ߶ െ ߲௧ߙሻ. 
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Condició de Lorentz 

Quan s'han fixat els potencials electromagnètics, es sol dir que s'ha fixat el 
gauge. Normalment això es fa escollint ߙ de manera que ࡭Ԣ i ߶Ԣ compleixin 
alguna condició addicional. 

El més  important en el nostre estudi és el que anomenarem gauge de Lo‐
rentz: diem que  ሺ࡭, ߶ሻ compleix  la condició de Lorentz, o que està en el 
gauge de Lorentz, si  

    divሺ࡭ሻ ൅ ߶଴߲௧ߤ଴ߝ ൌ 0 . 
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Proposició. Si ሺ࡭, ߶ሻ no compleix la condició de Lorentz, la condició neces‐
sària  i  suficient per  tal que  ሺ࡭Ԣ, ߶Ԣሻ ൌ ሺ࡭ ൅ ,ߙࣔ ߶ െ ߲௧ߙሻ  la  compleixi  és 
que ߙ satisfaci l'equació 

    ᇝߙ ൌ െ݄,  ݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅  . ߶଴߲௧ߤ଴ߝ

Prova. Basta adonar‐se que 

   divሺ࡭ᇱሻ ൅ ଴߲௧߶ᇱߤ଴ߝ ൌ divሺ࡭ ൅ ሻߙࣔ ൅ ߶଴߲௧ሺߤ଴ߝ െ ߲௧ߙሻ 

    ൌ ݄ ൅ divሺࣔߙሻ െ ଵ
௖మ ߲௧

ଶߙ ൌ ݄ ൅ Δߙ െ ଵ
௖మ ߲௧

ଶߙ ൌ ݄ ൅ ᇝߙ. 

Corol∙lari. Com que l’equació ᇝߙ ൌ െ݄ té com a solució particular  

  ,A୪ୟ୫ୠୣ୰୲ሺ࢘ߙ ሻݐ ൌ ଵ
ସగ ׬

௛ቀ࢞,௧ି|࢘ష࢞|
೎ ቁ

|࢘ି࢞| ݀߱ሺ࢞ሻ , 

veiem que sempre existeix un gauge de Lorentz. 
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Equacions dels potencials 

Anem a veure ara quines equacions compleixen els potencials ࡭ i ߶, espe‐
cialment quan compleixen la condició de Lorentz. 

 
Equació del potencial vector. Per l'equació d'AmpèreെMaxwell, i la defini‐
ció de potencials, 
    rotሺ࡮ሻ ൌ ଴࢐ߤ ൅  ࡱ଴߲௧ߝ଴ߤ

        ൌ ଴࢐ߤ ൅ ߶଴߲௧ሺെࣔߝ଴ߤ െ ߲௧࡭ሻ  

        ൌ ଴࢐ߤ െ ଴ࣔሺ߲௧߶ሻߝ଴ߤ െ ଴߲௧ߝ଴ߤ
ଶ࡭ . 

Per altra banda, 

    rotሺ࡮ሻ ൌ rot൫rotሺ࡭ሻ൯ ൌ ࣔ൫divሺ࡭ሻ൯ െ Δ࡭ . 

Igualant, Δ࡭ െ ଴߲௧ߝ଴ߤ
ଶ࡭ ൌ െߤ଴࢐ ൅ ࣔ൫divሺ࡭ሻ൯ ൅   .଴ࣔሺ߲௧߶ሻߝ଴ߤ

Proposició. ᇝ࡭ ൌ െߤ଴࢐ ൅ ݄ࣔ, on ݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅   .߶଴߲௧ߤ଴ߝ
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Corol∙lari. ᇝ࡭ ൌ െߤ଴࢐ en el gauge de Lorentz. 
            ᇝ࡭ ൌ 0 si estem en el buit.  

 

Equació del potencial escalar 
Podem procedir similarment amb el potencial escalar. D'una banda, 

    divሺࡱሻ ൌ  , ଴ߝ/ߩ

per la llei de Coulomb‐Gauss, i de l'altra, 

    divሺࡱሻ ൌ divሺെࣔ߶ െ ߲௧࡭ሻ ൌ െΔ߶ െ ߲௧൫divሺ࡭ሻ൯. 

Així  doncs  Δ߶ ൌ െߝ/ߩ଴ െ ߲௧൫divሺ࡭ሻ൯.  Restant  ଴߲௧ߤ଴ߝ
ଶ߶  dels  dos mem‐

bres, Δ߶ െ ଴߲௧ߤ଴ߝ
ଶ߶ ൌ െߝ/ߩ଴ െ ߲௧ሺdivሺ࡭ሻ ൅   .଴߲௧߶ሻߤ଴ߝ

Proposició. ᇝ߶ ൌ െ ߩ ⁄଴ߝ െ ߲௧݄, on ݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅   .߶଴߲௧ߤ଴ߝ

Corol∙lari. ᇝ߶ ൌ െ ߩ ⁄଴ߝ  en el gauge de Lorentz. 
            ᇝ߶ ൌ 0 si estem en el buit. 
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Quadripotencial i quadricorrent 

Posem ܉ ൌ ሾ࡭, ߶ሿ. Direm que ܉ és el quadripotencial. 

Posem ܒ ൌ ሾߤ଴࢐,   .és el quadricorrent ܒ ଴ሿ. Direm queߝ/ߩ

L’enunciat que  segueix és una conseqüència  immediata de  les equacions 
dels potencials.  

Teorema  (Equació  del  quadripotencial).  ᇝ ܉ ൌ െܒ ൅ ૃ,  ૃ ൌ ሾ݄ࣔ, െ߲௧݄ሿ, 
݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅  .߶଴߲௧ߤ଴ߝ

L’equació del quadripotencial s'ha deduït de les equacions de Maxwell. Re‐
cíprocament: 

Teorema. L’equació ᇝ܉ ൌ െܒ ൅ ૃ, ૃ ൌ ሾ݄ࣔ, െ߲௧݄ሿ, ݄ ൌ divሺ࡭ሻ ൅  ߶଴߲௧ߤ଴ߝ
implica les equacions de Maxwell per als camps 

    ࡱ ൌ െࣔ߶ െ ߲௧࡮  ,࡭ ൌ rotሺ࡭ሻ . 
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Prova. Un petit càlcul per a cada equació de Maxwell. 

  divሺ࡮ሻ ൌ div൫rotሺ࡭ሻ൯ ൌ 0. 

   divሺࡱሻ ൌ െ divሺࣔ߶ ൅ ߲௧࡭ሻ ൌ െΔ߶ െ ߲௧ divሺ࡭ሻ 

       ൌ ߩ ⁄଴ߝ ൅ ߲௧݄ െ ଴߲௧ߝ଴ߤ
ଶ߶ െ ߲௧ divሺ࡭ሻ ൌ  .଴ߝ/ߩ

  rotሺࡱሻ ൌ െ rotሺࣔ߶ሻ െ ߲௧ሺrotሺ࡭ሻሻ ൌ െ߲௧ሺ࡮ሻ. 

  rotሺ࡮ሻ ൌ rotሺrot ሺ࡭ሻሻ ൌ ࣔ൫divሺ࡭ሻ൯ െ Δ࡭ ൌ ݄ࣔ െ ଴ࣔሺ߲௧߶ሻߝ଴ߤ െ Δ࡭ 

      ൌ ݄ࣔ െ ଴߲௧ሺࣔ߶ሻߝ଴ߤ െ Δ࡭ ൌ ݄ࣔ ൅ ࡱ଴߲௧ሺߝ଴ߤ ൅ ߲௧࡭ሻ െ Δ࡭   

       ൌ ݄ࣔ െ ᇝ࡭ ൅ ࡱ଴߲௧ߝ଴ߤ ൌ ଴࢐ߤ ൅  .ࡱ଴߲௧ߝ଴ߤ
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Exercicis 

E.9.1.  Sigui   Ԣ࡭ el  potencial  vector    d’un  camp  electromagnètic.  Suposant  que 

divሺ࡭Ԣሻ s’anul∙la a l’infinit, proveu que existeix una funció ߙ tal que ࡭ ൌ ᇱ࡭ ൅  ߙࣔ
satisfà divሺ࡭ሻ ൌ 0 (si es satisfà aquesta condició, es diu que el potencial està en 
el gauge de Coulomb). 

E.9.2. Donats els potencials ࡭ሺ࢘, ሻݐ ൌ െߢ ௤௧
௥మ ො࢘  i ߶ሺ࢘, ሻݐ ൌ 0,  

(1) trobeu ߩ ,ࡱ ,࡮ i ࢐. 

(2)   Trobeu la transformació de gauge ሾ࡭ᇱ, ߶Ԣሿ de ሾ࡭, ߶ሿ corresponent a la funció 
ߙ ൌ െߢ ௤௧

௥
, i interpreteu el resultat. 

E.9.3. Demostreu que en termes dels potencials la força de Lorentz per unitat de 

càrrega elèctrica, ࡱ ൅ ࢜ ר  és igual a ,࡮

 െ݀௧࡭ െ ࣔሺ߶ െ ࢜ ൉ ሻ, on ݀௧࡭ ൌ ߲௧ ൅ ௫߲௫ݒ ൅ ௬߲௬ݒ ൅ ௭߲௭ݒ ൌ ߲௧ ൅  ׏࢜


