MMF 10 / 2. Electromagnetisme

3. Dipol electric d’'una distribucio i aplicacions
S. Xambo

m Forcai moment de forces produit per un camp electric
uniforme sobre una distribucio de carregues.
B Dipol electric d’una distribucia.



2

Forca i moment de forces produit per un camp electric uniforme sobre
una distribucid de carregues

Proposicio. La forgca total que un camp electric uniforme E, exerceix
sobre una distribucié de carregues és F = QE,, on Q és la carrega total
de la distribucié.

Prova. La forga total que un camp E, (no necessariament uniforme)

exerceix sobre la distribucié de densitat p és F = [ p(x)E,(x)dx. Si E,,
és uniforme, E és independent de x i per tant

F = fp(x)Eo(x)dx = Eofp(x)dx = (E,.

Proposicio. El moment de forces M exercit per un camp electric uniforme
E, sobre una distribucio de carregues ve donat per la formula

M=PAEy,onP = [p(x)xdx.



Prova. Per definicié de M, i per un camp E arbitrari, tenim

M= [xA(pX)dx)E,(x) = | (p(x)x) AEq(x) dx

Si E, és uniforme, el podem treure fora del signe integral i ens queda

M= (] p(x)xdx) NEy =P AE,.



Dipol electric d’una distribucio

El vector P = [ p(x) xdx s’anomena moment eléctric (dipolar), o
simplement dipol electric, de la distribucid. En el cas de carregues
puntuals q4, ..., q, situades en els punts x4,...,x,, el dipol electric es
defineix per la férmula P = ),/-, q;x; .

Exemple. Un dipol classic és el dipol electric d’'una distribucié formada

q

per dues carregues, una negativa i |'altra
positiva, del mateix valor absolut g, situades

en punts xix + d, és a dir,

P=—qgx+qx+d)=qd.

El vector d és el vector de posicid de la carrega positiva respecte de |la
negativa i s’anomena vector desplacament del dipol classic.

Remarca. El dipol P depen de I'origen escollit. Si a és el vector de posicio
d’un origen O’ respecte de I'origen inicial O, llavors



P =P +Qa,

on P i P’ sén els dipols calculats amb origen O i O, respectivament, i on
Q és la carrega total de la distribucio.

En particular tenim que el dipol és independent de l'origen usat per
calcular-lo si Q = 0 (com per exemple en el cas d’un dipol classic).

/\x’ P =3Yqx; = Yq;(x; + a)
. = Yqix; + Yqia = P' + Qa
0 a 0’

Remarca. L'expressio M = P A E, del moment AM:P/\EO

mostra que l'efecte d’un camp uniforme E, < |—=

sobre una distribucio de carregues es tendir a Eq
fer coincidir el dipol P de la distribucié, en p\;

direccid i sentit, amb el camp E|,.
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Proposicio. L'energia potencial d’una distribucio de carregues respecte
d’'un camp electric uniforme E, és V. = —P - E,, on P és el dipol de la
distribucié. En particular, agquesta energia és minima si i només si P
coincideix, en direccié i sentit, amb E|,.

Prova. Observem primer que la funcié
¢p(x) =—Ey-x

és un potencial del camp uniforme E. Per tant, I’energia potencial de la
distribucioé de carregues relativament a aquest camp és

V=[px)(—E, x)dx=—-E,- [ p(x)xdx=—E,-P.

Per acabar, notem que V és minim si i homeés si E, - P és maxim, i
aquesta condicio equival a dir que P i E, tenen la mateixa direccio i
sentit.



7

Remarca. La proposicido anterior dona una altra explicacié del fet que el
camp E, tendeix a alinear el dipol P de la distribuciéo amb E, ja que el
potencial V tendeix a ser minim.

Proposicio. Si Q = Q(K) és la carrega total
d’una distribucio (K denota una regio que
conté la distribucid) i P el seu dipol, llavors

¢(r) =

~ Ly 2 o007

ATTEy T 4mEy T3

Prova. Per un punt x € K, podem escriure

27X X

2
|r—x|2=r2—2r-x+x2=r2(1— 2+—2).
r r

Aixi, doncs,

1 _1(1_2r-x+x2)

lr-x| r T2 r2

~1/2

=l(1_|_%‘_|_...) [*]

r

on els punts suspensius indiquen termes d’ordre >2 en x/r. Aleshores,



d
¢(T) — pr— pr(x) x 1 fK (P(x)_l_P(x)r x + - )dx

|[r—x| 4-7'[80 T r3
[ LD+ [ 2D (e x) dx + -
4neo 4mey 'K 13

1Q+1ﬂ

AEy v 4meEy 13
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Remarca. El primer terme de la serie de la proposicio s'Tanomena terme
monopolar, i és zero nomes si la carrega total neta és nul-la. Quan Q # 0,
llavors el terme monopolar és el dominant. El segon terme del mateix
desenvolupament decreix com r~2 i diem que és el potencial dipolar
corresponent (o associat) a P. Denotant-lo ¢p(r), tenim

$p(r) =

1 P-r

ArEg 13

Es el terme dominant quan Q = 0, com per exemple en el cas del dipol
classic:

1 Pr _q dr
ATTEy T3 ateg T3




Exercicis E.3 (Dipol eléectric)

E.3.1.Si Ep(r) el camp electric corresponent al potencial ¢p(7), proveu que

Ep(r) __1 i(S(P.r)r . P).

4TEY T3 r2

1
47T€0

Solucié. Ep(r) = —0,¢p(r) = ———a,.((P - r)r3)

1 _ 3 —
r3pP + (P-1r)r°r
47T€0 47T€0

=i O~ P)

Hem usat que ar%® = ar® *r, relacié que s’obté facilment a partir de
r® = (x? + y? + z2)%/?,

10
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1 1 2r- 2N"12
E.3.2. En el desenvolupament - —(1 — 24z ) = -+

r.
|r—x| s r2 r2 T

X
+ L
r3

hem escrit els termes t() =r~1 t@) =3 . x) =r—2(n-x), onn=r"1r.
|
Mostreu que el tercer terme t®) ve donat per I'expressio ﬁ(r -Q,T) , on

Q, = 3% ® x—x2Id. Posant @ = [ p(x)Q, dx, obtenim

1 Q 1 P-r 1 7ror
d)(?‘)  4mey T u 4TTE T3 T 8mey T° T
(de I'endomorfisme Q se’n diu (tensor del) moment electric quadrupolar i de

1 ror

8mey 10

que Q és simetrici Tr(Q) = 0.

, potencial quadrupolar de la distribucid). Noteu

'expressio ¢ (1) =

~1/2

rx  1x2 3 (2rx\?
=1+5 -5+ ()

4+
2 12 8

T2 T2

2r-x  x2
2

Solucié. Com que (1 —

1 _ 1 _
t(3 =§r‘5(r-x)z — o7 S22 =7 >(3(r - x)? — r2x?)

= %r‘Sr -Blx-r)x —x*r) = %r‘Sr Q. r.
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E.3.3. D’una distribucié com la de la figura se’n diu un

guadrupol. Es immediat comprovar que els termes y'_q

monopolar i dipolar del potencial d’'un quadripol son nuls.  +g¢ +q

Mostreu que els Unics termes no nuls de @ sén ° i/2 d/Z. ¥
®—q

3
Qxx = _ny — Eqdz-

E.3.4. Una superficie esferica de radi R esta carregada amb una densitat
superficial 0 = k cos 8, on 6 és |'angle polar i kK una constant.

1) Calculeu el moment dipolar d'aquesta distribucio.

2) Trobeu una expressié aproximada per al potencial en els punts allunyats de |a
superficie.
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E.3.5. El nuvol electronic en un dels estats excitats de I'atom d'hidrogen es pot

descriure per una densitat
T‘
p=——2_r2¢ arsin?4,
647'ca0

on —q, es la carrega de l'electré i ay el radi de Bohr (5.29 x 107 11m =~

53 pm = 0.53 A). Calculeu els moments monopolar, dipolar i quadupolar
d’aquesta distribucid. [cf. Cook, The theory of the electromagnetic field, P4-44e]

Solucié. Una distribucié p = p(r,0) com la de I'enunciat és invariant per
rotacions al voltant de I'eix Oz, amb |la qual cosa la carrega total ve donada per

I’expressio ZTL'fr Oof o p(r 0)r?sinfdO dr. En el cas que ens ocupa, la
carrega total sera

q 1'=00 T O=m
Y —— - f rte aodr f sin3 6 do |.
6dmag \Jr=o 6=0

Fent la substitucido ¢ = r/a,, el valor d’aquesta expressiod resulta ser

&= O=m
_de -¢ -
32<L0 ¢te d€)<j6=0 51n39d9>.
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Posant [, = fooo f"e‘f dé i integrant per parts obtenim facilment que
L, =nl,_4,ésadir, [, =nll, =n!. Pertant,

fooo 546_6 dé— — 14 = 24.
Analogament,
f, sin®6do = [ (1 — cos?6)sin O db
— (" o2 B 2 4
= J, sinfdb + [ cos*6(d cos6) = 2 -s=:.
La carrega total és doncs —Z—; .24 . % = —q,.

Atesa la simetria cilindrica al voltant de I'eix Oz, el moment dipolar té la forma
P = (0,0,P,), on (ates que z = r cos 0)

P, =2m f::ooo f::np(r, 0) r3sin 0 cos 6 d6 dr.
Per tant, la part de la integral corresponent a la variable 0 és
f: sin® 6 cos 0 df = fon sin® 0 d(sin9) = 0,

d’on resulta que P, = O (i, per tant, P = 0).
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Per estudiar el tensor Q del moment quadrupolar, adonem-nos primer que
podem escriure

pdw =kf(r)g(@)dadbdr, amb

k=——1¢" f(r)=r* 2 i g(8) =sin3 6.

64mas
Com que la relacio entre coordenades cartesianes i esferiques és
x =rsinfcosa,y =rsinfsina, z=r1rcos?9,
resulta que
pxydw=k(r?f(r))(g(6) sin? 8)(sin a cos a)dadbdr.
Com que fozn sina cosa da = 0, veiem que
Quy = J pxydw =0.
D’una manera similar es veu que Q,, = Q,,; = 0. Per tant Q és diagonal.

Ara el calcul dels valors de la diagonal queda simplificat pel fet que

Qxx = @y, (per raons de simetria) i que, en ser Tr(Q) = 0,



Qzz = —(Qux + Qyy) = —20Qux = =20y .
Aix0 mostra que és suficient calcular
Qs = [ p (222 — x* — y¥dw.
Amb la substitucio
2722 —x? —y? =2r%cos?0 —r?sin®0 =r?(3cos? 0 — 1),
resulta que
Quz =k [1r2f(r)g(0)(3 cos? O — 1)dadbdr
= an(fooo rzf(r)dr)(f:g(H)B cos? 6 — 1)do)
= 2nkal - 720 - (—8/15) = 12q.a} .

En resum,
—A 0 0
Q=<O —2 0>,A=6qea(2)
0 0 21

ge . 1 ,3cos?6-1

i el potencial de la distribuci6 té la forma ¢ = —k =+ - KkA——
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