
MMF 10 / 2. Electromagnetisme  
3. Dipol elèctric d’una distribució i aplicacions  
S. Xambó 
 
 

 Força i moment de forces produït per un camp elèctric 
uniforme sobre una distribució de càrregues. 

 Dipol elèctric d’una distribució. 
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Força  i moment de forces produït per un camp elèctric uniforme sobre 
una distribució de càrregues 

Proposició.  La  força  total  que  un  camp  elèctric  uniforme   ଴ࡱ exerceix 
sobre una distribució de càrregues és ࡲ ൌ  ଴, on Q ésࡱܳ la càrrega total 
de la distribució. 

Prova.  La  força  total  que  un  camp   ଴ࡱ (no  necessàriament  uniforme) 

exerceix sobre  la distribució de densitat ߩ és ࡲ ൌ ׬  ଴ࡱ ଴ሺ࢞ሻ݀࢞. Siࡱሺ࢞ሻߩ
és uniforme, ࡱ଴ és independent de ࢞ i per tant 

    ࡲ ൌ ׬ ଴ሺ࢞ሻ݀࢞ࡱሺ࢞ሻߩ ൌ ׬଴ࡱ ሺ࢞ሻ݀࢞ߩ ൌ   .଴ࡱܳ

Proposició. El moment de forces ࡹ exercit per un camp elèctric uniforme 
 ଴ sobre una distribució de càrregues ve donat per la fórmulaࡱ

   ࡹ ൌ ࡼ ר ࡼ ଴, onࡱ ൌ ׬  . ࢞݀ ࢞ ሺ࢞ሻߩ
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Prova. Per definició de ࡹ, i per un camp ࡱ଴ arbitrari, tenim 

    ࡹ ൌ ׬ ࢞ ר ሺߩሺ࢞ሻ݀࢞ሻࡱ଴ሺ࢞ሻ ൌ ׬ ሺߩሺ࢞ሻ࢞ሻ ר  ࢞݀ ଴ሺ࢞ሻࡱ

Si ࡱ଴ és uniforme, el podem treure fora del signe integral i ens queda 

    ࡹ ൌ ൫׬ ሺ࢞ሻ࢞݀࢞൯ߩ ר ଴ࡱ ൌ ࡼ ר  . ଴ࡱ
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Dipol elèctric d’una distribució 

El  vector  ࡼ ൌ ׬  ࢞݀ ࢞ ሺ࢞ሻߩ s’anomena  moment  elèctric  (dipolar),  o 
simplement  dipol  elèctric,  de  la  distribució.  En  el  cas  de  càrregues 
puntuals  ,ଵݍ … ,  ௡ݍ situades  en  els  punts  ࢞ଵ, … , ࢞௡,  el  dipol  elèctric  es 
defineix per la fórmula   ࡼ ൌ ∑ ௜࢞௜ݍ

௡
௜ୀଵ  . 

Exemple. Un  dipol  clàssic  és  el dipol  elèctric d’una distribució  formada 
per  dues  càrregues,  una  negativa  i  l’altra 
positiva, del mateix valor absolut q, situades 
en punts ࢞ i ࢞ ൅   ,és a dir ,ࢊ

    ࡼ ൌ െ࢞ݍ ൅ ሺ࢞ݍ ൅ ሻࢊ ൌ  . ࢊݍ

El vector ࢊ és el vector de posició de  la càrrega positiva  respecte de  la 
negativa i s’anomena vector desplaçament del dipol clàssic.  

Remarca. El dipol ࡼ depèn de l’origen escollit. Si ࢇ és el vector de posició 
d’un origen ܱԢ respecte de l’origen inicial ܱ, llavors 
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    ࡼ ൌ ᇱࡼ ൅  , ࢇܳ

on ࡼ i ࡼԢ són els dipols calculats amb origen ܱ i ܱԢ, respectivament, i on 
Q és la càrrega total de la distribució.  

En  particular  tenim  que  el  dipol  és  independent  de  l’origen  usat  per 
calcular‐lo si ܳ ൌ 0 (com per exemple en el cas d’un dipol clàssic). 

 

Remarca.  L’expressió  ࡹ ൌ ࡼ ר  ଴ࡱ del moment 
mostra  que  l’efecte  d’un  camp  uniforme   ଴ࡱ
sobre  una  distribució  de  càrregues  és  tendir  a 
fer  coincidir  el  dipol   ࡼ de  la  distribució,  en 
direcció i sentit, amb el camp ࡱ଴. 

࢞  ࢞Ԣ

 ܱࢇ ܱԢ

ࡼ ൌ ௜࢞௜ݍ∑ ൌ ௜ሺ࢞௜ݍ∑
ᇱ ൅ ሻࢇ

     ൌ ௜࢞௜ݍ∑
ᇱ ൅ ࢇ௜ݍ∑ ൌ ᇱࡼ ൅ ࢇܳ

ࡼ

૙ࡱ

ࡹ ൌ ࡼ ר ଴ࡱ
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Proposició.  L’energia  potencial  d’una  distribució  de  càrregues  respecte 
d’un camp elèctric uniforme ࡱ଴ és ܸ ൌ െࡼ ൉  és el dipol de ࡼ ଴, onࡱ la 
distribució.  En  particular,  aquesta  energia  és  mínima  si  i  només  si   ࡼ
coincideix, en direcció i sentit, amb ࡱ଴. 

Prova. Observem primer que la funció 

    ߶ሺ࢞ሻ ൌ െࡱ଴ ൉ ࢞ 

és un potencial del camp uniforme ࡱ଴. Per tant, l’energia potencial de la 
distribució de càrregues relativament a aquest camp és 

    ܸ ൌ ׬ ଴ࡱሺ࢞ሻሺെߩ ൉ ࢞ሻ݀࢞ ൌ െࡱ଴ ൉ ׬ ࢞݀ ሺ࢞ሻ࢞ߩ ൌ െࡱ଴ ൉  . ࡼ

Per  acabar,  notem  que  ܸ  és mínim  si  i  només  si  ଴ࡱ ൉  ࡼ és màxim,  i 
aquesta  condició  equival  a  dir  que   ࡼ i   ଴ࡱ tenen  la mateixa  direcció  i 
sentit.                 
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Remarca. La proposició anterior dóna una altra explicació del  fet que el 
camp ࡱ଴ tendeix a alinear el dipol ࡼ de  la distribució amb ࡱ଴,  ja que el 
potencial ܸ tendeix a ser mínim. 

Proposició. Si ܳ ൌ ܳሺܭሻ és la càrrega total 
d’una distribució (ܭ denota una regió que 
conté la distribució) i ࡼ el seu dipol, llavors  

  ߶ሺ࢘ሻ ൌ ଵ
ସగఌబ

ொ
௥

൅ ଵ
ସగఌబ

൉࢘ࡼ
௥య ൅ ܱሺିݎଷሻ 

Prova. Per un punt ࢞ א  podem escriure ,ܭ

    |࢘ െ ࢞|ଶ ൌ ଶݎ െ 2࢘ ൉ ࢞ ൅ ଶݔ ൌ ଶݎ ቀ1 െ ଶ࢘൉࢞
௥మ ൅ ௫మ

௥మቁ.  

Així, doncs,  

   
ଵ

|࢘ି࢞| ൌ ଵ
௥

ቀ1 െ ଶ࢘൉࢞
௥మ ൅ ௫మ

௥మቁ
ିଵ/ଶ

ൌ ଵ
௥

ቀ1 ൅ ࢘൉࢞
௥మ ൅ ڮ ቁ         [כ]

on els punts suspensius indiquen termes d’ordre 2 en ݎ/ݔ. Aleshores, 

࢞

࢘

࢘ െ ࢞

ܱ
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    ߶ሺ࢘ሻ ൌ ଵ
ସగఌబ

׬ ఘሺ࢞ሻௗ࢞
|࢘ି࢞|௄ ൌ ଵ

ସగఌబ
׬ ቀఘሺ࢞ሻ

௥
൅ ఘሺ࢞ሻ

௥య ࢘ ൉ ࢞ ൅ ڮ ቁ ݀࢞௄  

          ൌ ଵ
ସగఌబ

׬ ఘሺ࢞ሻ
௥

݀࢞௄ ൅ ଵ
ସగఌబ

׬ ఘሺ࢞ሻ
௥య ሺ࢘ ൉ ࢞ሻ ݀࢞௄ ൅  ڮ

         ൌ ଵ
ସగఌబ

ொ
௥

൅ ଵ
ସగఌబ

൉࢘ࡼ
௥య ൅   ڮ
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Remarca. El primer terme de  la sèrie de  la proposició s’anomena terme 
monopolar, i és zero només si la càrrega total neta és nul∙la. Quan ܳ ് 0, 
llavors  el  terme monopolar  és  el dominant.  El  segon  terme del mateix 
desenvolupament  decreix  com   ଶିݎ i  diem  que  és  el  potencial  dipolar 
corresponent (o associat) a ࡼ. Denotant‐lo ߶ࡼሺ࢘ሻ, tenim 

    ሺ࢘ሻࡼ߶ ൌ ଵ
ସగఌబ

൉࢘ࡼ
௥య  . 

És el terme dominant quan ܳ ൌ 0, com per exemple en el cas del dipol 
clàssic: 

    ሺ࢘ሻࡼ߶ ൌ ଵ
ସగఌబ

൉࢘ࡼ
௥య ൌ ௤

ସగఌబ

൉࢘ࢊ
௥య  . 

 

   



10 
 

Exercicis E.3 (Dipol elèctric) 

 

E.3.1. Si ࡼࡱሺ࢘ሻ el camp elèctric corresponent al potencial ߶ࡼሺ࢘ሻ, proveu que 

    ሺ࢘ሻࡼࡱ ൌ ଵ
ସగఌబ

ଵ
௥య ቀଷሺࡼ൉࢘ሻ࢘

௥మ െ   .ቁࡼ

Solució.  ࡼࡱሺ࢘ሻ ൌ െࣔ࢘߶ࡼሺ࢘ሻ ൌ െ ଵ
ସగఌబ

ࣔ࢘൫ሺࡼ ൉ ࢘ሻିݎଷ൯ 

        ൌ െ ଵ
ସగఌబ

ࡼଷିݎ ൅ ଷ
ସగఌబ

ሺࡼ ൉ ࢘ሻିݎହ࢘ 

        ൌ ଵ
ସగఌబ

ଵ
௥య ቀଷሺࡼ൉࢘ሻ࢘

௥మ െ  .ቁࡼ

Hem usat que ࣔݎఈ ൌ   ఈିଶ࢘, relació que s’obté fàcilment a partir deݎߙ

    ఈݎ ൌ ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅  .ଶሻఈ/ଶݖ
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E.3.2.  En  el  desenvolupament 
ଵ

|࢘ି࢞| ൌ ଵ
௥

ቀ1 െ ଶ࢘൉࢞
௥మ ൅ ௫మ

௥మቁ
ିଵ/ଶ

ൌ ଵ
௥

൅ ࢘൉࢞
௥య ൅  ڮ

hem escrit els termes ݐሺଵሻ ൌ ሺଶሻݐ ,ଵିݎ ൌ ଷሺ࢘ିݎ ൉ ࢞ሻ ൌ ࢔ଶሺିݎ ൉ ࢞ሻ, on ࢔ ൌ  .ଵ࢘ିݎ
Mostreu  que  el  tercer  terme   ሺଷሻݐ ve  donat  per  l’expressió 

ଵ
ଶ௥ఱ ሺ࢘ ൉ छ࢞࢘ሻ  ,  on 

छ࢞ ൌ 3ෝ࢞ ٔ ࢞െݔଶ݀ܫ. Posant छ ൌ ׬  ሺ࢞ሻछ࢞ ݀࢞ , obtenimߩ

   ߶ሺ࢘ሻ ൌ ଵ
ସగఌబ

ொ
௥

൅ ଵ
ସగఌబ

൉࢘ࡼ
௥య ൅ ଵ

଼గఌబ

࢘൉छ࢘
௥ఱ ൅  ڮ

(de  l’endomorfisme छ  se’n  diu  (tensor  del) moment  elèctric  quadrupolar  i  de 

l’expressió ߶ሺଷሻሺ࢘ሻ ൌ 1
0ߝߨ8

࢘൉छ࢘
5ݎ  , potencial quadrupolar de  la distribució). Noteu 

que छ és simètric i Trሺछሻ ൌ 0.  

Solució. Com que ቀ1 െ ଶ࢘൉࢞
௥మ ൅ ௫మ

௥మቁ
ିଵ/ଶ

ൌ 1 ൅ ࢘൉࢞
௥మ െ ଵ

ଶ
௫మ

௥మ ൅ ଷ
଼

ቀଶ࢘൉࢞
௥మ ቁ

૛
൅  ڮ

    ሺଷሻݐ ൌ ଷ
ଶ

ହሺ࢘ିݎ ൉ ࢞ሻ૛ െ 1
2 2ݔ2ݎെ5ݎ ൌ 1

2 െ5൫3ሺ࢘ݎ ൉ ࢞ሻ૛ െ  ଶ൯ݔଶݎ

      ൌ ଵ
ଶ

ହ࢘ିݎ ൉ ሺ3ሺ࢞ ൉ ࢘ሻ࢞ െ ଶ࢘ሻݔ ൌ ଵ
ଶ

ହ࢘ିݎ ൉ छ࢞࢘ .  
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E.3.3.  D’una  distribució  com  la  de  la  figura  se’n  diu  un 
quadrupol.  És  immediat  comprovar  que  els  termes 
monopolar i dipolar del potencial d’un quadripol són nuls. 
Mostreu que els únics termes no nuls de छ són 

   ܳ௫௫ ൌ െܳ௬௬ ൌ ଷ
ଶ

  .ଶ݀ݍ

 

E.3.4.  Una  superfície  esfèrica  de  radi  ܴ  està  carregada  amb  una  densitat 
superficial ߪ ൌ ݇ cos  .és l'angle polar i ݇ una constant ߠ on ,ߠ

1) Calculeu el moment dipolar d'aquesta distribució. 

2) Trobeu una expressió aproximada per al potencial en els punts allunyats de la 
superfície. 

 
 
 

൅ݍ ൅ݍ

െݍ

െݍ

݀/2
݀/2

 ݔ

ݕ
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E.3.5. El núvol  electrònic en un dels estats excitats de l’àtom d'hidrogen es pot 
descriure per una densitat 

    ߩ ൌ െ ௤೐
଺ସగ௔బ

ఱ ଶ݁ିݎ ೝ
ೌబ sinଶ   , ߠ

on  െݍ௘  es  la  càrrega  de  l'electró  i  ܽ଴  el  radi  de  Bohr  (5.29 ൈ 10ିଵଵm ؄
53 pm ൌ 0.53 Å).  Calculeu  els  moments  monopolar,  dipolar  i  quadupolar 
d’aquesta distribució. [cf. Cook, The theory of the electromagnetic field, P4‐44e] 

Solució.  Una  distribució  ߩ ൌ ,ݎሺߩ  ሻߠ com  la  de  l’enunciat  és  invariant  per 
rotacions al voltant de l’eix ܱݖ, amb la qual cosa la càrrega total ve donada per 

l’expressió  ߨ2 ׬ ׬ ,ݎሺߩ ሻఏୀగߠ
ఏୀ଴ ଶݎ sin ߠ ௥ୀஶߠ݀

௥ୀ଴  .ݎ݀ En  el  cas  que  ens  ocupa,  la 
càrrega total serà 

െ2ߨ
௘ݍ

଴ܽߨ64
ହ ቆන ସ݁ିݎ ௥

௔బ

௥ୀஶ

௥ୀ଴
ቇݎ݀ ቆන sinଷ ߠ

ఏୀగ

ఏୀ଴
 . ቇߠ݀

Fent la substitució ߦ ൌ  ଴, el valor d’aquesta expressió resulta serܽ/ݎ

െ
௘ݍ

32 ቆන ସ݁ିకߦ
కୀஶ

కୀ଴
ቇߦ݀ ቆන sinଷ ߠ

ఏୀగ

ఏୀ଴
 . ቇߠ݀
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Posant  ௡ܫ ൌ ׬ ௡݁ିకஶߦ
଴  ߦ݀ i  integrant  per  parts  obtenim  fàcilment  que 

௡ܫ ൌ ௡ܫ ,௡ିଵ, és a dirܫ݊ ൌ ݊! ଴ܫ ൌ ݊! .  Per tant,  

  ׬ ସ݁ିకஶߦ
଴ ߦ݀ ൌ ସܫ ൌ 24.  

Anàlogament,  

  ׬ sinଷ గߠ
଴ ߠ݀ ൌ ׬ ሺ1 െ cosଶߠሻ sin ߠ గߠ݀

଴  

           ൌ ׬ sin ߠ గߠ݀
଴ ൅ ׬ cosଶߠሺ݀ cos ሻగߠ

଴ ൌ 2 െ ଶ
ଷ

ൌ ସ
ଷ
 . 

La càrrega total és doncs  െ ௤೐
ଷଶ

൉ 24 ൉ ସ
ଷ

ൌ െݍ௘. 

Atesa la simetria cilíndrica al voltant de l’eix ܱݖ, el moment dipolar té la forma 
ࡼ ൌ ሺ0,0, ௭ܲሻ, on (atès que ݖ ൌ ݎ cos  (ߠ

  ௭ܲ ൌ ߨ2 ׬ ׬ ,ݎሺߩ ሻఏୀగߠ
ఏୀ଴ ଷݎ sin ߠ cos ߠ ௥ୀஶߠ݀

௥ୀ଴  .ݎ݀

Per tant, la part de la integral corresponent a la variable ߠ és 

  ׬ sinଷ గߠ
଴ cos ߠ ߠ݀ ൌ ׬ sinଷ గߠ

଴ ݀ሺsin ሻߠ ൌ 0, 

d’on resulta que  ௭ܲ ൌ 0 (i, per tant, ࡼ ൌ 0). 
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Per  estudiar  el  tensor  ࣫  del moment  quadrupolar,  adonem‐nos  primer  que 
podem escriure  

  ߱݀ ߩ ൌ ݂݇ሺݎሻ݃ሺߠሻ݀ݎ݀ߠ݀ߙ, amb 

   ݇ ൌ െ ௤೐
଺ସగ௔బ

ఱ,   ݂ሺݎሻ ൌ ସ݁ିݎ ೝ
ೌబ   i  ݃ሺߠሻ ൌ sinଷ  .ߠ

Com que la relació entre coordenades cartesianes i esfèriques és  

  ݔ ൌ ݎ sin ߠ cos ݕ ,ߙ ൌ ݎ sin ߠ sin ݖ ,ߙ ൌ ݎ cos  ,ߠ

resulta que  

  ߱݀ ݕ ݔ ߩ ൌ ݇൫ݎଶ݂ሺݎሻ൯ሺ݃ሺߠሻ sinଶ ሻሺsinߠ ߙ cos  .ݎ݀ߠ݀ߙሻ݀ߙ

Com que ׬ sin ߙ cos ߙ ଶగߙ݀
଴ ൌ 0, veiem que  

  ܳ௫௬ ൌ ׬ ߱݀ ݕ ݔ ߩ ൌ 0. 

D’una manera similar es veu que ܳ௫௭ ൌ ܳ௬௭ ൌ 0. Per tant ࣫ és diagonal. 

Ara el càlcul dels valors de la diagonal queda simplificat pel fet que 

  ܳ௫௫ ൌ ܳ௬௬ (per raons de simetria) i que, en ser Trሺ࣫ሻ ൌ 0,  
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  ܳ௭௭ ൌ െ൫ܳ௫௫ ൅ ܳ௬௬൯ ൌ െ2ܳ௫௫ ൌ െ2ܳ௬௬ . 

Això mostra que és suficient calcular  

  ܳ௭௭ ൌ ׬ ଶݖሺ2 ߩ െ ଶݔ െ  .ଶሻ݀߱ݕ

Amb la substitució  

  ଶݖ2 െ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ଶݎ2 cosଶ ߠ െ ଶݎ sinଶ ߠ ൌ ଶሺ3ݎ cosଶ ߠ െ 1ሻ, 

resulta que 

  ܳ௭௭ ൌ ݇ ׬ ሻሺ3ߠሻ݃ሺݎଶ݂ሺݎ cosଶ ߠ െ 1ሻ݀ݎ݀ߠ݀ߙ 

          ൌ ׬൫݇ߨ2 ஶݎሻ݀ݎଶ݂ሺݎ
଴ ൯൫׬ ݃ሺߠሻሺ3 cosଶ ߠ െ 1ሻ݀ߠగ

଴ ൯ 

          ൌ ଴ܽ݇ߨ2
଻ ൉ 720 ൉ ሺെ 8 15⁄ ሻ ൌ ௘ܽ଴ݍ12

ଶ . 

En resum, 

  ࣫ ൌ ൭
െߣ    0  0
   0 െߣ  0
   0    0 ߣ2 

൱,  ߣ ൌ ௘ܽ଴ݍ6
ଶ 

i el potencial de la distribució té la forma  ߶ ൌ െߢ ௤೐
௥

൅ ଵ
ଶ

ߣߢ ଷ ୡ୭ୱమ ఏିଵ
௥య ൅  ڮ


