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Carrega electrica
e = 1.60217653 x 1071° C
(carrega elemental = carrega d’un proto).

1C = 6.24150948 x 108e (coulomb, unitat Sl de carrega)

Quantificacio de la carrega

Tota carrega és un multiple enter de e. Un nucli atomic amb N protons té
carrega Ne. La capa electronica d’un atom amb N’ electrons té carrega

-N'e, i la carrega total d’aquest atom és (N — N')e. Usualment, els
atoms sén neutres (N = N'). Quan N’ # N, es diu que I'atom és in id
(positiu, o catio, si N' < N; negatiu, o anid, si N' > N).



Distribucions de carrega

— discretes: carregues puntuals g; situades en puntsr; (i =1, ...

La denotarem {q;,r;} (i = 1, ..., n).
— continues

volumétriques: p:V —» R, QW) = [ p(x)dw
(W <V, Q(W) carrega continguda a W)
superficials: 0:Z > R, Q(S) = [ . ods
(X superficie, S € X)
lineals: 1:T - R, Q(C) = [ Adl
(I' corba, C € T).



Principi de conservacié de la carrega

En un sistema isolat, la suma algebraica de les carregues elementals és
constant.

Principi de continuitat. Si p és una distribucié continua de materia o de
carrega, i W és una regio regular (és a dir, amb vora dW llisa), llavors

d
Efw pdw = fW(atp)dw

és I'increment instantani de materia o carrega dins la regio W. Com que
—pow (V) = — faW(Pv) -ds = — fW div(pv)dw

és la quantitat de materia o carrega que entre a W, el principi de
conservacio de la materia o de la carrega exigeix que

J,(@cp)dw = — [, div(pv)dw



Essent W arbitraria, aguesta relacio equival a I'equacio
d:p + div(pv) = 0.

En el cas de carregues electriques, j = pv s"anomena corrent (o densitat
de corrent), de manera que ens queda

En particular tenim que
div(j) =0 0d;p =0

(condicié de distribucio estacionaria, és a dir, que el valor de p en cada
punt no depéen del temps).



Llei de Coulomb

La forca sobre una carrega puntual g situada en el punt r exercida per
una carrega puntual g’ situada en el punt x’ ve donada per I'expressio

/ !/

qq qq /
F =k u=xK r—X
|r_x/|2 |r_x1|3 ( )r

K constant.

En el sistema S|,

1
4‘77:80 !

go = 8.85418781762 X 10~ 12C4N"1m~2

K =

(constant electrica, o permitivitat del buit)

Remarca. Amb les convencions actuals del Sl, aquest valor és exacte.
Fixem-nos que k =~ 8.98755 X 107, aproximadament 9 x 10°.
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Remarca. La forca electrica és molts ordres de magnitud més gran que la
forca gravitatoria. Per exemple, el quocient entre els moduls de la forca
gravitatoria i la forca electrica entre dos electrons (protons) és

4meoGmg Je® = 2.4 x107*%  (4meyGmy /e® = 8.1 x 107%7).
El quocient entre els moduls de |la forca gravitatoria i de la forca electrica
entre dues masses d'un kg carregades cadascuna amb un C és

k/G ~ 74257 x 10721 .
Aixo implica, per exemple, que la forca d'atraccio gravitatoria entre la
Terra i la Lluna quedaria compensada carregant aquests cossos amb 1C
per a cada 11.6 milions de tones metriques.



Principi de superposicio

La forca sobre una carrega puntual g situada en el punt r exercida per
una distribucié discreta de carregues {g;, x;}, i = 1, ..., n, ve donada per
I"expressio

n
1 qq;
F = 2 B .
ATrEy £ : lr — x;|3 (r—x;)
=

En el cas d’una distribucié volumetrica,

q (px)dw

(i formules analogues per a distribucions superficials o lineals).



Camp electric

D’una carrega puntual g’ situada a x':

q'
Eq’xl (1‘) = K —x |3 (T — x’)

De la distribucié discreta A = {q;, x;} (i = 1, ..., n):

n
Eo(r) = o Y T (r = x)
Amteg L [T — x|
i=1
D’una distribucié volumetrica de densitat p:

1 J p(x)dw
%

Amey Jy, |1 — x|3

E,(r) = (r—x)

(i formules analogues per a distribucions superficials o lineals).

En tots els casos,

F =qgE
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Proposicio. div(E) = 0 en tot punt on p(x) = 0.

Prova. Pel principi de superposicio, és suficient considerar el cas del camp
creat per una carrega puntual g situada a l'origen. En aquest cas,
r?E = kq és una constant, i el resultat és una conseqiiéncia immediata
del fet que div(E) en un punt r és =290, (r%E).

Remarca. Es pot arribar al resultat amb un calcul directe. En coordenades
cartesianes, i posant g a 'origen,

— _ X y Z
E= (Ex’ EJ/’ EZ) = Kq ((x2+y2+zz)3/2 " (x2+y2+422)3/2" (x2+y2+zz)3/2)'
Pertant div(E) = 0,E, + 0,E,, + 0,E, . Pero tenim
_ 2 2 2\=3/2 _39..2(..2 2 2\—5/2
0,E, =xq|(x*+y°+z°) > 2% (x*+y°+2z°)
= kq(x? +y? + 22)75/2((x? + y? + z%) — 3x2),

i expressions analogues per a 0d,E, i 0,E,, d'on la conclusi6 s’obté

immediatament.
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Teorema (Llei de Gauss). Per a tota regio regular W,

bow (E) = Q(W)/¢&,
on Q(W) és la carrega continguda a la regio V.

Prova. Considerem primer el cas del camp E
creat per una carrega puntual g situada en
un punt x i en el qual W és l'esfera S de
centre x i radi r. Per la llei de Coulomb, E té
la mateixa direccid i sentit que el vector

normal unitari exterior de S, i el seu modul
és E = q/(4meyr?). Per tant, el flux de E a través de S és igual al
producte de E per I'area de l'esfera, és a dir, ¢5(E) = 4nr?E = q/s,.

Suposem ara que W és una regio que conté la carrega g i sigui S una
petita esfera amb centre el punt x continguda a W. Si considerem Ia
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regié W' obtinguda traient l'interior de S de W, d’on dW' = oW — S,
d'una banda tenim

bow' (E) = paw (E) — ¢s(E),
i de I'altra, pel teorema de la divergencia,
bay' (E) = fW, div(E)dv = 0,

ja que div(E) = 0 a W’ (v. Proposicio, pag. 10). Aixi, doncs, obtenim que
bow (E) = ¢ps(E) = q/&.

Si la carrega q fos exterior a W, llavors div(E) = 0 sobre W i ¢p5y, (E) =
0 pel teorema de la divergencia, amb |la qual cosa veiem que la llei de
Gauss és valida per al camp creat per una carrega puntual.

El cas general s'obté facilment usant el principi de superposicio: si E és el
camp creat per carregues puntuals g; situades en els punts x; (i =



13

1,...,n), i de manera que x; e W peri=1,....k i x; €W altrament,
llavors el flux de E a través de dW és

Z?:l ¢6W(El) — Zi'czl ¢6W(El) — (Zéczl qi)/801
on E; és el camp creat per la carrega q;.

Remarca. El resultat val també si algunes de les carregues g; estan
situades en punts llisos de dW, sempre i quan fem el compte pensant
gue mitja carrega és dins de W i mitja fora (vegeu E.3.2).

En el cas d'una distribucid continua, posem que sigui volumetrica amb
densitat p, les sumes s'han de canviar en integrals i obtenim que

bow (E) = (fWP(x)d(U)/Eo =Q(W)/&p.



Corol-lari (Llei de Gauss en forma diferencial). div(E) = p/&,.

Prova. En efecte, per a tota regid regular W tenim

JyEdow = ¢aw(E) = [, div(E)dw,

€o

i aixo implica la igualtat de I'enunciat.
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Exercicis E.1 (Camp electric)

E.1.1. Suposeu que teniu una corona circular carregada amb
una densitat superficial constant . Calculeu el camp electric
creat per aquesta distribucio en els punts de la recta
perpendicular al pla de la corona que passa pel seu centre.
Discutiu el resultat quan el radi interior tendeix a zero (cas
d'un disc) i quan el radi exterior tendeix a infinit.

E.1.2. Siuna carrega puntual g esta situada en un
punt llis de dW, on W és una regié tancada, i E és
el camp electric produit per g, proveu que

baw (E) = %81 (v. la remarca de la pagina 13). Si
0

x € dW no és llis, el resultat pot ser diferent (v.,
per exemple, E.3.8).

“

&
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E.1.3. Demostreu que el camp creat per una
lamina plana infinita carregada amb una

densitat superficial constant o és, en qualsevol |

\ . O- 7
punt fora de la lamina, E = —..T, on n es el
0

vector normal unitari perpendicular a la lamina dirigit cap al semiespai en el
qual esta el punt.

E.1.4. Proveu que el camp creat per dues lamines planes paral-leles infinites,
carregades amb densitats superficials constants o i —og, és perpendicular a les
dues lamines, que E = g /&, a la regid entre les dues lamines i zero altrament, i
que esta dirigit de la lamina amb carrega positiva envers la de carrega negativa.

E.1.5. El camp a l'interior d'un cos conductor en equilibri electrostatic és nul
(altrament les carregues lliures del conductor estarien en moviment), i en els
punts de la seva superficie és perpendicular a aquesta (si el camp electric a la
superficie tingués component tangencial, també hi hauria carregues en
moviment). El teorema de Gauss implica que la densitat de carrega a l'interior
del conductor és 0 i, per tant, la carrega esta distribuida a la superficie del
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. . ;s -« s+ O
conductor. Proveu que la intensitat del camp en un punt de la superficie és —n,
0

on o és la densitat superficial de carrega en el punt i n el vector normal unitari a
la superficie del conductor.

E.1.6. Apligueu el teorema de Gauss per mostrar que el camp eléctric a
I'interior d'una esfera de radi R carregada amb una densitat superficial constant
o és nul, i que a I'exterior és equivalent al camp creat per una carrega puntual
de valor ¢ = 4mR?0 situada al centre de I'esfera.

E.1.7. Suposem que en la llei de Coulomb canviem r=2 per r~%, a # 2. Proveu
que aleshores el camp electric a l'interior d'una esfera carregada amb una
densitat superficial constant o és no nul.

[Ates que experimentalment es constata que el camp és nul, podem interpretar
aquest fet com una confirmacioé de la llei de Coulomb]

E.1.8. Una carrega puntual g esta situada en un vertex d’un cub. Calculeu el flux

del camp electric creat per aquesta carrega a través de d’una cara qualsevol del
cub.
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E.1.9. Utilitzant la llei de Coulomb per a distribucions continues de carrega,
calculeu el camp electric creat en els punts indicats per a cadascuna de les
distribucions seglients:

1. En els punts d’'una mediatriu qualsevol d’'un segment rectilini de longitud L i
carregat uniformement amb una densitat lineal A.

2. Com en el cas anterior, pero en els punts de la recta perpendicular per un dels
extrems del segment.

3. En els punts de la recta perpendicular que passa pel centre d’'una espira
quadrada de costat a i carregada uniformement amb densitat lineal A.

E.1.10. Utilitzant la llei de Gauss, calculeu el camp electric creat per a
cadascuna de les distribucions de carrega en el punts indicats:

1. En els punts a distancia r d’un fil rectilini infinit carregat uniformement amb
una densitat lineal A.

2. En els punts a linterior d’un cilindre infinit carregat amb una densitat
volumetrica p = kr, on k és una constant i r la distancia a I'eix del cilindre.
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3. En els punts interiors i exteriors d’una closca esferica de radi interior a i
exterior b i carregada amb una densitat volumetrica inversament proporcional a
la distancia al centre.
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Indicacions

E.1.1. En coordenades polars (r,¢) sobre la corona,
I’element d’area és r drdg. La contribucio de la carrega E

4

sobre aquest element, g r drde, al camp electric E és X

crdrdp x rXx

K——— — = Ko—drdg.
d?2 d d3 ¢

La contribucié de la corona de radi r i amplada dr és,

rXx O Trx . . ./ ’
doncs, ZﬂKJEdT == dr. Finalment la contribucid de tota la corona és
0

b o rx ox b r
E=[ 2 =22""dr,
a 2€0d3 280 a d3

on posem a i b per denotar els seus radis interior i exterior.
Com que d = (r? 4+ x?)1/?,
ox b r . ox b T . _ﬁ b 2 2 _1/2
dr ) dr = e [ d((r* +x*)71/2),

2g0 YA d3 T 2g07a (r2+x2)3/2

d’on

E = ax( 1 1 )
260 \Wa2+x2  Vb2+x2/)’



E.1.3. Considerem un cilindre recte de base ds,
perpendicular al pla, amb centre sobre el pla i
altura 2r. Com que E és perpendicular al pla, i
E només depen de la distancia r al pla, el flux
de E a través de la vora del cilindre és 2Eds.
Per altra banda, la carrega continguda en el

21

&

FD

ds

cilindre és ods, de manera que 2Eds = ods, i aix0 prova el que voliem:

E :O-/Zgo.

E.1.6. El camp creat per I'esfera és
radial i basta aplicar la llei de
Gauss a una bola B, de radi r,
distingint el cas r <R del cas
r > R. En el primer cas, la carrega
total continguda a B,- és 0 i en el
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segon és Q = 4mR?%0. El flux a través de S,. = 0B, és 4mr?E. Aixi, doncs, E = 0
1 Q¢ 1 @

Amtr2 gy 4meg e’

puntual Q situada a 'origen.

enelcasr<RiE = que és el camp creat per una carrega

E.1.10. Considereu un cilindre circular recte amb eix
sobre el fil, radi r i una altura arbitraria [. El camp

electric és radial-cilindric, i el flux a través de la vora

del cilindre és 2nrlE. Com que la carrega en el seu
1 A
2MEY T

interior és [A, obtenim que 2nrE = A/gy, d'on E =



