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Definicio de conica projectiva

Una conica projectiva queda definida, respecte d'un sistema de co-
ordenades ¢&,,¢&4,¢&, del pla projectiu real, per una equacio de la
forma

Ao0é6 + 2a01&081 + 2a02808, + 41187 + 2a156,&5 + a3,85 = 0.

Notem que l'expressio de I'esquerra €s un polinomi homogeni de
grau 2 en les coordenades ¢, ¢4, &5, diguem-ne g (&, &1, &5), 1 qQue

Qoo Qo1 Qo2\ /$o
q(&0,€1,62) = (€, &1, 62) (alO 11 a12> <E1) :

Aoz Q12 A2/ \§,
o, en forma compacte, q(&) = AE&".

A partir d'ara suposarem que g no és identicament nul, o, equiva-
lentment, A # 0. Direm que A és la matriu de la conica respecte de
les coordenades &, &4, &5.



Canvi de coordenades

Si efectuem un canvi de coordenades & — &', de manera que
& = &M per una certa matriu M invertible d’ordre 3, aleshores

§A" = §MAMTET = §'A'E

amb A’ = MAMT. Es a dir, A’ i &A'&T = 0 sén la matriu i 'equacio
de la conica respecte de les coordenades &, &5, &;.

Rang. Del rang r de A en diem rang de la conica é4A&T = 0. Esta
ben definit, ja que el rang de A’ = MAMT és igual al rang de A per a
tota matriu invertible M. Si r = 3 (equivalent a det(4) # 0), diem
gue la conica €s no degenerada, o no singular. Altrament diem que
és degenerada o singular.

Punts dobles. Els punts [§] que satisfan §4 = 0 sOn anomenats
punts dobles de la conica projectiva. Adonem-nos que la condicio
per ser punt doble no depen del sistema de coordenades, ja que si
fem un canvi & = &' M,

EA=0MA=08A M) 1=0s¢&4=0.
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B El conjunt D de punts dobles s una varietat lineal de
dimensio 2 — r.

Exemples de coniques no degenerades

(Co) §5+é+é5=0
Com que no té punts reals, diem que €s imaginaria.

(C1) §6+¢5—& =0 <::>

Com que té punts reals, com ara [1, 0, 1], diem que és real.

Remarca. Una conica C de la forma 1,&¢ + 1,82 + 1,62 = 0 amb
Ao, A1, A, # 0 és equivalent a C, si 1,,1;,4, tenen el mateix signe;
altrament és equivalent a C;. Si, per exemple, és 4y, 1; > 0, llavors

el canvi & = & /Ao, &1 = &1/\/A T & = & //I2,] mostra que C és

equivalent C,sid, >01aC;sil, <O0.



Exemples de coniques degenerades

(Po) §6+¢=0.

Té rang 2. Es la uni6 de les rectes &, = i, i &, = —ié&,. La intersec-
cio d'aquestes rectes és el punt [0,0, 1], que és l'unic punt doble, i
I'unic punt real. Diem que és un parell de rectes imaginaries conju-

gades.
()  E-g=0. >

Té rang 2. Es la uni6é de les rectes reals &, =&, i §, = —&,. La in-
terseccio d’aquestes rectes és el punt [0,0,1], que és l'Unic punt
doble. Diem que és un parell de rectes reals.
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Remarca. Una conica C de la forma 1,5 + 1,2 + 1,652 =0 és
equivalent a P, o a P; si hi ha exactament uni tal que 4; =01 les
altres dues A tenen el mateix o diferent signe, respectivament.



(D) &5 =0.

Té rang 1. Els seus punts son els de la recta ¢, = 0, que coincideix
amb el conjunt de punts dobles. Diem que D és una recta doble.

Remarca. Una conica C de la forma 1,&5 + 1, + 1,62 =0 és
equivalent a D si hi ha exactament dos indexs i tals que 1; = 0.

Teorema. Donada una conica projectiva

A6 + 2a91&0&1 + 20026085 + a11E7 + 204,618, + 065 =0

existeix un canvi de coordenades projectives & — &' que transforma
la seva equacio en una de la forma

M00" + L& + 21,8 =0.

Prova. Suposem primer que ayo #+ 0. Despres de dividir per 1, = ayq, po-
dem suposar que I'equacio de la conica té la forma

E6 + 2a91&0é1 + 2a0260é, + 3 =0,

on g no depen de &,. Perd aquesta darrera equacio es pot escriure en la
forma



(o + ap1é1 + ag282)% — (ag1é1 + ag262)* +q = 0,
la qual cosa mostra que I'equacio original és equivalent a una de la forma
12 !/ !/
Aoo” + 1187 + 201,818, + azéf = 0.
Per induccid sobre el nombre de variables,
a11&5 + 201,618, + ap,é7
és equivalent Alﬂz +/12€§2 | aixO acaba la prova en aquest cas. Un ar-

gument similar es pot aplicar sia;; # 0 0 a,, # 0.

Podem, doncs, suposar que ayy, = a1 = a,, = 0. Si ayg; # 0, el canvi de
coordenades

S;O =€(’)+€i’ 61 zfé_fi’ 62 :fé
converteix I'equacioé en una de la forma

001562 - a01€iz + ag2(&o + €1)8 + a12(8o — €1)¢s,

la qual es pot tractar com en el cas anterior. | un argument similar es pot
aplicar siag, # 0 0 a4, # 0.



Index d’una conica projectiva

Si 4y, 44,1, sON totes no negatives, o totes no positives, diem que la
conica té index 0; altrament (aixo és, si entre les 1,,4,,4, n'hi ha
almenys una de positiva i almenys una de negativa) diem que
I'index és 1.

B L index és independent de I'equacio diagonal usada per calcular-
lo, ja que el rang es conserva (€s el mateix en qualsevol sistema
de coordenades) i I'index és 1 (calculat en un sistema de coor-
denades en que la matriu es diagonal) si i nomeés si la conica té
punts reals que no son dobles (condicié que ja no depén del sis-
tema de coordenades).

Teorema de classificacio

a) Una conica projectiva no degenerada d’'index j és equivalent a
Ci(j=0,1).

b) Una conica projectiva de rang 2 i index j és equivalent a P;

(j = 0,1).

c) Una conica projectiva de rang 1 é€s equivalent a D.



Calcul de l’'index

Sigui A la matriu d’'una conica projectiva respecte de les coordena-
des 60, 61, El' S'gU' dk — trk(A), k = 1, 2, 3:
dy =try(A) = ago + ay; + azy = tr(4),

Qoo dp2
Aoz A2

Qoo QAop1

aii alz‘
Ap1  A11 ’

+]
‘ A1, dpo

d, = try(4) = | |+

d; = tr;(A) = det(A4).

Teorema. L'index d’'una conica projectiva és 1 si d, <0 0 d;d; <
0,10 altrament (és adir,sid, =0 id;d; = 0).

Prova. Siguin A,,1,,4, els valors propis de A. Ates que
diag(49,A1,4,) €s la matriu de la conica en unes coordenades
§ = &M tals que amb M ortogonal, I'index és 0 si les A; no nul-les
tenen el mateix signe i 1 en cas contrari.

Si els no nuls tenen el mateix signe, és clar que d, i d;ds; son no
negatius, ja que

dl — A’O + Al + Az, dz — /10/11 + Aolz + Alﬂ.z, d3 — /1011/12.
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Reciprocament, si d, =0 i d,;d; = 0, vegem que els valors propis
no nuls de A han de tenir el mateix signe. Aixo és obvi si només hi
ha un valor propi no nul. Si hi ha exactament dos valors propis no
nuls, llavors d, és el producte d'ells i, ates que suposem d, = 0,
han de tenir el mateix signe.

Manca examinar el cas en que els tres valors propis son no nuls.
Com que les relacions d, = 0 i d;d; = 0 no depenen de l'ordre
dels valors propis i, a més, romanen les mateixes condicions si
canviem tots tres valors de signe, podem suposar que 4y, 4; > 0. Si
aquest és el cas, es tracta de veure que 4, > 0. Ara be, la relacio
d, = 0 ens dona

Aody = =A3(Ag + A1)
| la relacio d;d; = 0 ens dona
Az(ﬂo +/11 +Az) 2 O

Si fos 1, < 0, tindriem —1, > A, + A, i, per tant, 2p4; = (A5 + 1,)?,
la qual cosa €s clarament absurda. m
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Punts conjugats. Recta polar d’'un punt

Sigui A la matriu d’'una conica projectiva respecte de les coordena-

des ¢y, ¢1,¢,. Donats punts [n] = [1,11,m2] 1 [{] = [$0, {1, {2], diem
que [{] és conjugat de [n] sinAl" = 0.

B Com que A és simétrica, nA{" = 0 és equivalent a {An" =, de
manera que [{] és conjugat de [n] si i només si [n] és conjugat
de [{].

B Un punt doble és conjugat de tots els punts, i reciprocament.

Ml Els punts d’'una conica son precisament els autoconjugats.

Recta polar d’un punt. Els punts conjugats d’'un punt simple [n]
formen la recta de coordenades n* = nA.

Pol d’una recta. Donada una conica projectiva no degenerada, el
pol d’'una recta L és el punt P la polar del qual és L. Si a =
lay, a1, @,] sON les coordenades projectives de L, les coordenades
projectives de P sén aA™ 1.



Exemple. La polar del punt (1,2) respecte de la conica
3x2 —2y%2—4x+1=0

és la recta amb coordenades

3 0 -2
11,2,3]| 0 -2 0]|=1[1,—4,—1].
—2 0 1
La seva equacio afi és
x—4y = 1.
El pol de la recta x = 1 és el punt que té coordenades
3 0 -21°
11,0,—1]| 0 -2 o =[5,0,-3]
-2 0 1

que correspon al punt de coordenades afins (—5/3,0).

12
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Exemple: recta polar del centre d’una conica. Considerem la
conica no degenerada

ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.

Si és centrada, el seu centre és C = —mA~!, m = (d,e). La recta
polar de C = [-mA~1|1]

T
és [-mA-1(1] |2 ";

del centre d’'una el-lipse o d’'una hipérbola és la recta de l'infinit.

] =10,0,k], on k # 0. Per tant, la recta polar

Exemple: recta polar d’un focus d’una conica. Considerem la

.. x> 2 :
conica = i% = 1ielfocus F = (c,0), on ¢ = Va? — b2 en el cas de

'el-lipse i ¢ = Va2 + b? en el cas de la hipérbola. La polar del punt
F = [c,0,1] té coordenades [c/a?,0,1], és a dir, és la recta x = a?/

2
c. Com que a? = a/e, €s clar que es tracta de la directriu de F. Per
tant, la recta polar d'un focus d’'una conica centrada no degenerada

és la directriu d’aquest focus.
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Teorema (la polar d’'un punt de la conica és la tangent). Sigui C
una conica no degenerada real. Sigui [n] un
punt de C i L |la recta polar del punt [n]. Alesho-
res:
1. [n] és I'dnic punt d’interseccidé de L amb C.
2. Per a qualsevol altra recta L' per [n], la in-
terseccio L' N C esta formada pel punt [n] |
un altre punt [n'] # [n].

(1]

[¢]

Prova. Sigui [¢] un punt de L tal que [&] & C (existeix, ja que C no
conté rectes). En particular, [&] # [n], de manera que els punts de
L N C tenen laforma [t§ + n], per algun t € R, i han de complir

t2EAET + 2téAnT + nAn' = 0.

Perd nAn’ =0, jaque [g] € C, i &EAn' =0, ja que [§] és conjugat
de [n]. Aixi doncs I'equacio es redueix a t?§A&"T = 0, que només té
la solucié t = 0. Com que t correspon al punt [n], aixd prova (1).
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Per veure (2), sigui [é] € L', [é] € C (en particular
[€] # [n7]). En aquest cas tenim £An’ = 0, ja que al-
trament seria L' = L. Raonant com en el cas (1), els
punts de L' N C son els de la forma [t& + n] tals
que t(t&AET + 2&AnT) = 0. La solucid t =0 ens
ddéna el punt [n], i la solucio t = —2&An’ /EAET ens
déna un punt [n'] # [n].

De la polar L d’'un punt P d’'una conica no degenerada real en direm
la (recta) fangent a la conica en el punt P. També direm que P és el
punt de contacte de L amb la conica.
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Exemple. La tangent a la parabola y = ax? en el punt P = (s, as?)
té coordenades (projectives)

a
0 o —1/2] [as ] [ —1/2 ]
0 —1/2 —as?/2

Per tant, la seva equacio afi és

11
asx —=y —-as* =0,
| 27 2
és a dir,
y = 2asx — as>.

Notem que el seu pendent és 2as (el valor de la derivada de ax?
en el punt x = s).

Com que els punts de I'infinit de la parabola y = ax? sén els punts
[X,Y,0] tals que aX? = 0, veiem que la interseccioé de la parabola
amb la recta de l'infinit es redueix al punt [0, 1, 0]. Per tant, la para-
bola és tangent a la recta de l'infinit i el punt de contacte és el punt
de l'infinit del seu eix.
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Exemple. Els punts de linfinit de la hiperbola x—z—i—jz 1 son

a2
P =[a,b,0]i P =[a,—b,0]. Les coordenades de la polar de P s6n
1/a®? 0 0
la,b,0]] 0 -1/b*> o0o|=11/a,1/b,0].
0 0 —1)
Per tant, la tangent a la hiperbola en el punt [a, b, 0] és I'asimptota
= -2 =0.
a b

De la mateixa manera es veu que la tangent en el punt [a,—b, 0] es
I'asimptota

X y _

- == 0.
La conclusio és, doncs, que les asimptotes son les tangents de la

hiperbola en els punts de l'infinit (que coincideixen amb els punts
de l'infinit de les asimptotes).
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Tangents des d’un punt a una conica

o Sigui C una conica projectiva real no degenera-
da. Sigui P& C i L la seva polar. Aleshores
LnC={0Q,0'}, Q # Q', i les rectes PQ i PQ' so6n

, les tangents a C que passen per P.

’ En efecte, L N C conté dos punts distints, possi-
blement imaginaris conjugats (només podrien ser iguals si la polar
de P és tangent, i aix0 només passa si P € C). Per altra banda, la
polar de Q conté Q i P, i aixo mostra que PQ es tangent a C en el

punt Q. Analogament es veu que PQ’ és tangent a C en el punt Q'.

B SiP =[n], unpunt X = [§] pertany a PQ U PQ’ sii només si
MA§)? — (mAn")(§AE") =0,
com es veu imposant que PX N C es redueixi a un punt.
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Aplicacio: determinacio de I'eix i el vertex d’'una parabola
Suposem que hem determinat que una conica C,
ax® + 2bxy + cy* + 2dx + 2ey + f =0,

és una parabola. Llavors, coneixem el parametre focal, p = \/—Ds/d3, pero
ens manca coneixer l'eix i el vertex per tal de tenir una determinacio comple-
ta de la figura.

La direccio de I'eix és immediata: com que I'eix de C és 0'y’ (en coordena-
des canoniques), tot vector propi no nul v = (a, f) de valor propi 0 (= 4,) és
un vector director de I'eix de la parabola, i [a, 5,0] és I'Unic punt a l'infinit de
la parabola.

Per determinar el veértex, sigui v' = (—f,a) i considerem el punt v' =
|—B, a, 0] de la recta de l'infinit. Atés que I'eix de la parabola és perpendicular
a la tangent en el vertex, diguem-ne L, el punt [v'] és de L. Per tant, [v'] és
un punt de la recta polar del vertex. Per la reciprocitat de la polar, en resulta
que el vértex és incident amb la polar, diguem-ne L’, de [v']. Com que la rec-
ta de l'infinit és tangent a la parabola en el punt [v] (el punt de l'infinit de
I'eix), L' també passa per [v]. En resulta que I'eix de la parabola és L' i que el
vertex és el punt d’interseccio diferent de [v] de L' amb C.
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Proposicio (Propietat harmonica de la polar)

Sigui A la matriu d’'una conica projectiva no de-
generada C en una certa referéencia. Siguin
p P=1[§] i Q =I[n] dos punts conjugats respecte
de C italsque P,Q ¢ C. Siguin X i Y els punts
d’interseccio de la recta PQ amb C. Llavors

o(P,0,X,Y) = —1.

Prova. Com que el punts de la recta PQ distints de Q tenen la for-
ma [§ +tn], t € R, els punts de PQ N C corresponen a les soluci-
ons t de I'equacio

EAET + t*nAnT =0,
ja que &EAn" = 0 per ser P i Q conjugats. Aixi doncs
X=[§+tn], Y=[§—tn], ont=—-8AL /nAy"
(poden ser dos valors reals, o dos valors imaginaris conjugats), i
,O(P, Q,X, Y) — p([l,O], [011]1 [11 t], [11 _t]) = ,0(0, 0, t, _t) = —1.
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Aplicacio: el centre és el punt mitja de qualsevol diametre. Si P
és el centre d’'una conica C no degenerada centrada i Q € C és un
punt de l'infinit, llavors P i Q sén conjugats. En resulta que si X i Y
son els punts d’'interseccio de PQ amb C, llavors P és el punt mitja
de XY.

Amb les notacions de la proposicio, vegem quines son les condici-
ons en aquest cas per tal que t sigui real: si 'equacid de la conica
es

ax? + By? =1,
llavors & = (0,0,1) i &EA&T = —1. Per

=_b, _b, -
altra banda, n = (k,h,0) i nAn' = \a ’ /
ak? + Bh? =0 (ja que Q & C). En el A el
cas d'una el-lipse, aquesta expressio \ DK
és sempre positiva i per tant t és F' ) / o= N\ F
sempre real. En el cas d'una hiper- oA—— R,
bola, t és real si i només si h*/k* < / ;—ﬁ_\

a/B = b%/a?.



