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Definicio de cònica projectiva 
Una cònica projectiva queda definida, respecte d’un sistema de co-
ordenades ߦ଴, ,ଵߦ  ଶ del pla projectiu real, per una equació de laߦ
forma 

  ܽ଴଴ߦ଴ଶ ൅ 2ܽ଴ଵߦ଴ߦଵ ൅ 2ܽ଴ଶߦ଴ߦଶ ൅ ܽଵଵߦଵଶ ൅ 2ܽଵଶߦଵߦଶ ൅ ܽଶଶߦଶଶ ൌ 0. 

Notem que l’expressió de l’esquerra és un polinomi homogeni de 
grau 2 en les coordenades ߦ଴, ,ଵߦ ,଴ߦሺݍ ଶ, diguem-neߦ ,ଵߦ  ଶሻ, i queߦ

,଴ߦሺݍ   ,ଵߦ ଶሻߦ ൌ ሺߦ଴, ,ଵߦ ଶሻߦ ൭ܽ଴଴ ܽ଴ଵ ܽ଴ଶܽଵ଴ ܽଵଵ ܽଵଶܽ଴ଶ ܽଵଶ ܽଶଶ൱ ൭ߦ଴ߦଵߦଶ൱ , 

o, en forma compacte, ݍሺࣈሻ ൌ  .்ࣈܣߦ

A partir d’ara suposarem que ݍ no és idènticament nul, o, equiva-
lentment, ܣ ് 0. Direm que ܣ és la matriu de la cònica respecte de 
les coordenades ߦ଴, ,ଵߦ  .ଶߦ
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Canvi de coordenades 
Si efectuem un canvi de coordenades ࣈ ՜ ࣈ Ԣ, de manera queࣈ ൌ  invertible d’ordre 3, aleshores ܯ per una certa matriu ܯԢࣈ

்ࣈܣࣈ   ൌ ᇱ்ࣈ்ܯܣܯᇱࣈ ൌ  ,ԢࣈԢܣԢࣈ
amb ܣᇱ ൌ ᇱ்ࣈᇱܣᇱࣈ Ԣ iܣ ,És a dir .்ܯܣܯ ൌ 0 són la matriu i l’equació 
de la cònica respecte de les coordenades ߦ଴ᇱ , ଵᇱߦ , ଶᇱߦ . 
Rang. Del rang ݎ de ܣ en diem rang de la cònica ்ࣈܣࣈ ൌ 0. Està 
ben definit, ja que el rang de ܣᇱ ൌ  per a ܣ és igual al rang de ்ܯܣܯ
tota matriu invertible ܯ. Si ݎ ൌ 3 (equivalent a detሺܣሻ ് 0), diem 
que la cònica és no degenerada, o no singular. Altrament diem que 
és degenerada o singular. 
Punts dobles. Els punts ሾࣈሿ que satisfan ܣࣈ ൌ 0 són anomenats 
punts dobles de la cònica projectiva. Adonem-nos que la condició 
per ser punt doble no depèn del sistema de coordenades, ja que si 
fem un canvi ࣈ ൌ  ,ܯԢࣈ

ܣࣈ   ൌ 0 ֞ ܣܯᇱࣈ ൌ 0 ֞ ሻିଵ்ܯᇱሺܣᇱࣈ ൌ 0 ֞ ᇱܣᇱࣈ ൌ 0. 
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 El conjunt ܦ de punts dobles és una varietat lineal de 
dimensió 2 െ  .ݎ 
 

Exemples de còniques no degenerades 
 
଴ଶߦ  (଴ܥ) ൅ ଵଶߦ ൅ ଶଶߦ ൌ 0 

Com que no té punts reals, diem que és imaginària. 
 
଴ଶߦ  (ଵܥ) ൅ ଵଶߦ െ ଶଶߦ ൌ 0 

Com que té punts reals, com ara ሾ1, 0, 1ሿ, diem que és real. 
 
Remarca. Una cònica ܥ de la forma ߣ଴ߦ଴ଶ ൅ ଵଶߦଵߣ ൅ ଶଶߦଶߣ ൌ 0 amb ߣ଴, ,ଵߣ ଶߣ ് 0 és equivalent a ܥ଴ si ߣ଴, ,ଵߣ  ;ଶ tenen el mateix signeߣ
altrament és equivalent a ܥଵ. Si, per exemple, és ߣ଴, ଵߣ ൐ 0, llavors 
el canvi ߦ଴ ൌ ଴ᇱߦ /ඥߣ଴, ߦଵ ൌ ଵᇱߦ /ඥߣଵ i ߦଶ ൌ ଶᇱߦ /ඥ|ߣଶ| mostra que ܥ és 

equivalent ܥ଴ si ߣଶ ൐ 0 i a ܥଵ si ߣଶ ൏ 0. 
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Exemples de còniques degenerades 
( ଴ܲ)  ߦ଴ଶ ൅ ଵଶߦ ൌ 0 . 

Té rang 2. És la unió de les rectes ߦ଴ ൌ ଴ߦ ଵ iߦ݅ ൌ െ݅ߦଵ. La intersec-
ció d’aquestes rectes és el punt ሾ0, 0, 1ሿ, que és l’únic punt doble, i 
l’únic punt real. Diem que és un parell de rectes imaginàries conju-
gades. 

( ଵܲ)  ߦ଴ଶ െ ଵଶߦ ൌ 0 . 

Té rang 2. És la unió de les rectes reals ߦ଴ ൌ ଴ߦ ଵ iߦ ൌ െߦଵ. La in-
tersecció d’aquestes rectes és el punt ሾ0, 0, 1ሿ, que és l’únic punt 
doble. Diem que és un parell de rectes reals. 
 
Remarca. Una cònica ܥ de la forma ߣ଴ߦ଴ଶ ൅ ଵଶߦଵߣ ൅ ଶଶߦଶߣ ൌ 0 és 
equivalent a ଴ܲ o a ଵܲ si hi ha exactament un ݅ tal que ߣ௜ ൌ 0 i les 
altres dues ߣ tenen el mateix o diferent signe, respectivament. 
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଴ଶߦ  (ܦ) ൌ 0. 

Té rang 1. Els seus punts són els de la recta ߦ଴ ൌ 0, que coincideix 
amb el conjunt de punts dobles. Diem que ܦ és una recta doble. 

Remarca. Una cònica ܥ de la forma ߣ଴ߦ଴ଶ ൅ ଵଶߦଵߣ ൅ ଶଶߦଶߣ ൌ 0 és 
equivalent a ܦ si hi ha exactament dos índexs ݅ tals que ߣ௜ ൌ 0. 
Teorema. Donada una cònica projectiva 

  ܽ଴଴ߦ଴ଶ ൅ 2ܽ଴ଵߦ଴ߦଵ ൅ 2ܽ଴ଶߦ଴ߦଶ ൅ ܽଵଵߦଵଶ ൅ 2ܽଵଶߦଵߦଶ ൅ ܽଶଶߦଶଶ ൌ 0,  

existeix un canvi de coordenades projectives ࣈ ՜  Ԣ que transformaࣈ
la seva equació en una de la forma 

଴ᇱߦ଴ߣ   ଶ ൅ ଵᇱߦଵߣ ଶ ൅ ଶᇱߦଶߣ ଶ ൌ 0. 
Prova. Suposem primer que ܽ଴଴ ് 0. Després de dividir per ߣ଴ ൌ ܽ଴଴, po-
dem suposar que l’equació de la cònica té la forma 

଴ଶߦ   ൅ 2ܽ଴ଵߦ଴ߦଵ ൅ 2ܽ଴ଶߦ଴ߦଶ ൅ തݍ ൌ 0, 

on ݍത no depèn de ߦ଴. Però aquesta darrera equació es pot escriure en la 
forma 
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  ሺߦ଴ ൅ ܽ଴ଵߦଵ ൅ ܽ଴ଶߦଶሻଶ െ ሺܽ଴ଵߦଵ ൅ ܽ଴ଶߦଶሻଶ ൅ തݍ ൌ 0, 

la qual cosa mostra que l’equació original és equivalent a una de la forma 

଴ᇱߦ଴ߣ   ଶ ൅ ܽଵଵᇱ ଵଶߦ ൅ 2ܽଵଶᇱ ଶߦଵߦ ൅ ܽଶଶᇱ ଵଶߦ ൌ 0. 

Per inducció sobre el nombre de variables,  

  ܽଵଵᇱ ଵଶߦ ൅ 2ܽଵଶᇱ ଶߦଵߦ ൅ ܽଶଶᇱ  ଵଶߦ

és equivalent ߣଵߦଵᇱ ଶ ൅ ଶᇱߦଶߣ ଶ i això acaba la prova en aquest cas. Un ar-
gument similar es pot aplicar si ܽଵଵ ് 0 o ܽଶଶ ് 0. 
 
Podem, doncs, suposar que ܽ଴଴ ൌ ܽଵଵ ൌ ܽଶଶ ൌ 0. Si ܽ଴ଵ ് 0, el canvi de 
coordenades 

଴ߦ   ൌ ଴ᇱߦ ൅ ଵᇱߦ ଵߦ  , ൌ ଴ᇱߦ െ ଵᇱߦ ଶߦ  , ൌ ଶᇱߦ  
converteix l’equació en una de la forma 

  ܽ଴ଵߦ଴ᇱ ଶ െ ܽ଴ଵߦଵᇱ ଶ ൅ ܽ଴ଶሺߦ଴ᇱ ൅ ଵᇱߦ ሻߦଶᇱ ൅ ܽଵଶሺߦ଴ᇱ െ ଵᇱߦ ሻߦଶᇱ , 
la qual es pot tractar com en el cas anterior. I un argument similar es pot 
aplicar si ܽ଴ଶ ് 0 o ܽଵଶ ് 0. 
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Índex d’una cònica projectiva 
Si ߣ଴, ,ଵߣ  ଶ són totes no negatives, o totes no positives, diem que laߣ
cònica té índex 0; altrament (això és, si entre les ߣ଴, ,ଵߣ  ଶ n’hi haߣ
almenys una de positiva i almenys una de negativa) diem que 
l’índex és 1.  

 L’índex és independent de l’equació diagonal usada per calcular-
lo, ja que el rang es conserva (és el mateix en qualsevol sistema 
de coordenades) i l’índex és 1 (calculat en un sistema de coor-
denades en què la matriu es diagonal) si i només si la cònica té 
punts reals que no són dobles (condició que ja no depèn del sis-
tema de coordenades). 

 
Teorema de classificació 
a) Una cònica projectiva no degenerada d’índex ݆ és equivalent a ܥ௝ (݆ ൌ 0, 1). 
b) Una cònica projectiva de rang 2 i índex ݆ és equivalent a ௝ܲ 
(݆ ൌ  0, 1). 
c) Una cònica projectiva de rang 1 és equivalent a ܦ. 
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Càlcul de l’índex 
Sigui ܣ la matriu d’una cònica projectiva respecte de les coordena-
des ߦ଴, ,ଵߦ ଵ. Sigui ݀௞ߦ ൌ tr௞ሺܣሻ, ݇ ൌ 1, 2, 3: ݀ଵ ൌ trଵሺܣሻ ൌ ܽ଴଴ ൅ ܽଵଵ ൅ ܽଶଶ ൌ trሺܣሻ, ݀ଶ ൌ trଶሺܣሻ ൌ ቚܽ଴଴ ܽ଴ଵܽ଴ଵ ܽଵଵቚ ൅ ቚܽ଴଴ ܽ଴ଶܽ଴ଶ ܽଶଶቚ ൅ ቚܽଵଵ ܽଵଶܽଵଶ ܽଶଶቚ, ݀ଷ ൌ trଷሺܣሻ ൌ detሺܣሻ.  
Teorema. L’índex d’una cònica projectiva és 1 si ݀ଶ ൏ 0 o ݀ଵ݀ଷ ൏0, i 0 altrament (és a dir, si ݀ଶ ൒ 0  i ݀ଵ݀ଷ ൒ 0). 

Prova. Siguin ߣ଴, ,ଵߣ ,଴ߣAtès que diagሺ .ܣ ଶ els valors propis deߣ ,ଵߣ ࣈ ଶሻ és la matriu de la cònica en unes coordenadesߣ ൌ  ௜ no nul·lesߣ ortogonal, l’índex és 0 si les ܯ tals que amb ܯԢࣈ
tenen el mateix signe i 1 en cas contrari.  
Si els no nuls tenen el mateix signe, és clar que ݀ଶ i ݀ଵ݀ଷ són no 
negatius, ja que  
  ݀ଵ ൌ ଴ߣ ൅ ଵߣ ൅ ଶ, ݀ଶߣ ൌ ଵߣ଴ߣ ൅ ଶߣ଴ߣ ൅ ଶ, ݀ଷߣଵߣ ൌ  .ଶߣଵߣ଴ߣ
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Recíprocament, si ݀ଶ ൒ 0  i ݀ଵ݀ଷ ൒ 0, vegem que els valors propis 
no nuls de ܣ han de tenir el mateix signe. Això és obvi si només hi 
ha un valor propi no nul. Si hi ha exactament dos valors propis no 
nuls, llavors ݀ଶ és el producte d’ells i, atès que suposem ݀ଶ ൒ 0, 
han de tenir el mateix signe. 
Manca examinar el cas en què els tres valors propis són no nuls. 
Com que les relacions ݀ଶ ൒  0 i ݀ଵ݀ଷ ൒ 0 no depenen de l’ordre 
dels valors propis i, a més, romanen les mateixes condicions si 
canviem tots tres valors de signe, podem suposar que ߣ଴, ଵߣ ൐ 0. Si 
aquest és el cas, es tracta de veure que ߣଶ ൐ 0. Ara bé, la relació ݀ଶ ൒ 0 ens dóna 

ଵߣ଴ߣ   ൒ െߣଶሺߣ଴ ൅  ଵሻߣ

i la relació ݀ଵ݀ଷ ൒ 0 ens dóna 

଴ߣଶሺߣ   ൅ ଵߣ ൅ ଶሻߣ ൒ 0 

Si fos ߣଶ ൏ 0, tindríem െߣଶ ൒ ଴ߣ ൅ ଵߣ଴ߣ ,ଵ i, per tantߣ ൒ ሺߣ଴ ൅  ,ଵሻଶߣ
la qual cosa és clarament absurda.    □  
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Punts conjugats. Recta polar d’un punt 
Sigui ܣ la matriu d’una cònica projectiva respecte de les coordena-
des ߦ଴, ,ଵߦ ሿࣁଵ. Donats punts ሾߦ ൌ ሾߟ଴, ,ଵߟ ሿࣀଶሿ i ሾߟ ൌ ሾߞ଴, ,ଵߞ  ଶሿ, diemߞ
que ሾࣀሿ és conjugat de ሾࣁሿ si ்ࣀܣࣁ ൌ 0.  

 Com que ܣ és simètrica, ்ࣀܣࣁ ൌ 0 és equivalent a ்ࣁܣࣀ ൌ, de 
manera que ሾࣀሿ és conjugat de ሾࣁሿ si i només si ሾࣁሿ és conjugat 
de ሾࣀሿ. 
 Un punt doble és conjugat de tots els punts, i recíprocament. 
 Els punts d’una cònica són precisament els autoconjugats. 

Recta polar d’un punt. Els punts conjugats d’un punt simple ሾࣁሿ 
formen la recta de coordenades כࣁ ൌ  .ܣࣁ
Pol d’una recta. Donada una cònica projectiva no degenerada, el 
pol d’una recta ܮ és el punt ܲ la polar del qual és ܮ. Si ࢻ ൌሾߙ଴, ,ଵߙ  les coordenades ,ܮ ଶሿ són les coordenades projectives deߙ
projectives de ܲ són ିܣࢻଵ. 
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Exemple. La polar del punt ሺ1,2ሻ respecte de la cònica 3ݔଶ െ ଶݕ2 െ ݔ4 ൅ 1 ൌ 0  
és la recta amb coordenades 

  ሾ1,2,3ሿ ൥   3    0 െ2   0 െ2    0െ2    0    1൩ ൌ ሾ1, െ4, െ1ሿ. 
La seva equació afí és 
ݔ   െ ݕ4 ൌ 1. 

El pol de la recta ݔ ൌ 1 és el punt que té coordenades 

  ሾ1,0, െ1ሿ ൥   3    0 െ2   0 െ2    0െ2    0    1൩ିଵ ൌ ሾ5,0, െ3ሿ 
que correspon al punt de coordenades afins ሺെ5/3, 0ሻ. 
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Exemple: recta polar del centre d’una cònica. Considerem la 
cònica no degenerada ܽݔଶ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ ൌ 0. 
Si és centrada, el seu centre és ܥ ؠ െିܣ࢓ଵ, ࢓ ൌ ሺ݀, ݁ሻ. La recta 
polar de ܥҧ ؠ ሾെିܣ࢓ଵ|1ሿ 
és ሾെିܣ࢓ଵ|1ሿ ൤ ܣ ࢓்࢓ ݂ ൨ ൌ ሾ0,0, ݇ሿ,  on ݇ ് 0. Per tant, la recta polar 

del centre d’una el·lipse o d’una hipèrbola és la recta de l’infinit. 
 
Exemple: recta polar d’un focus d’una cònica. Considerem la 
cònica ௫మ௔మ േ ௬మ௕మ ൌ 1 i el focus ܨ ؠ ሺܿ, 0ሻ, on ܿ ൌ √ܽଶ െ ܾଶ en el cas de 
l’el·lipse i ܿ ൌ √ܽଶ ൅ ܾଶ en el cas de la hipèrbola. La polar del punt ܨത ؠ ሾܿ, 0,1ሿ té coordenades ሾܿ/ܽଶ, 0,1ሿ, és a dir, és la recta ݔ ൌ ܽଶ/ܿ. Com que ௔మ௖ ൌ ܽ/݁, és clar que es tracta de la directriu de ܨ. Per 
tant, la recta polar d’un focus d’una cònica centrada no degenerada 
és la directriu d’aquest focus. 
 



14 
 

Teorema (la polar d’un punt de la cònica és la tangent). Sigui ܥ 
una cònica no degenerada real. Sigui ሾࣁሿ un 
punt de ܥ i ܮ la recta polar del punt ሾࣁሿ. Alesho-
res: 

1. ሾࣁሿ és l’únic punt d’intersecció de ܮ amb ܥ.  
2. Per a qualsevol altra recta ܮԢ per ሾࣁሿ, la in-

tersecció ܮԢ ת  ሿ iࣁestà formada pel punt ሾ ܥ
un altre punt ሾࣁԢሿ ് ሾࣁሿ. 

Prova. Sigui ሾࣈሿ un punt de ܮ tal que ሾࣈሿ ב  no ܥ existeix, ja que) ܥ
conté rectes). En particular, ሾࣈሿ ് ሾࣁሿ, de manera que els punts de ܮ ת ࣈݐtenen la forma ሾ  ܥ ൅ ݐ ሿ, per algunࣁ א Թ, i han de complir 

்ࣈܣࣈଶݐ   ൅ ்ࣁܣࣈݐ2 ൅ ்ࣁܣࣁ ൌ 0. 

Però ்ࣁܣࣁ ൌ 0, ja que ሾࣁሿ א ்ࣁܣࣈ i ,ܥ  ൌ 0, ja que ሾࣈሿ és conjugat 
de ሾࣁሿ. Així doncs l’equació es redueix a ݐଶ்ࣈܣࣈ ൌ 0, que només té 
la solució ݐ ൌ 0. Com que ݐ correspon al punt ሾࣁሿ, això prova (1). 

 ܮ
ሾࣁሿ ሾࣈሿ
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Per veure (2), sigui ሾࣈሿ א ሿࣈԢ, ሾܮ ב ሿࣈen particular ሾ) ܥ ് ሾࣁሿ). En aquest cas tenim ்ࣁܣࣈ ് 0, ja que al-
trament seria ܮԢ ൌ  Raonant com en el cas (1), els .ܮ
punts de L′ ∩ C són els de la forma ሾࣈݐ ൅  ሿ talsࣁ
que ݐሺ்ࣈܣࣈݐ ൅ ሻ்ࣁܣࣈ2 ൌ 0. La solució ݐ ൌ 0 ens 
dóna el punt ሾࣁሿ, i la solució ݐ ൌ െ2்ࣈܣࣈ/்ࣁܣࣈ ens 
dóna un punt ሾࣁԢሿ ് ሾࣁሿ. 

De la polar ܮ d’un punt ܲ d’una cònica no degenerada real en direm 
la (recta) tangent a la cònica en el punt ܲ. També direm que ܲ és el 
punt de contacte de ܮ amb la cònica. 
 
  

 ܮ

’ܮ

ሾࣁሿ

ሾࣈሿ
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Exemple. La tangent a la paràbola ݕ ൌ ܲ ଶ en el puntݔܽ ؠ ሺݏ,  ଶሻݏܽ
té coordenades (projectives) 

  ൥ܽ 0 00 0 െ1/20 െ1/2 0 ൩ ቈ ଶ1ݏܽݏ ቉ ൌ ൥  .ଶ/2൩ݏെ1/2െܽݏܽ
Per tant, la seva equació afí és 

ݔݏܽ   െ ଵଶ ݕ െ ଵଶ ଶݏܽ ൌ 0, 
és a dir, 
ݕ   ൌ ݔݏ2ܽ െ  .ଶݏܽ

Notem que el seu pendent és 2ܽݏ (el valor de la derivada de ܽݔଶ 
en el punt ݔ ൌ  .(ݏ

Com que els punts de l’infinit de la paràbola ݕ ൌ ,ଶ són els punts ሾܺݔܽ ܻ, 0ሿ tals que ܽܺଶ ൌ 0, veiem que la intersecció de la paràbola 
amb la recta de l’infinit es redueix al punt ሾ0, 1, 0ሿ. Per tant, la parà-
bola és tangent a la recta de l’infinit i el punt de contacte és el punt 
de l’infinit del seu eix. 
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Exemple. Els punts de l’infinit de la hipèrbola ௫మ௔మ െ ௬మ௕మ ൌ 1 són ܲ ؠ ሾܽ, ܾ, 0ሿ i ܲԢ ؠ ሾܽ, െܾ, 0ሿ. Les coordenades de la polar de ܲ són 

  ሾܽ, ܾ, 0ሿ ቎1/ܽଶ 0    00 െ1/ܾଶ    00 0 െ1቏ ൌ ሾ1/ܽ, 1/ܾ, 0ሿ. 
Per tant, la tangent a la hipèrbola en el punt ሾܽ, ܾ, 0ሿ és l’asímptota 

  ௫௔ െ ௬௕ ൌ 0. 
De la mateixa manera es veu que la tangent en el punt ሾܽ, െܾ, 0ሿ és 
l’asímptota 

  ௫௔ െ ௬௕ ൌ 0. 

La conclusió és, doncs, que les asímptotes són les tangents de la 
hipèrbola en els punts de l’infinit (que coincideixen amb els punts 
de l’infinit de les asímptotes). 
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Tangents des d’un punt a una cònica 
Sigui ܥ una cònica projectiva real no degenera-
da. Sigui ܲ ב ܮ la seva polar. Aleshores ܮ i ܥ ת ܥ ൌ ሼܳ, ܳԢሽ, ܳ ് ܳԢ, i les rectes ܲܳ i ܲܳԢ són 
les tangents a ܥ que passen per ܲ.  

En efecte, ܮ ת -conté dos punts distints, possi ܥ
blement imaginaris conjugats (només podrien ser iguals si la polar 
de ܲ és tangent, i això només passa si ܲ א  Per altra banda, la .(ܥ
polar de ܳ conté ܳ i ܲ, i això mostra que ܲܳ és tangent a ܥ en el 
punt ܳ. Anàlogament es veu que ܲܳԢ és tangent a ܥ en el punt ܳԢ. 

 Si ܲ ൌ ሾࣁሿ, un punt ܺ ൌ ሾࣈሿ pertany a ܲܳ ׫ ܲܳԢ si i només si ሺࣈܣࣁሻଶ െ ሺ்ࣁܣࣁሻሺ்ࣈܣࣈሻ ൌ 0, 
      com es veu imposant que ܲܺ ת  .es redueixi a un punt ܥ
 
  

ܮ ܳ 

ܳԢ
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Aplicació: determinació de l’eix i el vèrtex d’una paràbola 
Suposem que hem determinat que una cònica ݔܽ ,ܥଶ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ ൌ 0, 
és una paràbola. Llavors, coneixem el paràmetre focal, ݌ ൌ ඥെܦଷ/݀ଵଷ, però 
ens manca conèixer l’eix i el vèrtex per tal de tenir una determinació comple-
ta de la figura. 

La direcció de l’eix és immediata: com que l’eix de ܥ és ܱԢݕԢ (en coordena-
des canòniques), tot vector propi no nul ݒ ؠ ሺߙ, ሻ de valor propi 0 ሺൌߚ  ଶ) ésߣ
un vector director de l’eix de la paràbola, i ሾߙ, ,ߚ 0ሿ és l’únic punt a l’infinit de 
la paràbola. 
Per determinar el vèrtex, sigui ݒᇱ ؠ ሺെߚ, ᇱݒ ሻ i considerem el puntߙ ,ߚሾെؠ ,ߙ 0ሿ de la recta de l’infinit. Atès que l’eix de la paràbola és perpendicular 
a la tangent en el vèrtex, diguem-ne ܮ, el punt ሾݒԢሿ és de ܮ. Per tant, ሾݒԢሿ és 
un punt de la recta polar del vèrtex. Per la reciprocitat de la polar, en resulta 
que el vèrtex és incident amb la polar, diguem-ne ܮ’, de ሾݒԢሿ. Com que la rec-
ta de l’infinit és tangent a la paràbola en el punt ሾݒሿ (el punt de l’infinit de 
l’eix), ܮԢ també passa per ሾݒሿ. En resulta que l’eix de la paràbola és ܮԢ i que el 
vèrtex és el punt d’intersecció diferent de ሾݒሿ de ܮԢ amb ܥ. 
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Proposició (Propietat harmònica de la polar) 
Sigui ܣ la matriu d’una cònica projectiva no de-
generada ܥ en una certa referència. Siguin ܲ ൌ ሾࣈሿ i ܳ ൌ ሾࣁሿ dos punts conjugats respecte 
de ܥ    i tals que ܲ, ܳ ב  Siguin ܺ i ܻ els punts .ܥ

d’intersecció de la recta ܲܳ amb ܥ. Llavors 

,ሺܲߩ   ܳ, ܺ, ܻሻ ൌ െ1. 

Prova. Com que el punts de la recta ܲܳ distints de ܳ tenen la for-
ma ሾࣈ ൅ ݐ ,ሿࣁݐ א Թ, els punts de ܲܳ ת -corresponen a les soluci  ܥ
ons ݐ de l’equació 

்ࣈܣࣈ   ൅ ்ࣁܣࣁଶݐ ൌ 0, 

ja que ்ࣁܣࣈ ൌ 0 per ser ܲ i ܳ conjugats. Així doncs 

  ܺ ൌ ሾࣈ ൅ ܻ   ,ሿࣁݐ ൌ ሾࣈ െ ݐ ሿ,  onࣁݐ ൌ ඥെ்ࣁܣࣁ/்ࣈܣࣈ 

(poden ser dos valors reals, o dos valors imaginaris conjugats), i 
,ሺܲߩ  ܳ, ܺ, ܻሻ ൌ ,ሺሾ1,0ሿߩ ሾ0,1ሿ, ሾ1, ,ሿݐ ሾ1, െݐሿሻ ൌ ,ሺ0ߩ ∞, ,ݐ െݐሻ ൌ െ1. 

ܺ 

ܳ
ܲ

ܻ 
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Aplicació: el centre és el punt mitjà de qualsevol diàmetre. Si ܲ 
és el centre d’una cònica ܥ no degenerada centrada i ܳ ב  és un  ܥ
punt de l’infinit, llavors ܲ i ܳ són conjugats. En resulta que si ܺ i ܻ 
són els punts d’intersecció de ܲܳ amb ܥ, llavors ܲ és el punt mitjà 
de ܻܺ. 
Amb les notacions de la proposició, vegem quines són les condici-
ons en aquest cas per tal que ݐ sigui real: si l’equació de la cònica 
és 

ଶݔߙ   േ ଶݕߚ ൌ 1, 

llavors ࣈ ൌ ሺ0,0,1ሻ i ்ࣈܣࣈ ൌ െ1. Per 
altra banda, ࣁ ൌ ሺ݇, ݄, 0ሻ i ்ࣁܣࣁ ൌ݇ߙଶ േ ଶ݄ߚ ് 0 (ja que ܳ ב  En el .(ܥ
cas d’una el·lipse, aquesta expressió 
és sempre positiva i per tant ݐ és 
sempre real. En el cas d’una hipèr-
bola, ݐ és real si i només si ݄ଶ/݇ଶ ൏ߚ/ߙ ൌ ܾଶ/ܽଶ. 


