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Posem ܣҧ i A per denotar la matriu projectiva i la matriu a l’infinit (part 
principal de ܣҧ), referides a coordenades rectangulars ሺݔ,  ሻ, de l’equacióݕ
d’una cònica.  

Denotem, anàlogament, ܣҧԢ i ܣԢ les matrius projectiva i de l’infinit de 
l’equació referida a un altre sistema de coordenades rectangulars ሺݔᇱ,  .ᇱሻݕ

Posem 

ଷܦ   ൌ detሺܣҧሻ,  ݀ଶ ൌ detሺܣሻ ൌ ܽܿ െ ܾଶ,  ݀ଵ ൌ trሺܣሻ ൌ ܽ ൅ ܿ. 

Els símbols ܦଷᇱ , ݀ଶᇱ  i ݀ଵᇱ  es defineixen de manera anàloga a partir de ܣҧԢ i ܣԢ. 
Així doncs, 

ଶߣ   െ ݀ଵߣ ൅ ݀ଶ ൌ detሺܫߣଶ െ  ሻܣ

és el polinomi característic de ܣ i ߣଶ െ ݀ଵᇱ ߣ ൅ ݀ଶᇱ  el de ܣԢ. Diem que ܦଷ és 
el discriminant de l’equació de la cònica i que ݀ଶ és el discriminant de la 
part principal. 
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Lema. ܦଷᇱ ൌ ଷ ,  ݀ଶᇱܦ ൌ ݀ଶ ,  ݀ଵᇱ ൌ ݀ଵ. 

Prova. En efecte, existeix una matriu  

ഥܯ   ൌ ൬்ܯ૙     1்࢖  ൰, ܯ א ܱሺ2ሻ,  ࢖ ൌ ሺݎ, ,ݎ ,ሻݏ ݏ א Թ, 

tal que 

ҧᇱܣ   ൌ ഥܯҧܣഥ்ܯ   i  ܣᇱ ൌ ܯܣ்ܯ ൌ  .ܯܣଵିܯ

Com que detሺܯഥሻ ൌ detሺܯሻ ൌ േ1, la primera relació ens dóna que ܦଷᇱ ൌ ଷ i la segona, que ݀ଶᇱܦ ൌ ݀ଶ i ݀ଵᇱ ൌ ݀ଵ.           □  

Si en lloc de ܣҧ usem ܣߩҧ (ߩ un escalar no nul) per calcular ܣҧԢ, llavors 

ଷᇱܦ     ൌ ҧሻܣߩଷሺܦ ൌ ଷ,  ݀ଶᇱܦଷߩ ൌ ݀ଶሺܣߩҧሻ ൌ ଶሺ݀ଶሻ,  ݀ଵᇱߩ ൌ ݀ଵሺܣߩҧሻ ൌ  .ଵ݀ߩ

En resulta que expressions com ara ܦଷ/݀ଵଷ (suposant ݀ଵ ് 0) o ܦଷଶ/݀ଶଷ 
(suposant ݀ଶ ് 0) són independents del sistema de coordenades i de 
l’equació que emprem per  representar la cònica. Aquesta és la raó per la 
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qual expressions com les que acabem de considerar s’anomenen invari‐
ants euclidians de les còniques. 

Pel que fa a les quantitats ܦଷ, ݀ଶ i ݀ଵ, observem que relacions com ara ܦଷ ് 0, ݀ଶ ് 0 i ݀ଵ ് 0 (o ܦଷ ൌ 0, ݀ଶ ൌ 0, ݀ଵ ൌ 0) són també indepen‐
dents de l’equació de la cònica emprada per verificar‐les. El mateix passa 
amb relacions com ara ݀ଶ ൐ 0 o ܦଷ݀ଵ ൐ 0. Aquestes propietats fan que, 
per abús de llenguatge, sovint ens referim a ܦଷ, ݀ଶ i ݀ଵ dient que són in‐
variants euclidians relatius, o semiinvariants, de les còniques. 

Per raons que es posaran de manifest després, introduïm també el símbol ܦଶper denotar la traça de segon ordre de ܣҧ, 
  trଶሺܣҧሻ ൌ ܽܿ െ ܾଶ ൅ ݂ܽ െ ܾଶ ൅ ݂ܿ െ ݁ଶ  

(és el coeficient de grau 1 del polinomi característic de ܣҧ, canviat de sig‐
ne). El símbol ܦଶᇱ  es defineix anàlogament mitjançant la matriu ܣҧԢ. Amb 
les notacions de la prova del lema tenim: 
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     Si les dues referències tenen el mateix origen, llavors ܦଶᇱ ൌ  ଶܦ

      (en aquest cas la matriu ܯഥ  és ortogonal). 

 

Classificació de còniques mitjançant invariants 

Les còniques no degenerades, que per definició són les el·lipses (reals o 
imaginàries), les hipèrboles i les paràboles, es distingeixen de les còniques 
degenerades, que per definició són les parelles de rectes (reals o imaginà‐
ries, paral·leles o no, distintes o coincidents), pel fet que les primeres 
compleixen ܦଷ ് 0 i les segones, ܦଷ ൌ 0. Aquesta afirmació es dedueix 
immediatament calculant ܦଷᇱ  mitjançant les equacions reduïdes i tenint 
en compte que ܦଷᇱ ൌ ߩ ଷ per algun escalarܦଷߩ ് 0. 
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Algorisme 

 

             

ەۖۖۖ
۔ۖۖ
ଷܦۓۖۖۖ ് ۔ە 0

ଶ݀ۓ ൐ 0  el ൉ lipse  ൜ܦଷ݀ଵ ൏ 0  real  ሺcircumferència si ݀ଵଶ ൌ 4݀ଶሻܦଷ݀ଵ ൐ 0  imaginària                                            ݀ଶ ൏ 0  hipèrbola ሺhipèrbola equilàtera si ݀ଵ ൌ 0ሻ                         ݀ଶ ൌ 0  paràbola                                                                                        
ଷܦ ൌ ۔ۖەۖ 0

ଶ݀ۓ ൐ 0  parell de rectes imaginàries                                                    ݀ଶ ൏ 0  parell de rectes reals                                                                 ݀ଶ ൌ 0  ൝ܦଶ ൏ 0  parell de rectes paral ൉ leles reals                        ܦଶ ൐ 0  parell de rectes paral ൉ leles imaginàries           ܦଶ ൌ 0  parell de rectes coincidents                                  
  

Prova. Suposem primer que ܦଷ ് 0. Com que ݀ଶ ൐ 0 equival a ߣଵߣଶ ൐ 0, és a dir, que ߣଵ i ߣଶ tenen el mateix signe, és clar que estem en presència d’una el·lipse. Atès que, en 
termes de l’equació reduïda, 

ଷᇱܦ   ൌ ߤଶߣଵߣ ൌ ݀ଶᇱ  ,ߤ

i que ݀ଵᇱ ൌ ଵߣ ൅ ଷᇱܦ ଶ, resulta queߣ ݀ଵᇱ ൏ 0 si ߤ té signe contrari del de ߣଵ i ߣଶ i que ܦଷᇱ ݀ଵᇱ ൐ 0 si ߤ té el mateix signe que ߣଵ i ߣଶ. El primer cas, que equival a ܦଷ݀ଵ ൏ 0, dóna 
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una el·lipse real, i el segon, que equival a ܦଷ݀ଵ ൐ 0, dóna una el·lipse imaginària. En el 
cas real, una el·lipse és una circumferència si i només si ߣଵ ൌ ‐ଶ, i aquesta relació és claߣ
rament equivalent a l’anul·lació del discriminant de ߣଶ െ ݀ଵߣ ൅ ݀ଶ (el polinomi caracte‐
rístic de ܣ). 

El cas ݀ଶ ൏ 0 ens diu que ߣଵ i ߣଶ tenen signes contraris i, per tant, es tracta necessària‐
ment d’una hipèrbola. Com que una hipèrbola és equilàtera si i només si  ߣଵ i ߣଶ són 
nombres reals amb el mateix valor absolut i de signes contraris, és clar que queden ca‐
racteritzades, entre les hipèrboles, per la relació ݀ଵ ൌ ଵߣ ൅ ଶߣ ൌ 0. 

Si ݀ଶ ൌ 0, llavors un valor propi és nul, diguem ߣଶ ൌ 0, i com que la cònica és no dege‐
nerada, només es pot tractar d’una paràbola. 

 

Considerem ara les còniques degenerades (ܦଷ ൌ 0). Si ݀ଶ ് 0, l’equació reduïda és ne‐
cessariament del tipus centrat amb ߤ ൌ 0, la qual cosa dóna un parell de rectes imagi‐
nàries conjugades si ݀ଶ ൐ 0 i un parell de rectes reals si ݀ଶ ൏ 0. Si ݀ଶ ൌ 0, llavors és clar 
que l’equació reduïda cau en el cas de rectes paral·leles. Com que ܦଶᇱ ൌ ߤଵߣ ൌ ݀ଵᇱ ଶᇱܦ ଵ té el mateix signe queߣ/ߤ ,ߤ , amb la qual cosa tenim un parell de rectes paral·leles 
reals si ܦଶᇱ ൏ 0, un parell de rectes paral·leles imaginàries conjugades si ܦଶᇱ ൐ 0 i una 
recta doble si ܦଶᇱ ൌ 0. El resultat es dedueix ara del fet que els canvis que passen de 
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l’equació inicial a la reduïda fan que ܦଶᇱ ൌ  ଶ. Això és clar si no hi ha canvi d’origen, comܦ
ja s’ha vist, i per tant podem suposar que l’equació inicial és de la forma ߣଵݔଶ ൅ ݔ2݀ ൅݂ ൌ 0 (si fos ݁ ് 0, es tractaria d’una paràbola). En tal situació, tenim ܦଶ ൌ െ݀ଶ ൅  .ଵ݂ߣ
Si ara completem el quadrat, obtenim l’equació ߣଵݔᇱଶ ൅ ݂ᇱ ൌ 0, amb ݂ᇱ ൌ ݂ െ ݀ଶ/ߣଵ i ݔᇱ ൌ ݔ ൅ ଶᇱܦ ,ଵ. Per tantߣ/݀ ൌ ଵ݂ᇱߣ ൌ                 □       .ଶܦ

 

Obtenció de les equacions reduïdes i canòniques a partir dels invariants 

La discussió anterior dóna les equacions reduïdes en termes dels invari‐
ants. Per exemple, en el cas de les còniques centrades, l’equació reduïda 
ens dóna ܦଷᇱ ൌ ݀ଶᇱ ߤ ,i, per tant ߤ ൌ ଷᇱܦ /݀ଶᇱ ൌ  ଷ/݀ଶ, d’on resulta queܦ
l’equació reduïda és 

ଶݔଵߣ   ൅ ଶݕଶߣ ൅ ஽యௗమ ൌ 0. 

D’una manera similar, es veu que l’equació canònica d’una paràbola és 
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ଶݔ   ൅ 2ටെܦଷ/݀ଵଷ ݕ ൌ 0. 

Finalment, l’equació reduïda de rectes paral·leles es pot escriure 

ଶݔ   ൅ ஽మௗభమ ൌ 0 

ja que ܦଶᇱ ൌ ߤଵߣ ൌ ݀ଵᇱ  .ߤ

 

Exemple: àrea de l’el·lipse  

Suposem que hem determinat que una cònica de matriu projectiva ܣҧ és 
una el·lipse, és a dir, que ݀ଶ ൐ 0 i ܦଷ݀ଵ ൏ 0. Com podem trobar la seva 
àrea en funció dels invariants?  

En termes de l’equació canònica, l’àrea de l’el·lipse és 

ܣ   ൌ  .ܾܽߨ

Sabem, però, que 
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  ܽ ൌ ඥെߣ/ߤଵ,  ܾ ൌ ඥെߣ/ߤଶ   

(l’equació reduïda és ߣଵݔଶ ൅ ଶݕଶߣ ൅ ߤ ൌ 0), de manera que 

ܣ   ൌ  .ଶ/݀ଶߤඥߨ

Tenint en compte que ߤ ൌ  ଷ/݀ଶ, finalment obtenim la fórmulaܦ

ܣ   ൌ  .ଷଶ/݀ଶଷܦටߨ

Exemple: angle de les asímptotes d’una hipèrbola  

L’angle ߙ que formen les asímptotes d’una hipèrbola, o un parell de rec‐
tes reals, es pot determinar per la fórmula 

  cosଶሺߙሻ ൌ ݀ଵଶ/ሺ݀ଵଶ െ 4݀ଶሻ. 

En efecte, en els dos casos l’equació canònica de les rectes és 
௫௔ േ ௬௕ ൌ 0. 

Com que ሺെܾ, ܽሻ i ሺܾ, ܽሻ són vectors directors d’aquestes rectes,  
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  cosሺߙሻ ൌ ௔మି௕మ௔మା௕మ . 

Però ܽଶ ൌ – ଵ iߣ/1 ܾଶ ൌ  ଶ, d’onߣ/1

  cosሺߙሻ ൌ ఒభାఒమఒభିఒమ ൌ ௗభఒభିఒమ . 

Finalment és suficient constatar que 

  ሺߣଵ െ ଶሻଶߣ ൌ ሺߣଵ ൅ ଶሻଶߣ െ ଶߣଵߣ4 ൌ ݀ଵଶ െ 4݀ଶ. 

 

Exemple: semidistància focal d’una cònica no degenerada amb centre 

La semidistància focal, ܿ, d’una el·lipse o d’una hipèrbola ve donada per 

  ܿଶ ൌ |஽య|ௗమమ ඥ݀ଵଶ െ 4݀ଶ. 

Els raonaments són similars als dels exemples anteriors. 
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Exemple: definició alternativa de les còniques 

A la introducció hem vist que la paràbola és el lloc geomètric dels punts ܲ que complei‐
xen la condició ݀ሺܲ, ሻܨ ൌ ݀ሺܲ,  ,la directriu. Remarcablement ܮ és el focus i ܨ ሻ, onܮ
l’argument que hem usat per demostrar aquest fet es pot adaptar fàcilment al cas d’una 
el·lipse (suposant que no és circumferència), o al cas d’una hipèrbola, per demostrar 
que, en qualsevol dels dos casos, la cònica és el lloc geomètric dels punts ܲ tals que ݀ሺܲ, ሻܨ ൌ ߝ ൉ ݀ሺܲ,  ,ሻܮ

on ܨ és un focus, ܮ la directriu d’aquest focus (es defineix com en el cas de la paràbola), ߝ ൌ cosሺߛሻ / cosሺߙሻ, amb ߙ l’angle entre l’eix del con i una generatriu i ߛ l’angle entre el 
pla de la cònica i l’eix del con. Notem que, amb les notacions de la figura del cas de la 
paràbola, en lloc de 

  ܲܳ ൌ ܲܲᇱ/ cosሺܽሻ 

tindrem  

  ܲܳ ൌ ܲܲᇱ/ cosሺߛሻ,  

ja que ߛ és l’angle format per ܲܲԢ i Π. 
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Vegem com establir l’enunciat anterior per mitjans analítics, com una 
il·lustració del mètode dels invariants. Un avantatge d’aquest procedi‐
ment és que quedarà establert, ensems, que la constant ߝ coincideix, en 
el cas de l’el·lipse i la hipèrbola, amb l’excentricitat. Com que ߝ ൌ 1 en el 
cas de la paràbola, d’ara enda‐
vant considerarem que la paràbo‐
la té excentricitat 1. 

Sigui ݁ un nombre real positiu. Si‐
guin, en un pla euclidià, ܮ una 
recta i ܨ un punt exterior a ܮ. 
Llavors, el lloc geomètric dels 
punts ܲ tals que 

  
ௗሺ௉,ிሻௗሺ௉,௅ሻ ൌ ݁ 

F F ′O′

7
10 (el·lipse)e =

1 (paràbola)e =

6
5 (hipèrbola)e =

O

p6
5
p

p
7
10
p

L
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és una el·lipse, una paràbola o una hipèrbola segons que ݁ ൏ 1, ݁ ൌ 1 o ݁ ൐ 1. En tots el casos, ܨ és un focus, la recta per ܨ perpendicular a ܮ és 
l’eix principal i ݁ és l’excentricitat. 

En efecte, sigui ܱ el peu de la perpendicular a ܮ pel punt ܨ i considerem 
una referència rectangular amb origen ܱ i eixos ܱܨ i ܮ. L’eix ܱݔ, doncs, 
coincideix amb la perpendicular a ܮ per ܨ. També tenim que ܨ ൌ ሺ݌, 0ሻ, 
on ݌ és la distància de ܨ a ܮ (en diem paràmetre focal).  

Per un punt ܲ ൌ ሺݔ, ,ሻ, la condició ݀ሺܲݕ ሻܨ ݀ሺܲ, ⁄ሻܮ ൌ ݁ és equivalent a 
la relació 

  ሺݔ െ ሻଶ݌ ൅ ଶݕ ൌ ݁ଶݔଶ,  

és a dir, a 

ሺ1  [כ] െ ݁ଶሻݔଶ ൅ ଶݕ െ ݔ݌2 ൅ ଶ݌ ൌ 0. 

La matriu projectiva d’aquesta cònica és 
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    ቎1 െ ݁ଶ 0 െ0݌ 1 0െ݌ 0 ଶ݌ ቏.  

Per tant ܦଷ ൌ ଶሺ1݌ െ ݁ଶሻ െ ଶ݌ ൌ െ݌ଶ݁ଶ, ݀ଶ ൌ 1 െ ݁ଶ, ݀ଵ ൌ 2 െ ݁ଶ. 

ଷܦ  ൌ െ݌ଶ݁ଶ ൏ 0 ֜ no degenerada, i 

 ݀ଶ ൌ ሺ1 െ ݁ሻሺ1 ൅ ݁ሻ ֜ ൝݁ ൏ 1 el ൉ lipse   ݁ ൌ 1  paràbola ݁ ൐ 1  hipèrbola  

En el cas de l’el·lipse, és una el·lipse real, ja que ܦଷ݀ଵ ൏ 0. 

Centre. ܱᇱ ؠ ሺ݌, 0ሻ ቀ1 െ ݁ଶ 00 1ቁିଵ ൌ ቀ ௣ଵି௘మ , 0ቁ 

Equació reduïda. ሺ1 െ ݁ଶሻݔᇱଶ ൅ ᇱଶݕ െ ௣మ௘మଵି௘మ ൌ 0 
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Semieixos. ܽ ൌ ௣௘|ଵି௘మ| , ܾ ൌ ඥ|1/݁݌ െ ݁ଶ|. 
Semidistància focal. El·lipse: ܿ ൌ √ܽଶ െ ܾଶ ൌ ට ௣మ௘మሺଵି௘మሻమ െ ௣మ௘మଵି௘మ ൌ ௣௘మଵି௘మ. 

 Hipèrbola:  ܿ ൌ √ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ට ௣మ௘మሺ௘మିଵሻమ ൅ ௣మ௘మ௘మିଵ ൌ ௣௘మ௘మିଵ . 

Excentricitat: 
௖௔ ൌ ݁. 

Focus. El·lipse: ܱᇱ െ ሺܿ, 0ሻ ൌ ቀ ௣ଵି௘మ , 0ቁ െ ቀ ௣௘మଵି௘మ , 0ቁ ൌ ሺ݌, 0ሻ ؠ  .ܨ

Hipèrbola: ܱᇱ ൅ ሺܿ, 0ሻ ൌ ቀ ௣ଵି௘మ , 0ቁ ൅ ቀ ௣௘మ௘మିଵ , 0ቁ ൌ ሺ݌, 0ሻ ؠ  .ܨ

Remarca. En una cònica d’excentricitat ݁ i paràmetre focal ݌, el punt ܳ ൌ ሺ݌, ‐ሻ (ma݁݌
teix sistema de coordenades que a la figura) és de la cònica. Té la propietat que ܳܨ és 
perpendicular l’eix principal de la cònica, ja que ܳ െ ܨ ൌ ሺ0, ,ܨሻ. Tenim, a més, que ݀ሺ݁݌ ሻܣ ൌ  per ߣ Aquesta distància es denomina semicostat de la cònica i posarem .݁݌
denotar‐lo (el costat, o latus rectum en terminologia tradicional, és 2ߣ ൌ  .(݁݌2
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Tipus de cònica Equació reduïda 

Cònica centrada (݀ଶ ് ଶݔଵߣ  (0 ൅ ଶݕଶߣ ൅ ଷ݀ଶܦ ൌ 0 

Paràbola ݔଶ ൅ 2ඨെ ଷ݀ଵଷܦ ݕ ൌ 0 

Rectes paral·leles 
(distintes o coincidents) 

ଶݔ ൅ ଶ݀ଵଶܦ ൌ 0 

 
 

Magnituds relatives a còniques  Expressió amb invariants 

Àrea d’una el·lipse  ߨටܦଷଶ/݀ଶଷ 

Angle ߙ format per asímptotes hipèrbola cosଶሺߙሻ ൌ ݀ଵଶ/ሺ݀ଵଶ െ 4݀ଶሻ
Semidistància focal cònica no degenerada ܿଶ ൌ ଷ|݀ଶଶܦ| ට݀ଵଶ െ 4݀ଶ 

 


