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Posem A i A per denotar la matriu projectiva i la matriu a l'infinit (part
principal de A), referides a coordenades rectangulars (x,y), de I'equacié
d’una conica.

Denotem, analogament, A’ i A’ les matrius projectiva i de l'infinit de
I’equacio referida a un altre sistema de coordenades rectangulars

(x", y").
Posem
D; = det(4), d, = det(4) = ac — b?, d; =tr(4) = a + c.

Els simbols D3, d5 i d} es defineixen de manera analoga a partirde A" i A'.
Aixi doncs,

22 — d, A+ d, = det(Al, — A)

és el polinomi caracteristic de A i 1 — di{A + d}, el de A’. Diem que D5 és
el discriminant de I'’equacio de la conica i que d, és el discriminant de la
part principal.



Lema. Dé =D3, dé — dz, di — dl'

Prova. En efecte, existeix una matriu

_ T
M = (’g 4 1; ),MEO(Z), p = (r,5s),75s€ER,

tal que
A =MTAM i A' = MTAM = M~1AM.
Com que det(M) = det(M) = +1, la primera relaci6 ens déna que
D; = Dsilasegona, qued, =d,id; =dj. O
Si en lloc de A usem pA (p un escalar no nul) per calcular 4, llavors
D; = D3(pA) = p°D3, dy = d,(pA) = p*(dy), di = di(pA) = pd;.

En resulta que expressions com ara D3 /d3 (suposant d; # 0) o D%/d5
(suposant d, # 0) son independents del sistema de coordenades i de
I’equacido que emprem per representar la conica. Aquesta és la rad per la
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qgual expressions com les que acabem de considerar s"Tanomenen invari-
ants euclidians de les coniques.

Pel que fa a les quantitats D3, d, i d{, observem que relacions com ara
D; #0,d, #0id;{ #0(o D3 =0,d, =0, d; = 0) son també indepen-
dents de I'equacid de la conica emprada per verificar-les. El mateix passa
amb relacions com ara d, > 0 o D3d; > 0. Aquestes propietats fan que,
per abus de llenguatge, sovint ens referim a D3, d, i d; dient que son in-
variants euclidians relatius, o semiinvariants, de les coniques.

Per raons que es posaran de manifest després, introduim també el simbol
D,per denotar la traca de segon ordre de 4,

tr,(A) = ac — b%* + af — b* + ¢f — e?

(és el coeficient de grau 1 del polinomi caracteristic de A4, canviat de sig-
ne). El simbol D, es defineix analogament mitjangant la matriu A’. Amb
les notacions de la prova del lema tenim:



Si les dues referéncies tenen el mateix origen, llavors D, = D,

(en aquest cas la matriu M és ortogonal).

Classificacid de coniques mitjan¢cant invariants

Les coniques no degenerades, que per definicid son les el-lipses (reals o
imaginaries), les hiperboles i les paraboles, es distingeixen de les coniques
degenerades, que per definicio son les parelles de rectes (reals o imagina-
ries, paral-leles o no, distintes o coincidents), pel fet que les primeres
compleixen D; # 0 i les segones, D3 = 0. Aquesta afirmacio es dedueix
immediatament calculant D; mitjancant les equacions reduides i tenint
en compte que D3 = p3D5 per algun escalar p # 0.



Algorisme
: \ . . 2 _
[ rdz > 0 el - lipse {DBdl <0 ll‘eal .(CI\I‘C.umferenaa sid? = 4d,)
D. = 0 < D;d,; > 0 imaginaria
’ d, < 0 hiperbola (hiperbola equilatera si d; = 0)

\d, = 0 parabola

(d, > 0 parell de rectes imaginaries

d, < 0 parell de rectes reals

D; =0 < D, < 0 parell de rectes paral - leles reals
d, =0 {Dz > 0 parell de rectes paral - leles imaginaries
\ D, = 0 parell de rectes coincidents

\

Prova. Suposem primer que D3 # 0. Com que d, > 0 equival a 1,4, > 0, és a dir, que

A1 i A, tenen el mateix signe, és clar que estem en presencia d’una el-lipse. Ates que, en
termes de I’equacio reduida,

Dé = MAu = dé,u,

i que dy = A4 + A,, resulta que D3;d; < 0 si u té signe contrari del de A, i A, i que
Dzd; > 0 si u té el mateix signe que A; i A,. El primer cas, que equival a D3d; < 0, déna
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una el-lipse real, i el segon, que equival a D3d; > 0, dona una el-lipse imaginaria. En el
cas real, una el-lipse és una circumferencia si i només si 1; = A,, i aquesta relacio és cla-
rament equivalent a I’anul-lacié del discriminant de A2 — d;A + d, (el polinomi caracte-
ristic de A).

El cas d, < 0 ens diu que A, i A, tenen signes contraris i, per tant, es tracta necessaria-
ment d’una hiperbola. Com que una hiperbola és equilatera si i només si A; i 1, sén
nombres reals amb el mateix valor absolut i de signes contraris, és clar que queden ca-
racteritzades, entre les hiperboles, per larelacié d; = 1; + 1, = 0.

Si d, = 0, llavors un valor propi és nul, diguem A, = 0, i com que la cOnica és no dege-
nerada, només es pot tractar d’una parabola.

Considerem ara les coniques degenerades (D3 = 0). Si d, # 0, '’equacio reduida és ne-
cessariament del tipus centrat amb u = 0, la qual cosa déna un parell de rectes imagi-
naries conjugades si d, > 0 i un parell de rectes reals sid, < 0. Sid, = 0, llavors és clar
que I'equacié reduida cau en el cas de rectes paral-leles. Com que D, = A u = diu,
/A, té el mateix signe que D5, amb la qual cosa tenim un parell de rectes paral-leles
reals si D, < 0, un parell de rectes paral-leles imaginaries conjugades si D, > 0 i una
recta doble si D, = 0. El resultat es dedueix ara del fet que els canvis que passen de
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’equacid inicial a la reduida fan que D, = D,. Aix0 és clar si no hi ha canvi d’origen, com
ja s’ha vist, i per tant podem suposar que I'equacid inicial és de la forma 1;x? + 2dx +

f =0 (sifos e # 0, es tractaria d’una parabola). En tal situacio, tenim D, = —d? + A, f.
Si ara completem el quadrat, obtenim I'equacié ;x> + f' =0, amb f' = f —d?/A, i
x' =x+d/A,.Pertant, D, = A, f' = D,. 0

Obtenciod de les equacions reduides i canoniques a partir dels invariants

La discussio anterior dona les equacions reduides en termes dels invari-
ants. Per exemple, en el cas de les coniques centrades, |"'equacio reduida
ens dona D; = dyu i, per tant, u = D3/d, = D3/d,, d’on resulta que
I’equacio reduida és

Lix? + Ay2 + 22 =0,
2

D’una manera similar, es veu que |I'equacio canonica d’una parabola és



x? + 2\/—D3/d{’ y = 0.
Finalment, I'’equacio reduida de rectes paral-leles es pot escriure
D
x2+=2=0

jaque Dy = A = dyp.

Exemple: area de l'el-lipse

Suposem que hem determinat que una conica de matriu projectiva A és
una el-lipse, és a dir, que d, > 0 i D3d; < 0. Com podem trobar la seva
area en funcio dels invariants?

En termes de I’equacio canonica, I'area de I'el-lipse és
A = mab.

Sabem, pero, que
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—u/A, b= —pu/A;

('equacio reduida és A;x% + A,y% + u = 0), de manera que

A= T[\/‘Uz/dz.

Tenint en compte que u = D3/d,, finalment obtenim la férmula

A=m /Dg/dg.

Exemple: angle de les asimptotes d’una hipéerbola

L’angle a que formen les asimptotes d’una hiperbola, o un parell de rec-
tes reals, es pot determinar per la formula

cos?(a) = d4/(d% — 4d,).

y
En efecte, en els dos casos I'equacié canonica de les rectes es Z+ o= 0.

Com que (—b,a) i (b, a) son vectors directors d’aquestes rectes,



aZ_bZ
a’+b2°

Perdba? =1/1,i-b*=1/2,,don

cos(a) =

/11+Az _ dl
A=Ay A=Ay

cos(a) =

Finalment és suficient constatar que

(A — 22)% = (A + 1) — 444, = df — 4d,.

Exemple: semidistancia focal d’una conica no degenerada amb centre

La semidistancia focal, ¢, d’'una el-lipse o d’una hiperbola ve donada per

c? = "2 /df — 4d;

Els raonaments son similars als dels exemples anteriors.

11
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Exemple: definicio alternativa de les coniques

A la introduccio hem vist que la parabola és el lloc geometric dels punts P que complei-
xen la condicié d(P,F) = d(P,L), on F és el focus i L la directriu. Remarcablement,
I"argument que hem usat per demostrar aquest fet es pot adaptar facilment al cas d’'una
el-lipse (suposant que no és circumferencia), o al cas d’una hiperbola, per demostrar
gue, en qualsevol dels dos casos, la conica és el lloc geometric dels punts P tals que

d(P,F) =¢-d(P,L),

on F és un focus, L la directriu d’aquest focus (es defineix com en el cas de la parabola),
¢ = cos(y) / cos(a), amb a I'angle entre I'eix del con i una generatriu i y I'angle entre el
pla de la conica i I'eix del con. Notem que, amb les notacions de la figura del cas de la
parabola, en lloc de

PQ = PP’/ cos(a)
tindrem
PQ = PP’/ cos(y),

ja que y és I'angle format per PP' i II.
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Vegem com establir 'enunciat anterior per mitjans analitics, com una
il-lustracio del metode dels invariants. Un avantatge d’aquest procedi-
ment és que quedara establert, ensems, que |la constant & coincideix, en
el cas de I'el-lipse i la hiperbola, amb "excentricitat. Com que € = 1 en el

cas de la parabola, d’ara enda- I

vant considerarem que la parabo-

la té excentricitat 1. 6p p
?lrfffffffff/

.. . . p

Sigui e un nombre real positiu. Si- m
pw 777777 -

. ] e \ W

guin, en un pla euclidia, L una

recta i F un punt exterior a L. 5

Llavors, el lloc geometric dels F “ F/

punts P tals que

d(P,F)
d(P,L)

e= %(el-lipse)

e =1 (parabola)

e= g (hiperbola)
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és una el-lipse, una parabola o una hipéerbola segonsquee <1,e=10
e > 1. En tots el casos, F és un focus, |la recta per F perpendicular a L és
I"eix principal i e és I'excentricitat.

En efecte, sigui O el peu de la perpendicular a L pel punt F i considerem
una referencia rectangular amb origen O i eixos OF i L. L'eix Ox, doncs,
coincideix amb la perpendicular a L per F. També tenim que F = (p, 0),
on p és la distancia de F a L (en diem parametre focal).

Per un punt P = (x,y), la condicié d(P,F)/d(P,L) = e és equivalent a
la relacid

(x —p)* +y* = e*x?,
és a dir, a
x] (1 —e?)x?*+y%—2px+p?=0.

La matriu projectiva d’aquesta conica és



1—e2 0 —p]
o 1 o]l
-p 0 p?

Pertant D; = p?(1 — e?) — p? = —p?e?,d, =1—e?,d, = 2 — e*.

D; = —p?e? < 0 = no degenerada, i

e < 1lel-lipse
d, =(1—e)(1+e)=>{e=1 parabola
e > 1 hiperbola

En el cas de l'el-lipse, és una el-lipse real, ja que D;d; < 0.

-1

Centre. 0' = (p,0) (1 —Oez (1)) = (1_2982,0)

202
p — 0

1—e?

Equacié reduida. (1 — e*)x'* + y'* —

15
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Semieixos. a = |£22| ,b =pe/|1—e?|

2

(1-e2)2  1-e2 1-e2’

Semidistancia focal. El-lipse: c = Va2 — b2 = J

Hipérbola: ¢ = Va? + b? = \/% + Szzi = epze_zl .
Excentricitat:% = e.

Focus. El-lipse: 0" — (c,0) = (1_1962 , O) — (1p_e:2 , O) = (p,0) =F.
Hiperbola: 0’ + (¢, 0) = (1_2962,0) -+ (epze_zl,O) = (p,0) = F.

Remarca. En una conica d’excentricitat e i parametre focal p, el punt Q = (p, pe) (ma-
teix sistema de coordenades que a la figura) és de la conica. Té la propietat que FQ és
perpendicular I'eix principal de la conica, ja que Q — F = (0,pe). Tenim, a més, que
d(F,A) = pe. Aquesta distancia es denomina semicostat de la conica i posarem A per
denotar-lo (el costat, o latus rectum en terminologia tradicional, és 21 = 2pe).



Tipus de conica

Equacio reduida

Conica centrada (d, # 0)

D4
Alx +Azy +—=0

d;
\ D;
Parabola X2 +2 |[-—=y=
dy
: D
Rgctgs paral Ie.:les. X2 1 _z 0
(distintes o coincidents) dj

Magnituds relatives a coniques

Expressidé amb invariants

Area d’una el-lipse

v |D3/d3

Angle a format per asimptotes hiperbola

cos?(a) = d%/(d? —

Semidistancia focal conica no degenerada

2 |3|
_dz

d? — 4d,
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