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Nocions bàsiques 

Donat un polinomi quadràtic real  

,ݔሺݍ   [כ] ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ 

en les coordenades rectangulars ሺݔ,   ሻ, direm que l’equacióݕ

,ݔሺݍ  [ככ] ሻݕ ൌ 0 

defineix una cònica analítica, que denotarem ࣝ௤. Atès que l’equació és li‐

neal quan la part quadràtica (o part principal) 

,ݔଶሺݍ   ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔ2ܾ ൅   ଶݕܿ

s’anul·la, suposarem que ݍଶሺݔ, ሻݕ ് 0. 

Un punt ሺߙ, ,ߙሺݍ ሻ pertany a ࣝ௤ si i només siߚ ሻߚ ൌ 0. Es diu que el punt ሺߙ, ,ߙ ሻ és real siߚ ߚ א Թ, i es diu que és imaginari si ߙ, ߚ א ԧ i ߙ ב Թ o ߚ ב Թ. Si ሺߙ, ,തߙሻ és un punt imaginari, direm que ൫ߚ  ҧ൯ és el seu puntߚ
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conjugat. Com que el polinomi ݍሺݔ,  ሻ és real, ࣝ௤ conté, amb cada unݕ

dels seus punts imaginaris, el seu conjugat. 

Si ሺݔᇱ,  ᇱሻ és un altre sistema de coordenades rectangulars iݕ

,ᇱݔᇱሺݍ   ᇱሻݕ ൌ ܽᇱݔᇱଶ ൅ 2ܾᇱݔᇱݕᇱ ൅ ܿᇱݕᇱଶ ൅ 2݀ᇱݔᇱ ൅ 2݁ᇱݕᇱ ൅ ݂Ԣ 
és un polinomi quadràtic en ሺݔᇱ,  ᇱሻ amb part principal no nul·la, diremݕ
que les equacions ݍሺݔ, ሻݕ ൌ 0 i ݍᇱሺݔᇱ, ᇱሻݕ ൌ 0 defineixen la mateixa còni‐
ca analítica si i només si existeix un nombre real ߩ tal que 

,ᇱݔᇱሺݍ   ᇱሻݕ ൌ ,ݔሺݍߩ  ,ሻݕ

on considerem ݍሺݔ, ,ᇱݔሻ com el polinomi en ሺݕ ,ݔᇱሻ que s’obté substituint ሺݕ ,ݔሻ per les expressions del canvi de les coordenades ሺݕ ‐ሻ a les coorݕ
denades ሺݔᇱ, ,ݔሺݍ ᇱሻ. En particular, dos polinomisݕ ,ᇱݔᇱሺݍ ሻ iݕ  ᇱሻ en lesݕ
mateixes coordenades rectangulars defineixen la mateixa cònica si i no‐
més si existeix un nombre real ߩ tal que ݍԢሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺݍߩ  .ሻݕ
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Cònica projectiva 

Considerem la cònica analítica ࣝ௤ definida per l’equació [ככ]. Si ሾܺ, ܻ, ܼሿ 

són les corresponents coordenades projectives, de manera que ݔ ൌ ܺ/ܼ 
i ݕ ൌ ܻ/ܼ, direm que l’equació 

ଶܺܽ  [തכ] ൅ 2ܾܻܺ ൅ ܻܿଶ ൅ 2ܼ݀ܺ ൅ 2ܻܼ݁ ൅ ݂ܼଶ ൌ 0 

defineix la cònica projectiva ҧࣝ௤ associada a la cònica ࣝ௤. També direm 

que un punt ሾߦ, ,ߟ ,ߦሿ pertany a ҧࣝ௤ si i només si ሺߞ ,ߟ  ሻ satisfà l’equacióߞ

  .[തכ]

La noció de punt real (imaginari) de la cònica projectiva ҧࣝ௤, i la noció de 

punt conjugat d’un punt imaginari, es defineixen de manera semblant a 
com hem definit aquestes nocions per la cònica analítica. 

Notem que l’equació [כത] determina l’equació 

ଶݔܽ    ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ ൌ 0   



5 
 

fent la substitució ሾܺ, ܻ, ܼሿ հ ሾݔ, ,ݕ 1ሿ. 

Els punts de l’infinit de la cònica analítica ࣝ௤ són, per definició, els punts 

de la cònica projectiva ҧࣝ௤ que tenen la forma ሾܺ, ܻ, 0ሿ, és a dir, els punts ሾܺ, ܻ, 0ሿ tals que 

  ܽܺଶ ൅ 2ܾܻܺ ൅ ܻܿଶ ൌ 0. 

D’aquesta equació en diem equació dels punts del l’infinit de la cònica ࣝ௤, 

i també restricció a l'infinit de la cònica projectiva ҧࣝ௤. Notem que 

  ܽܺଶ ൅ 2ܾܻܺ ൅ ܻܿଶ ൌ ,ଶሺܺݍ ܻሻ.  

Exemples. La restricció a l’infinit de l’el·lipse 
௫మ௔మ ൅ ௬మ௕మ ൌ 1 és 

௑మ௔మ ൅ ௒మ௕మ ൌ 0, 

la qual defineix els punts imaginaris conjugats ሾܽ, േܾ݅, 0ሿ. 
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En el cas de la hipèrbola 
௫మ௔మ െ ௬మ௕మ ൌ 1, l’equació dels punts de l’infinit, ௑మ௔మ െ ௒మ௕మ ൌ 0 , defineix els punts reals ሾܽ, േܾ, 0ሿ, els quals coincideixen 

amb els punts de l’infinit de les asímptotes 
௫௔ േ ௬௕ ൌ 1.  

La restricció a l’infinit de la paràbola ݕଶ ൌ és ܻଶ ݔ݌2 ൌ 0, la qual només 
és satisfeta pel punt ሾ1,0,0ሿ. Per analogia amb el comportament de la in‐
tersecció d’una recta i una cònica que hem vist a la introducció, direm 
que la recta de l’infinit és tangent a la paràbola i que el punt de contacte 
és ሾ1,0,0ሿ. En tot cas, la noció de recta tangent a una cònica projectiva se‐
rà estudiada en detall posteriorment. 
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Matriu i matriu principal d’una cònica 

A una matriu simètrica real 

ҧܣ  [#] ൌ ൭ܽ ܾ ܾ݀ ݀ ݁݀ ݁ ݂൱ 

li podem assignar el polinomi 

,ݔ஺ҧሺݍ   ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ 

Si la matriu principal de ܣҧ, que per definició és 

ܣ   ൌ ቀܽ ܾܾ ܿቁ, 

és no nul·la, el polinomi ݍ஺ҧሺݔ, ሻ defineix una cònica analítica ࣝ௤ಲഥݕ , que 

podem denotar abreujadament ࣝ஺ҧ. Direm que aquesta cònica analítica és 
la determinada per la matriu  ܣҧ referida a les coordenades ሺݔ,  ሻ. Notemݕ

que si ߩ és un nombre real no nul, ܣҧ i ܣߩҧ determinen, referides a un ma‐
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teix sistema de coordenades, la mateixa cònica analítica. Notem també 

que la part principal del polinomi ݍ஺ҧሺݔ,  ሻ és el polinomiݕ

,ݔ஺ሺݍ   ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔ2ܾ ൅  .ଶݕܿ

Recíprocament, donada la cònica analítica definida per l’equació [ככ], 
podem associar‐li la matriu simètrica real [#], on ara ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂ són els 
coeficients del polinomi ݍሺݔ, ‐ሻ. Com que aquesta matriu només està deݕ
finida llevat d’un factor escalar no nul, posarem ሾܣҧሿ per denotar‐la i di‐
rem que és la matriu de la cònica relativa a les coordenades ሺݔ,  ሻ. Per talݕ
de poder fer la distinció quan ens calgui, de la matriu ܣҧ en direm la ma‐
triu de l'equació [ככ]. La part principal d’aquesta matriu és la matriu ܣ, on ܣ està formada amb els coeficients de la part principal de ݍሺݔ, ‐ሻ. Obserݕ
vem que podem posar 

ҧܣ   ൌ ൬ ܣ ࢓்࢓ ݂ ൰,  ࢓ ൌ ሺ݀, ݁ሻ. 
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Lema. Donada la matriu simètrica real ܣҧ, la cònica que determina, referi‐
da a les coordenades ሺݔ,  ሻ, és la definida per l’equacióݕ

  ሺݔ, ,ݕ 1ሻܣҧሺݔ, ,ݕ 1ሻ் ൌ 0 . 

La cònica projectiva associada a aquesta cònica és la definida per 
l’equació 

  ሺܺ, ܻ, ܼሻܣҧሺܺ, ܻ, ܼሻ் ൌ 0 

i la restricció a l’infinit per l’equació 

  ሺܺ, ܻሻܣҧሺܺ, ܻሻ் ൌ 0. 

Prova. ሺܺ, ܻ, ܼሻܣҧሺܺ, ܻ, ܼሻ் 

  ൌ ሺܽܺ ൅ ܾܻ ൅ ܼ݀, ܾܺ ൅ ܻܿ ൅ ܼ݁, ݀ܺ ൅ ܻ݁ ൅ ݂ܼሻሺܺ, ܻ, ܼሻ் 

  ൌ ܽܺଶ ൅ ܾܻܺ ൅ ܼ݀ܺ ൅ ܾܻܺ ൅ ܻܿଶ ൅ ܼܻ݁ ൅ ܼ݀ܺ ൅ ܻܼ݁ ൅ ݂ܼଶ 

   ൌ ܽܺଶ ൅ 2ܾܻܺ ൅ ܻܿଶ ൅ 2ܼ݀ܺ ൅ 2ܻܼ݁ ൅ ݂ܼଶ. 

Les altres dues relacions s’obtenen fent ሺܺ, ܻ, ܼሻ ൌ ሺݔ, ,ݕ 1ሻ i ܼ ൌ 0.   
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La matriu ܣҧ d’una cònica i la seva matriu principal, ܣ, també s’anomenen 
matriu projectiva i matriu de l'infinit de la cònica. 

Proposició. Siguin ܣҧ i ܣҧԢ matrius simètriques reals 3 ൈ 3. Llavors, la còni‐

ca analítica definida per ܣҧ, referida a les coordenades rectangulars ሺݔ,  ,ሻݕ
coincideix amb la cònica analítica definida per la matriu ܣҧԢ, referida a les 
coordenades ሺݔᇱ, ഥܯ ᇱሻ, si i només si existeix una matriuݕ  de la forma 

ഥܯ   ൌ ൬்ܯ૙     1்࢖  ൰, ܯ א ܱሺ2ሻ,  ࢖ ൌ ሺݎ, ,ݎ ,ሻݏ ݏ א Թ, 

i un nombre real ߩ, tals que 

ҧᇱܣ   ൌ ഥܯҧܣഥ்ܯߩ . 

Si aquest és el cas, llavors també tenim 

ᇱܣ   ൌ   ,ܯܣ்ܯߩ

on ܣ i ܣԢ són les matrius principals de ܣҧ i ܣҧԢ (notem que la matriu princi‐
pal de ܯഥ்ܣҧܯഥ  és ܯܣ்ܯ). 
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Equacions reduïdes 

Veurem que existeix un canvi rectangular de coordenades 

ݔ   ൌ ᇱݔଵߙ ൅ ᇱݕଵߚ ൅ ݕ  ,ଵߛ ൌ ᇱݔଶߙ ൅ ᇱݕଶߚ ൅  ଶߛ

que transforma el polinomi 

,ݔሺݍ    ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂  

en un polinomi 

,ᇱݔᇱሺݍ   ᇱሻݕ ൌ ᇱݔଵߙሺݍ ൅ ᇱݕଵߚ ൅ ,ଵߛ ᇱݔଶߙ ൅ ᇱݕଶߚ ൅  ଶሻߛ

que és d’una de les formes següents: 

 a)    ߣଵݔᇱଶ ൅ ᇱଶݕଶߣ ൅  (cas centrat)   ߤ

b)   ߣଵݔᇱଶ ൅  Ԣ             (cas parabòlic)ݕ2݁

c)  ߣଵݔᇱଶ ൅  (rectes paral·leles)       ߤ

on ߣଵ,  .un nombre real arbitrari ߤ ଶ i ݁ són nombres reals no nuls iߣ
D’aquestes expressions en direm formes reduïdes. 
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Primera reducció. El primer pas consisteix a diagonalitzar la matriu ܣ, és 
a dir, a fer un canvi tal que la nova matriu de l’infinit, ܣᇱ ൌ  sigui ,ܯܣ்ܯ
diagonal. Com veurem tot seguit, això es pot aconseguir fent un canvi ሺݔ, ሻ்ݕ ൌ ,ᇱݔሺܯ  ortogonal (és un canvi, per tant, que deixa ܯ ᇱሻ் ambݕ
l’origen fix).   

Proposició. Si ܣ no és diagonal (és a dir, si ܾ ് 0) i definim 

ߙ   א ሾെ4/ߨ,  4ሿ/ߨ

per la fórmula 

  tanሺ2ߙሻ ൌ 2ܾ/ሺܽ െ ܿሻ 

(amb la convenció que 2ߙ ൌ ܽ si 2/ߨ ൌ ܿ) i posem 

ܯ   ൌ ቀcos sinߙ െ  ߙ sin cos   ߙ   ,ቁߙ

llavors ܣᇱ ൌ  .és diagonal  ܯܣ்ܯ



13 
 

Prova. Un càlcul immediat ens mostra que l’element de la posició (1,2) de 
la matriu ܯܣ்ܯ és 

  ܾ cosሺ2ߙሻ െ ଵଶ ሺܽ െ ܿሻ sinሺ2ߙሻ, 

i l’anul·lació d’aquest element equival a la relació que hem usat per defi‐
nir ߙ. Com que ܯܣ்ܯ és una matriu simètrica, també s’anul·la l’element 
de la posició ሺ2,1ሻ i, per tant, ܯܣ்ܯ és una matriu diagonal.       □  

Corol·lari. Els valors propis de ܣ, diguem‐ne ߣଵ i ߣଶ, són reals i 

ᇱܣ   ൌ ൬ߣଵ0  . ଶ൰ߣ0  

Prova. Com que ܯ és ortogonal, ்ܯ ൌ   ,ଵ. Per tantିܯ

ᇱܣ   ൌ ܯܣ்ܯ ൌ   ܯܣଵିܯ

és una matriu conjugada de ܣ. En resulta que ܣ i ܣԢ tenen els mateixos 
valors propis. Com que ܣԢ és real i diagonal, això acaba la prova.      □  
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Remarca. Els valors propis ߣଵ i ߣଶ de ܣ s’obtenen resolent l’equació 

   detሺܫߣଶ െ ሻܣ ൌ 0, és a dir, 

ଶߣ   െ ሺܽ ൅ ܿሻߣ ൅ ሺܽܿ െ ܾଶሻ ൌ 0 

(es coneix amb el nom d’equació secular de ܣ). Així doncs, 

,ଵߣ   ଶߣ ൌ ௔ା௖േඥሺ௔ି௖ሻమାସ௕మଶ , 

ja que ሺܽ ൅ ܿሻଶ െ 4ሺܽܿ െ ܾଶሻ ൌ ሺܽ െ ܿሻଶ ൅ 4ܾଶ. Aquesta expressió con‐
firma que ߣଵ i ߣଶ són reals. 
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Segona reducció. La proposició anterior ens permet reduir l’equació de la 
cònica a una de la forma ሾڃሿ    ߣଵݔଶ ൅ ଶݕଶߣ ൅ ݔ2݀ ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ ൌ 0. 

Hi ha dues situacions a considerar: ߣଵߣଶ ് 0 i ߣଵߣଶ ൌ 0. Si es dóna 
aquest segon cas, hi ha un valor propi nul i un de no nul (recordem que 
hem suposat ܣ ് 0). Intercanviant els eixos de la referència si calgués, 
sempre podem suposar que ߣଵ ് 0 i ߣଶ ൌ 0. A més, canviant l’equació de 
signe si fos ߣଵ ൏ 0, podem suposar, en qualsevol cas, que ߣଵ ൐ 0. En re‐
sum, suposarem que en l’equació [ڃ]  es compleix ߣଵ ൐ 0 i, d’aquesta 
manera, els dos casos es corresponen a les condicions ߣଶ ് 0 i ߣଶ ൌ 0, 
respectivament. 

Ara l’eina bàsica per seguir el procés de reducció és la compleció del qua‐
drat, és a dir, la identitat 

ଶݔߣ   ൅ ݔ2݀ ൌ ᇱଶݔߣ ൅ ᇱݔ  ,݇ ൌ ݔ ൅ ݇  i ߣ/݀ ൌ െ݀ଶ/ߣ. 
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Si estem en el cas ߣଶ ് 0, llavors dues complecions del quadrat, i el cor‐
responent canvi de coordenades (el canvi d’origen ݔ ൌ ᇱݔ െ ݕ ,ଵߣ/݀ ൌ ᇱݕ െ ݀ ଶ), ens permeten de suposar queߣ/݁ ൌ ݁ ൌ 0, amb la qual 
cosa obtenim una equació reduïda del cas centrat: 

ᇱଶݔଵߣ   ൅ ᇱଶݕଶߣ ൅ ߤ ൌ 0 . 

I si estem en el cas ߣଶ ൌ 0, llavors podem fer una compleció del quadrat, 
amb la qual cosa arribem a una equació sense terme lineal en ݔ. És a dir, 
podem suposar que l’equació [ڃ] és 

ଶݔଵߣ   ൅ ݕ2݁ ൅ ݂ ൌ 0. 

Si ݁ ൌ 0, aquesta equació és de la forma 

Ԣଶݔଵߣ   ൅ ߤ ൌ 0, 



17 
 

que és una equació reduïda de rectes paral·leles, i si ݁ ് 0, un canvi 

d’origen de la forma ݕ ൌ ᇱݕ െ ௙ଶ௘ ens permet de suposar que ݂ ൌ 0, amb 

la qual cosa s’obté una equació de la forma 

Ԣଶݔଵߣ   ൅ Ԣݕ2݁ ൌ 0 

que és una equació reduïda de tipus parabòlic. 

 

Equacions canòniques  

Comencem amb una reduïda de tipus centrat 

ᇱଶݔଵߣ   ൅ ᇱଶݕଶߣ ൅ ߤ ൌ 0 

i procedim a discutir els diversos casos possibles. Si ߤ ് 0, posant 

  ܽ ൌ ඥ|ߣ/|ߤଵ ,  ܾ ൌ ඥ|ߣ|/|ߤଵ| 
obtenim que l’equació és equivalent a una de les tres formes següents: 
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௫మ௔మ ൅ ௬మ௕మ ൌ 1  (el·lipse) 

  
௫మ௔మ ൅ ௬మ௕మ ൌ െ1 (el·lipse imaginària) 

  
௫మ௔మ െ ௬మ௕మ ൌ 1 (hipèrbola) 

Si ߤ ൌ 0, llavors podem posar 

  ܽ ൌ 1/ඥߣଵ,   ܾ ൌ 1/ඥ|ߣଶ| 
i obtenim que l’equació adopta la forma següent: 

  
௫మ௔మ ൅ ߝ ௬మ௕మ ൌ 0 , 

on ߝ ൌ 1 si ߣଶ ൐ 0 i ߝ ൌ െ1 si ߣଶ ൏ 0. La segona possibilitat ens dóna 
dues rectes reals,  

  
௫௔ േ ௬௕ ൌ 0 , 

i la primera dues rectes imaginàries conjugades, 
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௫௔ േ ݅ ௬௕ ൌ 0. 

Pel que fa a la reduïda de tipus parabòlic, ߣଵݔଶ ൅ ݕ2݁ ൌ 0, és clar que és 
equivalent a l’equació 

ଶݔ   ൅ ݕ݌2 ൌ 0, amb ݌ ൌ   .ଵߣ/݁

Com que ݕ݌ ൌ ሺെ݌ሻሺെݕሻ, sempre podem suposar que ݌ ൐ 0 (altrament,  
es pot canviar l’orientació de l’eix ܱݕ). Veiem, doncs, que es tracta d’una 
paràbola amb paràmetre focal ݌ i amb eix coincident amb l’eix ܱݕ. 

Finalment, la reduïda de tipus ߣଵݔଶ ൅ ߤ ൌ 0 és equivalent, posant ݇ ൌ ඥ|ߣ/|ߤଵ quan ߤ ് 0, a una de les tres equacions següents: 

ଶݔ   ൌ ݇ଶ   (parell de rectes reals paral·leles, ݔ ൌ േ݇) 

ଶݔ   ൌ െ݇ଶ (parell de rectes imaginàries conjugades paral·leles, ݔ ൌ േ݅݇) 

ଶݔ   ൌ 0   (recta doble) 
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Còniques centrades 

Diem que una cònica és centrada si detሺܣሻ ് 0. Segons el que ja hem dit 
en aquest apartat, són les còniques que donen lloc a reduïdes de tipus 
centrat.  

Proposició. Suposem que la cònica és centrada. Llavors existeix un únic 
punt ሺݔ଴,  ଴ሻ respecte del qual la cònica és simètrica. A més, aquest puntݕ
és igual a െሺ݀, ݁ሻିܣଵ. 

Prova. Suposem que el punt ሺݔ଴, ‐଴ሻ és un centre de simetria de la còniݕ
ca. Si fem el canvi d’origen ݔ ൌ ᇱݔ ൅ ݕ ,଴ݔ ൌ ᇱݕ ൅ ‐଴, llavors la cònica, reݕ
ferida a les coordenades ሺݔᇱ,  .ᇱሻ, ha de ser simètrica respecte de l’origenݕ
Això significa que l’equació ሺݔᇱ ൅ ,଴ݔ ᇱݕ ൅ ᇱݔሺܣ଴ሻݕ ൅ ,଴ݔ ᇱݕ ൅ ଴ሻ்ݕ ൅ 2ሺ݀, ݁ሻሺݔᇱ ൅ ,଴ݔ ᇱݕ ൅ ଴ሻ்ݕ ൅ ݂ ൌ 0 
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ha de ser invariant per la simetria central ሺݔᇱ, ᇱሻݕ հ ሺെݔᇱ, െݕᇱሻ, és a dir, 
que no ha de tenir termes lineals en ݔԢ i ݕԢ. Com que els termes lineals en ݔԢ i ݕԢ de l’equació anterior resulten ser 

  2ሺݔ଴, ,ᇱݔሺܣ଴ሻݕ Ԣሻ்ݕ ൅ 2ሺ݀, ݁ሻሺݔᇱ,  ,Ԣሻ்ݕ

veiem que la condició per tal que ሺݔ଴,  ଴ሻ sigui centre de simetria ésݕ
l’equació matricial 

  ሺݔ଴, ܣ଴ሻݕ ൅ ሺ݀, ݁ሻ ൌ 0. 

Però com que ܣ és una matriu invertible, 

  ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ െሺ݀, ݁ሻିܣଵ 

és la seva única solució.                  

L’únic centre de simetria, െሺ݀, ݁ሻିܣଵ, d’una cònica centrada s’anomena 
centre de la cònica.  
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Notem que l’equació ሺݔ଴, ܣ଴ሻݕ ൅ ሺ݀, ݁ሻ ൌ 0, que determina el centre, es 
pot escriure, separant les dues components, com el sistema 

  
଴ݔܽ ൅ ଴ݕܾ ൅ ݀ ൌ ଴ݔ0ܾ ൅ ଴ݕܿ ൅ ݁ ൌ 0ൠ 

Aquestes equacions, que s’anomenen equacions del centre, es poden re‐
cordar més fàcilment si observem que 

  
ݔܽ ൅ ݕܾ ൅ ݀ ൌ ݔ0ܾ ൅ ݕܿ ൅ ݁ ൌ 0ൠ 

són (la meitat de) les derivades parcials de l’equació de la cònica respecte 
de ݔ i ݕ, respectivament. En general, representen el lloc geomètric dels 
punts que són centres de simetria de la cònica i per això s’anomenen 
equacions dels centres. 
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Definició alternativa de les còniques no degenerades  

A la introducció hem vist que la paràbola és el lloc geomètric dels punts ܲ 
que compleixen la condició ݀ሺܲ, ሻܨ ൌ ݀ሺܲ, ‐la di ܮ és el focus i ܨ ሻ, onܮ
rectriu. Remarcablement, l’argument que hem usat per demostrar aquest 
fet es pot adaptar fàcilment al cas d’una el·lipse (suposant que no és cir‐
cumferència), o al cas d’una hipèrbola, per demostrar que, en qualsevol 
dels dos casos, la cònica és el lloc geomètric dels punts ܲ tals que ݀ሺܲ, ሻܨ ൌ ߝ ൉ ݀ሺܲ,  ,ሻܮ

on ܨ és un focus, ܮ la directriu d’aquest focus (es defineix com en el cas 
de la paràbola), ߝ ൌ cosሺߛሻ / cosሺߙሻ, amb ߙ l’angle entre l’eix del con i 
una generatriu i ߛ l’angle entre el pla de la cònica i l’eix del con. Notem 
que, amb les notacions de la figura del cas de la paràbola, en lloc de 

  ܲܳ ൌ ܲܲᇱ/ cosሺܽሻ 

tindrem  
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  ܲܳ ൌ ܲܲᇱ/ cosሺߛሻ,  

ja que ߛ és l’angle format per ܲܲԢ i Π. 

 

Vegem com establir l’enunciat anterior per mitjans analítics, com una 
il·lustració dels mètodes de l’apartat anterior. Un avantatge d’aquest 
procediment és que quedarà establert, ensems, que la constant ߝ coinci‐
deix, en el cas de l’el·lipse i la hipèrbola, amb l’excentricitat. Com que ߝ ൌ 1 en el cas de la paràbola, d’ara endavant considerarem que la parà‐
bola té excentricitat 1. 

 

Sigui ݁ un nombre real positiu. Siguin, en un pla euclidià, ܮ una recta i ܨ 
un punt exterior a ܮ. Llavors, el lloc geomètric dels punts ܲ tals que 

  
ௗሺ௉,ிሻௗሺ௉,௅ሻ ൌ ݁ 
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és una el·lipse, una paràbola o una hipèrbola segons que ݁ ൏ 1, ݁ ൌ 1 o ݁ ൐ 1. En tots el casos, ܨ és un focus, la recta per ܨ perpendicular a ܮ és 
l’eix principal i ݁ és l’excentricitat. 

En efecte, sigui ܱ el peu de la 
perpendicular a ܮ pel punt ܨ i 
considerem una referència rec‐
tangular amb origen ܱ i eixos ܱܨ 
i ܮ. L’eix ܱݔ, doncs, coincideix 
amb la perpendicular a ܮ per ܨ. 
També tenim que ܨ ൌ ሺ݌, 0ሻ, on ݌ és la distància de ܨ a ܮ (en di‐
em paràmetre focal).  

Per un punt ܲ ൌ ሺݔ, ‐ሻ, la condiݕ
ció ݀ሺܲ, ሻܨ ݀ሺܲ, ⁄ሻܮ ൌ ݁ és equi‐
valent a la relació 

F F ′O′

7
10 (el·lipse)e =

1 (paràbola)e =

6
5 (hipèrbola)e =

O

p6
5
p

p
7
10
p

L
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  ሺݔ െ ሻଶ݌ ൅ ଶݕ ൌ ݁ଶݔଶ,  

és a dir, a 

ሺ1  [כ] െ ݁ଶሻݔଶ ൅ ଶݕ െ ݔ݌2 ൅ ଶ݌ ൌ 0. 

Si ݁ ൏ 1, llavors 1 െ ݁ଶ ൐ 0 i per compleció del quadrat obtenim 
l’equació 

  ሺ1 െ ݁ଶሻ ቀݔ െ ௣ଵି௘మቁଶ ൅ ଶݕ ൌ ௘మ௣మଵି௘మ  

la qual representa una el·lipse de centre el punt ܱᇱ ൌ ሺ ௣ଵି௘మ , 0ሻ, eix prin‐

cipal ܱݔ i semieixos 

  ܽ ൌ ௘௣ଵି௘మ ,  ܾ ൌ ௘௣√ଵି௘మ . 

Un càlcul senzill mostra que ܿ ൌ ௘మ௣ଵି௘మ, d’on resulta que l’excentricitat de 

l’el·lipse és ܿ/ܽ ൌ ݁. Finalment, ܨ és un focus de l’el·lipse, ja que ܱᇱ െ ሺܿ, 0ሻ ൌ ሺ݌, 0ሻ ൌ  .ܨ
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Si ݁ ൌ 1, l’equació [כ] del lloc geomètric esdevé 

ଶݕ   െ ݔ݌2 ൅ ଶ݌ ൌ 0, 

que es tracta d’una paràbola per a la qual el punt ܨ ൌ ሺ݌, 0ሻ és el focus i 
la recta ܱݔ l’eix. 

Manca discutir el cas ݁ ൐ 1. Canviant de signe l’equació [כ], obtenim 
l’equació equivalent 

  ሺ݁ଶ െ 1ሻݔଶ െ ଶݕ ൅ ݔ݌2 െ ଶ݌ ൌ 0 

que, completant el quadrat, es transforma en 

  ሺ݁ଶ െ 1ሻ ቀݔ ൅ ௣௘మିଵቁଶ െ ଶݕ ൌ ௘మ௣మ௘మିଵ . 

Es tracta, doncs, d’una hipèrbola amb centre al punt ሺെ ௣௘మିଵ , 0ሻ i semiei‐

xos 

  ܽ ൌ ௘௣௘మିଵ ,  ܾ ൌ ௘௣√௘మିଵ . 
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Per càlcul s’obté que ܿ ൌ ௘మ௣௘మିଵ, d’on resulta que ܨ ൌ ሺ݌, 0ሻ és un focus i 

que ݁ és l’excentricitat. 

En una cònica d’excentricitat ݁ i paràmetre focal ݌, el punt ܳ ൌ ሺ݌,  ሻ݁݌
(mateix sistema de coordenades que a la figura) és de la cònica. Té la 
propietat que ܳܨ és perpendicular l’eix principal de la cònica, ja que ܳ െ ܨ ൌ ሺ0, ,ܨሻ. Tenim, a més, que ݀ሺ݁݌ ሻܣ ൌ  Aquesta distància es .݁݌
denomina semicostat de la cònica i posarem ߣ per denotar‐lo (el costat, o 
latus rectum en terminologia tradicional, és 2ߣ ൌ  .(݁݌2


