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Geometria / GQ 
0. Seccions còniques 
© S. Xambó 

El·lipse 

La figura adjunta representa la secció 
d’un con circular recte per un pla ߨ que 
forma un angle amb l’eix ܱܼ d’aquest 
con superior a l’angle ߙ que ܱܼ forma 
amb una generatriu qualsevol del con. 
L’observació fonamental és el teorema 
de Dandelin (1794‐1847): Els punts ܣ 
d’aquesta secció compleixen 

ଵܨܣ   ൅ ଶܨܣ ൌ ܰܯ ൌ constant, 

on ܨଵ i ܨଶ són els punts de contacte amb el pla ߨ de les dues esferes tan‐
gents al con i a 1.ߨ  
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En efecte, ܨܣଶ ൌ  són dues tangents a una mateixa ܯܣ ଶ iܨܣ ja que ,ܯܣ
esfera. Anàlogament, ܨܣଵ ൌ  Ara l’enunciat és conseqüència del fet .ܰܣ
que ܰܯ té el mateix valor per a qualsevol generatriu del con.            

Prenent la referència rectangular de ߨ amb eix ܱݔ la recta ܨଵܨଶ i origen el punt mitjà del 
segment ܨଵܨଶ, i amb les notacions de la figura, 
els punts ሺݔ,  ሻ de la secció compleixenݕ

 ඥሺݔ െ ܿሻଶ ൅ ଶݕ ൅ ඥሺݔ ൅ ܿሻଶ ൅ ଶݕ ൌ 2ܽ, 

de la qual en resulta l’equació 

  [כ]
௫మ௔మ ൅ ௬మ௕మ ൌ 1,  ܾ ൌ √ܽଶ െ ܿଶ.    

Direm que és l’equació canònica de l’el·lipse, i ܽ i ܾ s’anomenen semiei‐
xos (principal i secundari). Els punts ܨଵ i ܨଶ s’anomenen focus i ܱ el centre 
de l’el·lipse. Els punts ሺ0, േܽሻ són els vèrtexs principals i ሺ0, േܾሻ els vèr‐
texs secundaris. Notem la parametrització 
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ݔ   ൌ ܽ cosሺݐሻ,  ݕ ൌ ܾ sinሺݐሻ.  

Excentricitat: ݁ ൌ ܿ/ܽ (0 ൑ ݁ ൏ 1). 

Àrea. Del fet que l’afinitat ሺݔ, ሻݕ հ ቀݔ, ௔௕  ቁݕ

transforma la circumferència de radi ܽ en 
l’el·lipse [כ], en deduïm que l’àrea de l’el·lipse 

és ܽߨଶ ௕௔ ൌ  .ܾܽߨ

Tangent en un punt. Sigui ܲሺݔ଴,  Considerem .[כ] ଴ሻ un punt de l’el·lipseݕ
una recta per ܲ donada per equacions paramètriques  

ݔ   ൌ ଴ݔ ൅ ݕ  ,ݐߦ ൌ ଴ݕ ൅  ,ݐߟ

on ሺߦ, ሻߟ ് ሺ0,0ሻ. Per trobar les interseccions 
d'aquesta recta amb l’el·lipse, hem de trobar 
les solucions ݐ de l'equació 
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ሺ௫బାక௧ሻమ௔మ ൅ ሺ௬బାఎ௧ሻమ௕మ ൌ 1. 

Fent operacions, i recordant que ܲ és un punt de l’el·lipse, aquesta equa‐
ció resulta ser equivalent a  

  2 ቀ௫బక௔మ ൅ ௬బఎ௕మ ቁ ݐ ൅ ቀకమ௔మ ൅ ఎమ௕మቁ ଶݐ ൌ 0. 

La solució ݐ ൌ 0 ens dóna el punt ܲ. L’altra solució, 

ݐ   ൌ െ2 ቀ௫బక௔మ ൅ ௬బఎ௕మ ቁ / ቀకమ௔మ ൅ ఎమ௕మቁ, 

ens dóna un segon punt d’intersecció. Aquest punt coincideix amb ܲ si i 
només si 

  
௫బక௔మ ൅ ௬బఎ௕మ ൌ 0, 

és a dir, si i només si la recta coincideix amb la recta que passa per ܲ amb 
vector director ሺݕ଴ ܾଶ⁄ , െݔ଴/ܽଶሻ. Aquesta recta s’anomena tangent a 
l’el·lipse en el punt ܲ i és clar que la seva equació cartesiana és 
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௫బሺ௫ି௫బሻ௔మ ൅ ௬బሺ௬ି௬బሻ௕మ ൌ 0, 

que equival a 

  
௫బ௫௔మ ൅ ௬బ௬௕మ ൌ 1. 

En resum: Una recta per un punt ܲ d’una el·lipse la talla en el punt ܲ i ex‐
actament un altre punt ܲԢ tal que ܲᇱ ് ܲ excepte quan la recta és la tan‐
gent a l’el·lipse en el punt ܲ. En aquest cas es diu que ܲ és el punt de con‐
tacte de la tangent i l’el·lipse. 

Proposició (Propietat focal de 
l’el·lipse). Si ܲ és un punt de 
l’el·lipse [כ], la tangent en el punt ܲ 
coincideix amb la bisectriu exterior 

de l’angle ܨଵܲܨଶ෣ . 

Prova. Sigui ܮ la bisectriu exterior de l’angle ܨଵܲܨଶ෣ . Com que ܮ passa per ܲ, per veure que ܮ és la tangent a l’el·lipse en el punt ܲ serà suficient 
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demostrar que cap dels punts ܲᇱ א ܮ െ ሼܲሽ és de l’el·lipse. A tal fi, consi‐
derem el simètric del punt ܨଵ respecte de ܮ. Com que ܮ és la bisectriu ex‐

terior de ܨଵܲܨଶ෣ , el punt ܲ pertany al segment ܨଶܨଵᇱ. Ara tenim 

  2ܽ ൌ ଵܨܲ ൅ ଶܨܲ ൌ ଵᇱܨܲ ൅ ଶܨܲ ൌ ଶܨଵᇱܨ ൏ ܲᇱܨଵ ൅ ܲᇱܨଶ,  

de la qual cosa segueix que ܲԢ no és de l’el·lipse.  

Remarca. La demostració anterior prova que el lloc geomètric del punt ܨଵᇱ 
simètric de ܨଵ respecte d’una tangent variable, és la circumferència amb 
centre al focus ܨଶ de l’el·lipse i radi 2ܽ. Aquesta circumferència és ano‐
menada circumferència focal de l’el·lipse corresponent al focus ܨଶ.  
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Hipèrbola 

Si l’angle que el pla ߨ forma amb l’eix del con és in‐
ferior a l’angle ߙ entre l’eix i una generatriu, la figu‐
ra resultant és la hipèrbola i els seus punts ܣ com‐
pleixen 

ଵܨܣ|   െ |ଶܨܣ ൌ constant (ൌ 2ܽ). 

Prenent coordenades rectangulars com en el cas de 
l’el·lipse,  obtenim l’equació canònica de la hipèr‐
bola: 

  [ככ]
௫మ௔మ െ ௬మ௕మ ൌ 1,   

on posem 2ܿ per denotar la dis‐
tància entre els dos focus (els 

punts ܨଵ i ܨଶ) i ܾ ൌ √ܿଶ െ ܽଶ. 
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Semieixos: ܽ (principal) i ܾ (secundari). 

Excentricitat: La constant 

  ݁ ൌ ௖௔ ൐ 1. 

Vèrtexs: Els punts ሺ0, േܽሻ. 

Parametrització:  ݔ ൌ ܽ coshሺݐሻ,  ݕ ൌ ܾ sinhሺݐሻ. 

Asímptotes:  ݕ ൌ േ ௕௔  .ݔ

Tangent en un punt ܲሺݔ଴,   :଴ሻݕ
௫బ௫௔మ െ ௬బ௬௕మ ൌ 1 (les rectes per ܲ diferents 

de la tangent tallen la hipèrbola en el punt ܲ i exactament un altre punt ܲᇱ ് ܲ; la tangent en el punt ܲ, en canvi, no talla la hipèrbola en cap al‐
tre punt).  

Proposició (Propietat focal de la hipèrbola). Si ܲ és un punt de la hipèrbo‐
la [ככ], la tangent en el punt ܲ coincideix amb la bisectriu interior de 

l’angle ܨଵܲܨଶ෣ . A més, el lloc geomètric del simètric ܨଵᇱ de ܨଵ respecte 
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d’una tangent variable és la circumferència de centre l’altre focus, ܨଶ, i 
radi 2ܽ (aquesta circumferència es diu circumferència focal de la hipèrbo‐
la relativa al focus ܨଶ). 

Paràbola 

Si l’angle que el pla ߨ forma 
amb l’eix del con és igual a 
l’angle ߙ entre l’eix i una 
generatriu, la figura resul‐
tant és la paràbola i els seus 
punts ܲ compleixen, amb 
les notacions de la figura ad‐
junta, 

  ݀ሺܲ, ሻܨ ൌ ݀ሺܲ,  .ሻܮ
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Prenent coordenades de manera que ܱݔ sigui a la 
perpendicular a ܮ per ܨ, amb ܱ el punt mitjà de ܨܨԢ, ܨԢ la projecció ortogonal de ܨ sobre ܮ, l’equació de la 
paràbola es 

ଶݕ   ൌ   .ݔ݌2

La tangent en un punt ܲ, que es defineix de manera 
anàloga a com s’ha fet per l’el·lipse i la hipèrbola, té 
equació 
ݔ଴ݔ   െ ݕ݌ ൌ   .଴ݕ݌
La propietat focal en aquest cas és que la tangent és 
la bisectriu exterior de l’angle que formen ܲܨ i la 
recta per ܲ paral·lela a l’eix. 

  

0 0− =x x py py
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Notes 

1. A la figura adjunta es mostra una secció del con i 
de les esferes pel pla ܱܨଵܨଶ. Inversament, donada 
la secció podem generar el con i les esferes per ro‐
tació al voltant de ܱܼ. Indiquem com es pot cons‐
truir aquesta secció. Donades les rectes ܱ ଵܲ i ܱ ଶܲ, 
i la recta transversal ܳଵܳଶ , construïm el punt ܥ in‐

tersecció de la bisectriu ܱܼ de ଵܱܲ ଶܲ෣  i la bisectriu 

de ܳଵܳଶ ଶܲ෣ . Aleshores ܨଵ és la projecció ortogonal 
de ܥ sobre ܳଵܳଶ. La construcció de ܨଶ és similar: 
és la projecció ortogonal sobre ܳଵܳଶ del punt ܥԢ 
obtingut tallant ܱܼ amb la bisectriu de l’angle ܳଵܳଶܱ෣ .   
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