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Definició de projectivitat 

Siguin Զ ൌ ሾܧሿ i ԶԢ ൌ ሾܧԢሿ dos espais projectius.  

Donada una aplicació lineal injectiva ݂: ܧ ՜ :Ԣ, posarem ሾ݂ ሿܧ Զ ՜ ԶԢ per 
denotar l’aplicació tal que ሾݔሿ հ ሾ݂ሺݔሻሿ. 

 Està ben definida, ja que ሾ݂ሺݔ ߣሻሿ ൌ ሾ݂ߣሺݔሻሿ ൌ ሾ݂ሺݔሻሿ per a tot ߣ א ܭ െ ሼ0ሽ. 
 ሾ݂ߤሿ ൌ ሾ݂ ሿ ሺߤ א ܭ െ ሼ0ሽሻ. 

Direm que una aplicació ߮: Զ ՜ ԶԢ és una projectivitat si existeix un iso‐
morfisme lineal ݂: ܧ ՜ ߮ Ԣ tal queܧ ൌ ሾ݂ ሿ. 

Les projectivitats d’un espai projectiu Զ en ell mateix s’anomenen homo‐
grafies de Զ.  

 Una projectivitat transforma varietats lineals en varietats lineals de la 
mateixa dimensió: ሾ݂ሿሺሾܨሿሻ ൌ ሾ݂ሺܨሻሿ per a tot subespai ܨ de ܧ. 

 Si ߮: Զ ՜ ԶԢ és una projectivitat i ܮ i ܮԢ són varietats lineals de Զ, ߮ሺܮ ש Ԣሻܮ ൌ ߮ሺܮሻ ש ߮ሺܮԢሻ,  ߮ሺܮ ת ᇱሻܮ ൌ ߮ሺܮሻ ת ߮ሺܮԢሻ. 
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Algunes propietats bàsiques 

 La composició de projectivitats és una projectivitat. De fet, si ܧ ,ܧԢ i ܧԢԢ són espais vectorials i ݂: ܧ ՜ :Ԣ i ݂Ԣܧ Ԣܧ ՜  ԢԢ són aplicacions linealsܧ
injectives, llavors ሾ݂Ԣሿ ל ሾ݂ ሿ ൌ ሾ݂Ԣ ל ݂ሿ. 

 Si ݂: ܧ ՜ Ԣ és un isomorfisme lineal, ሾ݂ ሿ és bijectiva i la projectivitat ሾ݂ିଵሿ és inversa de la projectivitat ሾ݂ ሿ: ሾ݂ ሿିଵܧ ൌ ሾ݂ିଵሿ. 
 Les homografies d’una espai projectiu Զ formen un grup amb l’ope‐
ració de composició. 
D’aquest grup, se’n diu el grup projectiu de Զ, i posarem ܲܮܩሺԶሻ per 
denotar‐lo. 

 Invariància projectiva de la raó doble. Si ߮: Զଵ ՜ Զഥଵ és una projectivi‐
tat, llavors ߩሺ߮ሺܳଵሻ, ߮ሺܳଶሻ, ߮ሺܳଷሻ, ߮ሺܳସሻሻ ൌ ,ሺܳଵߩ ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ. En 
efecte, referits els punts de Զଵ a una referència ࣭, diguem ܳ௜ ,௜ݔሾؠ ௜ሿ࣭, llavors ߮ሺܳ௜ሻݕ ൌ ሾݔ௜,  ௜ሿఝሺ࣭ሻ i l’enunciat s’obté directament deݕ
la definició de raó doble. 
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Teorema fonamental de les projectivitats 
Sigui ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ una referència de l’espai projectiu Զ i ࣬ᇱ ൌ ሾ ଴ܲᇱ, ଵܲᇱ, … , ௡ܲᇱ; ܷᇱሿ una referència de l’espai projectiu ԶԢ (Զ i ԶԢ te‐
nen doncs la mateixa dimensió). Llavors existeix una única projectivitat ߮: Զ ՜ ԶԢ tal que ߮ሺ ௜ܲሻ ൌ ௜ܲᇱ (0 ൑ ݅ ൑ ݊) i ߮ሺܷሻ ൌ ܷԢ (abreujadament, ߮ሺ࣬ሻ ൌ ࣬Ԣ). 
Prova. Sigui ݁଴, ݁ଵ, … , ݁௡ una base de ܧ adaptada a ࣬ i ݁଴ᇱ , ݁ଵᇱ , … , ݁௡ᇱ  una 
base de ܧԢ adaptada a ࣬Ԣ.  
Sigui ݂: ܧ ՜ Ԣ l’única aplicació lineal tal que ݂ሺ݁௜ሻܧ ൌ ݁௜ᇱ. Llavors ݂ és un 
isomorfisme lineal i la projectivitat ሾ݂ሿ transforma ௜ܲ ൌ ሾ݁௜ሿ en ሾ݁௜ᇱሿ ൌ ௜ܲᇱ i ܷ ൌ ሾ݁଴ ൅ ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ݁௡ሿ en ሾ݁଴ᇱ ൅ ݁ଵᇱ ൅ ڮ ൅ ݁௡ᇱ ሿ ൌ ܷᇱ. 
Per veure la unicitat, sigui ߮: Զ ՜ ԶԢ una projectivitat que transforma ࣬ 
en ࣬Ԣ. N’hi haurà prou si mostrem que ߮ ൌ ሾ݂ሿ. Sigui ݃: ܧ ՜ ‐Ԣ un isoܧ
morfisme lineal tal que ߮ ൌ ሾ݃ሿ. Com que ௜ܲᇱ ൌ ߮ሺ ௜ܲሻ ൌ ሾ݃ሺ݁௜ሻሿ i ܷᇱ ൌ ߮ሺܷሻ ൌ ሾ݃ሺ݁଴ሻ ൅ ݃ሺ݁ଵሻ ൅ ڮ ൅ ݃ሺ݁௡ሻሿ, ݃ሺ݁଴ሻ, ݃ሺ݁ଵሻ, … , ݃ሺ݁௡ሻ és una base de ܧԢ adaptada a ࣬Ԣ. Per la unicitat, 
llevat d’un factor escalar, de les bases adaptades a una referència, exis‐
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teix un ߣ א ܭ െ ሼ0ሽ tal que ݃ሺ݁௜ሻ ൌ ௜ᇱ . Ara ݁௜ᇱ݁ߣ ൌ ݂ሺ݁௜ሻ, per definició de ݂ , i així ݃ ൌ ߮ d’on ,݂ߣ ൌ ሾ݃ሿ ൌ ሾ݂ߣሿ ൌ ሾ݂ሿ. 
Exemple. Siguin ܳ௜, ݅ ൌ 1, … ,4, punts diferents de Զଵ i തܳ௜  , ݅ ൌ 1, … ,4, 
punts diferents de Զଵ. Llavors existeix una projectivitat ߮: Զଵ ՜ Զഥଵ tal 
que ߮ሺܳ௜ሻ ൌ തܳ௜  si i només si ߩሺܳଵ, ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ ൌ ሺߩ തܳଵ, തܳଶ, തܳଷ, തܳସሻ, i en 
aquest cas ߮ és única. 

La condició es clarament necessària, per la conservació de la raó doble 
per projectivitats. Per veure l’afirmació recíproca, sigui ߮: Զଵ ՜ Զഥଵ la 
projectivitat que transforma la referència ሾܳଵ, ܳଶ; ܳଷሿ de Զଵ en la refe‐
rència ሾܳଵᇱ , ܳଶᇱ ; ܳଷᇱ ሿ de ԶԢ. Com que ܳସ és el punt que té coordenada abso‐
luta ߩ ൌ ,ሺܳଵߩ ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ en la referència ሾܳଵ, ܳଶ; ܳଷሿ, ߮ሺܳସሻ és el punt 
que té coordenada absoluta ߩ en la referència ሾܳଵᇱ , ܳଶᇱ ; ܳଷᇱ ሿ. Però aquest 
punt és ܳସᇱ  si ߩሺ തܳଵ, തܳଶ, തܳଷ, തܳସሻ ൌ  .ߩ
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Representació d’una projectivitat en coordenades 

Siguin ߮: Զ ՜ ԶԢ una projectivitat, ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ una referència de Զ i ࣬ᇱ ൌ ሾ ଴ܲᇱ, … , ௡ܲᇱ; ܷᇱሿ una referència de ԶԢ. Sigui ܍ ൌ ሺ݁଴, … , ݁௡ሻ una 
base adaptada a ࣬ i ܍ᇱ ൌ ሺ݁଴ᇱ , … , ݁௡ᇱ ሻ una base adaptada a ࣬Ԣ. Si ߮ ൌ ሾ݂ሿ, 
sigui ܯ la matriu de ݂ respecte de les bases ܍ i ܍Ԣ, és a dir, ݂ሺ܍ሻ ൌ  .ܯԢ܍
Com que ܍ ,܍Ԣ i ݂ estan definides llevat d’un factor escalar no nul, ሾܯሿ 
només depèn de ߮ i direm que és la matriu de ߮ respecte de les referèn‐
cies ࣬  i ࣬ Ԣ. 
Siguin ࣈ ൌ ሺߦ଴, … , ᇱࣈ ௡ሻ iߦ ൌ ሺߦ଴ᇱ , … , ௡ᇱߦ ሻ les ࣬‐coordenades d’un punt ܲ 
de Զ les ࣬Ԣ‐coordenades de ߮ሺܲሻ, respectivament. Llavors ሾࣈᇱ்ሿ ൌ ሾܯሿሾ்ࣈሿ. 

En efecte, ்ࣈ܍ és un representant de ܲ. Per tant, ݂ሺ்ࣈ܍ሻ ൌ ݂ሺ܍ሻ்ࣈ ൌ ܍ᇱ்ࣈܯ és un representant de ߮ሺܲሻ. Com que ܍ᇱࣈԢ் és un altre represen‐
tant de ߮ሺܲሻ, la fórmula en resulta immediatament. 
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Exemple: involucions de Զଵ 

Sigui ߮ ്  una involució de Զଵ (és a dir, una homografia tal que ߮ଶ és ݀ܫ

la identitat). Si la matriu de ߮, en una certa referència, és ቂܽ ܾܿ ݀ቃ, llavors ܽ ൅ ݀ ൌ 0. Recíprocament, si ܽ ൅ ݀ ൌ 0, llavors ߮ és una involució i ߮ ്   .݀ܫ

En efecte, com que 

  ቂܽ ܾܿ ݀ቃ ቂܽ ܾܿ ݀ቃ ൌ ቈ ܽଶ ൅ ܾܿ ܾሺܽ ൅ ݀ሻܿሺܽ ൅ ݀ሻ ܾܿ ൅ ݀ଶ ቉ 

ha de ser ሾܫଶሿ, és necessari que ݀ଶ ൌ ܽଶ, és a dir, ܽ ൅ ݀ ൌ 0 o ܽ െ ݀ ൌ 0. 
Si fos ܽ ൅ ݀ ് 0, llavors seria ߮ ൌ ݀ ja que tindríem ,݀ܫ ൌ ܽ i ܾ ൌ ܿ ൌ 0. 
Així, doncs, ܽ ൅ ݀ ൌ 0, i el càlcul anterior mostra que la matriu de ߮ଶ és ሾܫଶሿ. Notem que ܽଶ ൅ ܾܿ ൌ െሺܽ݀ െ ܾܿሻ ് 0. 
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Extensió projectiva d’una afinitat 

Sigui ߮: ८ ՜ ८ una afinitat de l’espai afí ሺ८, ܸሻ i ݂: ܸ ՜ ܸ el seu auto‐
morfisme lineal associat (݂ ൌ ෤߮ ). 

Teorema. (1) Existeix una única homografia ത߮  de ८ഥ tal que ത߮ሺ തܲሻ ൌ ߮ሺܲሻതതതതതതത 
(ܲ א ८). (2) L’homografia ത߮  deixa ८ஶ invariant i ത߮|८ஶ ൌ ሾ݂ሿ. 

Prova. Sigui ݓ א ܸ el vector tal que ߮ሺܱሻ ൌ ܱ ൅ :Sigui ݂ҧ .ݓ തܸ ՜ തܸ   
l’única aplicació lineal tal que ݁଴ հ ݁଴ ൅ ܸ|i ݂ҧ ݓ ൌ ݂. Com que ݁଴ ב ܸ i ݂ 
és un automorfisme de ܸ, ݂ҧ és un automorfisme de തܸ . Sigui ത߮ ൌ ሾ݂ҧሿ. Per 
definició tenim, doncs, ത߮ሺሾ݁ߣ଴ ൅ ሿሻݒ ൌ ሾߣሺ݁଴ ൅ ሻݓ ൅ ݂ሺݒሻሿ. Si ara ܲ és 
un punt de ८ i ܲ ൌ ܱ ൅ ݒ) ݒ א ܸ),  ത߮ሺ തܲሻ ൌ ത߮ሺሾ݁଴ ൅ ሿሻݒ ൌ ሾ݁଴ ൅ ݓ ൅ ݂ሺݒሻሿ ൌ ܱ ൅ ݓ ൅ ݂ሺݒሻതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ߮ሺܲሻതതതതതതത,  

i això demostra l’existència de ത߮. Notem que 

  ത߮ห८ஶ ൌ ൣ݂ҧ൧หሾܸሿ ൌ ൣ݂ҧ|ܸ൧ ൌ ሾ݂ሿ. 

Per veure la unicitat, sigui ߰ una homografia de ८ഥ tal que ߰ሺ തܲሻ ൌ ߮ሺܲሻതതതതതതത 
per a tot punt ܲ א ८. Veurem que ߰ ൌ ത߮   i això acabarà la demostració. 
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Per definició d’homografia, existeix un automorfisme lineal g de തܸ  tal que ߰ ൌ ሾ݃ሿ. De 

  ߰ሺ തܱሻ ൌ ቊሾ݃ሿሺሾ݁଴ሿሻ ൌ ሾ݃ሺ݁଴ሻሿ              ߮ሺܱሻതതതതതതത ൌ ܱ ൅ തതതതതതതതݓ ൌ ሾ݁଴ ൅ ሿݓ  

deduïm que existeix ߤ א tal que ݃ሺ݁଴ሻ ܭ ൌ ሺ݁଴ߤ ൅ ଵ݃ሻሺ݁଴ሻିߤሻ, és a dir, ሺݓ ൌ ݁଴ ൅ ߤ notem que) ݓ ് 0 perquè ݃ és injectiva). Com que ሾିߤଵ݃ሿ ൌ ሾ݃ሿ ൌ ߰, canviant ݃ per ିߤଵ݃ podem suposar que ߰ ൌ ሾ݃ሿ i ݃ሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ ൅ ݓ ൌ ݂ҧሺ݁଴ሻ.  

Sigui ara ݒ א ܸ un vector qualsevol i ܲ ൌ ܱ ൅   Llavors, amb .ݒ

  ߰ሺ തܲሻ ൌ ቊሾ݃ሿሺሾ݁଴ ൅ ሿሻݒ ൌ ሾ݃ሺ݁଴ሻ ൅ ݃ሺݒሻሿ ൌ ሾ݁଴ ൅ ݓ ൅ ݃ሺݒሻሿ߮ሺܲሻതതതതതതത ൌ ܱ ൅ ݓ ൅ ݂ሺݒሻതതതതതതതതതതതതതതതതതത ൌ ሾ݁଴ ൅ ݓ ൅ ݂ሺݒሻሿ                  
veiem que ݃ሺݒሻ ൌ ݂ሺݒሻ ൌ ݂ҧሺݒሻ.  

En suma, tenim ݃ ൌ ݂ҧ i, per tant, ߰ ൌ ത߮ .  
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Caracterització del grup afí com a subgrup del grup projectiu 
Corol·lari. L’aplicació ߮ հ ത߮  és un monomorfisme de ࣡ሺ८ሻ en ܲܮܩሺ८ഥሻ i 
la seva imatge és el subgrup de ܲܮܩሺ८ሻ format per les homografies que 
deixen ८ஶ invariant (o, equivalentment, que deixen ݅ሺ८ሻ invariant). 

Prova. Siguin ߮ i ߮Ԣ afinitats de ८. Aleshores, ߰ ൌ ത߮ᇱ ത߮  és una homogra‐
fia de ८ഥ que deixa ݅ሺ८ሻ invariant i que compleix ߰ሺ തܲሻ ൌ ሺ߮ᇱ߮ሻሺܲሻതതതതതതതതതതതത per a 
tot ܲ א ८. Com que ߰ᇱ ൌ ߮ᇱ߮തതതതത també compleix ߰ᇱሺ തܲሻ ൌ ሺ߮ᇱ߮ሻሺܲሻതതതതതതതതതതതത, per 
unicitat veiem que ߮ᇱ߮തതതതത ൌ ത߮ᇱ ത߮, la qual cosa prova ߮ հ ത߮  és un homo‐
morfisme de grups. Aquest homomorfisme és un monomorfisme, ja que 
les extensions projectives d’afinitats diferents són homografies diferents. 

Sigui ara ߰ ൌ ሾ݃ሿ una homografia de ८ഥ que deixa ८ஶ invariant. Llavors ݃ 
deixa ܸ invariant. A més, si ݃ሺ݁଴ሻ ൌ ଴݁ߤ ൅ ݓ amb ,ݓ א ܸ, tenim ߤ ് 0 
(altrament ݃ no seria injectiva). Canviant ݃ per ିߤଵ݃, podem suposar, 
doncs, que ݃ሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ ൅  Si ara posem .ݓ
   ݂ ൌ ݃|ܸ ݅ ߮ሺܲሻ ൌ ܱ ൅ ݓ ൅ ݂ሺܲ െ ܱሻ (per a tot ܲ א ८),  ߮ és una afinitat de ८ i  
  ߮ሺܲሻതതതതതതത ൌ ሾ݁଴ ൅ ݓ ൅ ݂ሺܲ െ ܱሻሿ ൌ ൣ݃൫݁଴ ൅ ሺܲ െ ܱሻ൯൧ ൌ ߰ሺ തܲሻ, 
d’on resulta ߰ ൌ ത߮. 
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Expressió de l’homografia ത߮  en coordenades 

Sigui ࣬ ൌ ሾܱ; ݁ଵ, … , ݁௡ሿ una referència afí de ८ i ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ la 
corresponent referència projectiva de ८ഥ.  

Considerem una afinitat ߮ de ८ i suposem que l’equació matricial de ߮ 
en la referència ࣬ és 

  ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܣ ൅  ,்࢖

de manera que ܣ és la matriu de ݂ ൌ ෤߮  en la base ݁ଵ, … , ݁௡ i ࢖ són les 
coordenades de ߮ሺܱሻ en la referència ࣬. 

Proposició. La matriu de ത߮  en el referència ത࣬  és  ൤ 1 ૙்࢖   . ൨ܣ

Prova. En efecte, 
  ݂ҧሺ݁଴ሻ ൌ ݁଴ ൅ ݓ ൌ ݁଴ ൅ ଵ݁ଵ݌ ൅ ڮ ൅ ௡݁௡ i  ݂ҧ൫݌ ௝݁൯ ൌ ݂൫ ௝݁൯ ൌ ∑ ܽ௜௝݁௜௜  
per ݆ ൌ 1, … , ݊, on hem posat ܣ ൌ ൫ܽ௜௝൯. 

 Una homografia de ८ diferent de la identitat és una translació si i 
només  si el seu conjunt de punts fixos coincideix amb l’hiperplà de 
l’infinit ८ஶ. 
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Punts fixos per una homografia 

Sigui ߮ ൌ ሾ݂ሿ una homografia de l’espai projectiu Զ ൌ ሾܧሿ. Un punt ሾݔሿ א Զ  és fix per ߮ si i només si ሾ݂ሺݔሻሿ ൌ ሾݔሿ. Com que aquesta relació 
equival a dir que existeix ߣ א ሻݔtal que ݂ሺ ܭ ൌ  ሿ és fixݔveiem que ሾ ,ݔߣ
per ߮ si i només si ݔ és un vector propi no nul de ݂. 

Proposició. El conjunt de punts fixos de ߮ és la unió d’un nombre finit de 
varietats lineals disjuntes dues a dues. 

Prova. Sigui ߮ ൌ ሾ݂ሿ, on ݂ és un automorfisme lineal de ܧ. El conjunt de 
vectors propis de ݂ de valor propi ߣ א  ఒܧ formen un subespai vectorial ܭ
de ܧ. A més, ܧఒ ת ఓܧ ൌ ሼ0ሽ si ߣ ് ,ଵߣ Si posem .ߤ … ,  ௥ per denotar elsߣ
valors propis no nuls diferents de ݂ i ܮ௜ ൌ ሾܧ௜ሿ (݅ ൌ 1, … ,  llavors és clar ,(ݎ
que les varietats lineals ܮଵ, … , ‐௥ són disjuntes dues a dues i que el conܮ
junt de punts fixos de ߮ és ܮଵ ׫ ڮ ׫  .௥ܮ
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Exemple: homologies 

Es diu que una homografia ߮ és una homologia si és diferent de la identi‐
tat i té un hiperplà de punts fixos. En tal cas, l’hiperplà s’anomena eix de 
l’homologia. 

Si una homologia no té altres punts fixos que els de l’eix, es diu que és 
especial. Altrament, es diu que és general. 

Una homologia general té un únic punt fix fora de l’eix. En efecte, sigui ܪ 
l’eix d’una homologia ' i suposem que ܲ, ܳ ב  ߮ són dos punts fixos de ܪ
diferents. Veurem que si ܴ és un punt qualsevol, llavors ܴ és fix per ߮, 
amb la qual cosa l’afirmació queda establerta per reducció a l’absurd 
(߮ ്  .(݀ܫ

Per veure que ܴ és fix, podem suposar que ܴ ב ܴ i ܪ ് ܲ, ܳ. Aleshores ܴܲ és fixa, ja que 
conté dos punts fixos (ܲ i ܺ ൌ ܴܲ ת  Per les .(ܪ
mateixes raons, ܴܳ és fixa. I d’això resulta que ܴ és fix. ܲ ܳ

ܪܴ ܺ ܻ
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L’únic punt fix fora de l’eix d’una homologia general s’anomena centre de 
l’homologia. 

 Si ߮ és un homologia general, existeixen referències projectives ࣬  tals 

que la matriu de ߮ respecte de ࣬ té la forma ൤ ߢ ߢ ௡൨, onܫ א ߢ ,ܭ ്0,1. Basta prendre ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ amb ଴ܲ ൌ ܲ el centre de 
l’homologia i ଵܲ, … , ௡ܲ sobre l’eix ܪ. 

 El paràmetre ߢ queda unívocament determinat per ߮ (direm que ߢ és el mòdul de ߮). De fet, per a tot 
punt ܺ ് ܲ, ܺ ב ߢ ,ܪ ൌ ,ሺܲߩ ܲᇱ, ܺ, ܺᇱሻ, on ܺᇱ ൌ ߮ሺܺሻ i ܲᇱ ൌ ܺܺᇱ ת si ܲᇱ :ܪ ൌ ሾ݁ᇱሿ, llavors ܺ ൌ ሾ݁ߣ଴ ൅ ݁Ԣሿ (ߣ א ܭ െ ሼ0ሽ), ܺᇱ ൌ ሾ݁ߣߢ଴ ൅ ݁Ԣሿ i ߩሺܲ, ܲᇱ, ܺ, ܺᇱሻ ൌ ,∞ሺߩ 0, ,ߣ ሻߢߣ ൌ  .ߢ

 Les homologies de mòdul െ1 es diuen harmòniques. Per exemple, 
l’extensió projectiva de la simetria especular ߪு respecte d’un hiperplà ܪ 
d’un espai euclidià és l’homologia harmònica d’eix ܪഥ i centre el punt de 
l’infinit de les rectes perpendiculars a ܪ. 

 Les rectes invariants per una homologia general són les contingudes a 
l’eix i les que passen pel centre. 

ܲ 

ܪܺ ܲԢܺԢ
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 Si ८ és un espai afí i ߮ és una homotècia de centre ܱ, llavors la seva ex‐
tensió projectiva ത߮  és una homologia general: el seu eix és l’hiperplà de 
l’infinit i el seu centre és el punt തܱ. El mòdul de ത߮  coincideix amb la raó 
de ߮. 

 Si ߮ és un homologia especial, existeixen re‐
ferències projectives ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ  tals 
que la matriu de ߮ respecte de ࣬ té la forma 

 ൦ 11   11 ڰ     1 ൪   

 Amb les notacions del punt anterior (i de la figura), per a tot punt ܲ ב  ܪ
es compleix que la recta ܲ߮ሺܲሻ passa per ଵܲ. 

 D’això resulta que les rectes invariants per ߮ són precisament les contin‐
gudes a l’eix  ܪ de ߮ i les que passen pel punt ଵܲ א  ,D’aquesta manera .ܪ
veiem que el punt ଵܲ de l’eix de ߮ queda unívocament determinat per ߮ i 
direm que és el centre de l’homologia especial ߮). 

 Si ߮ és una translació de ८, diguem ߮ ൌ ௩ , ത߮ݐ  és una homologia especial 
amb eix l’hiperplà ८ஶ i centre ሾݒሿ. 

ܲԢ ൌ ଵܲ ൌ ሾ݁ଵሿ  ܪ

߮ሺܲሻ ൌ ሾ݁଴ ൅ ݁ଵሿ 

ܲ ൌ ଴ܲ ൌ ሾ݁଴ሿ 



16 
 

Projeccions 

Sigui Զ ൌ ሾܧሿ un espai projectiu de dimensió ݊ ൒ 2 i ܸ ك Զ una varietat 
lineal de dimensió ݀ ൌ ݊ െ ݎ െ 1 (1 ൑ ݎ ൑ ݊ െ 1). Donat un punt ܲ ב ܸ, 
direm que la varietat ܸ ש ܲ és la projectant de ܲ des de ܸ i posarem ܸܲ 
per denotar‐la. Notem que ܸܲ té dimensió ݀ ൅ 1 ൌ ݊ െ  de manera ,ݎ
que ܸܲ és una recta quan ܸ és un punt.  

Sigui ara ܮ una varietat de dimensió ݎ tal 
que ܮ ת ܸ ൌ ש ܸ Notem que .׎ ܮ ൌ Զ, 
com una conseqüència immediata de la 
fórmula de les dimensions. Donat un punt ܲ ב ܸ, la intersecció de la projectant ܸܲ 
amb la varietat ܮ, ܸܲ ת  ,ܮ és un punt de ,ܮ
ja que per la fórmula de les dimensions dimሺܸܲ ת ሻܮ ൌ dimሺܸܲሻ ൅ dimሺܮሻ െ dimሺܸܲ ש ሻܮ ൌ ݊ െ ݎ ൅ ݎ െ ݊ ൌ 0. 

Direm que ܲԢ ൌ ܸܲ ת ‐des de ܸ (o amb cen ܮ és la projecció de ܲ sobre ܮ
tre ܸ). Òbviament, tenim ܲԢ ൌ ܲ si i només si ܲ א  .ܮ

ܸ
ܮ ܲܲԢ

ܳ ܳԢ
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Perspectivitats 

Considerem ara una altra varietat ܮԢ de dimensió ݎ i tal que ܸ ת Ԣܮ ൌ  Llavors podem considerar .׎
l’aplicació ߨ௏: ܮ ՜ ܲ ᇱ tal queܮ հ ܲԢ ൌ ܸܲ ת  .Ԣܮ
D’aquesta aplicació, en direm la perspectivitat de ܮ en ܮԢ des de ܸ (o amb centre ܸ). 
 
Proposició. Siguin ܮ i ܮԢ dues varietats lineals de dimensió ݎ d’un espai 
projectiu Զ௡ ൌ ሾܧሿ, 1 ൑ ݎ ൑ ݊ െ 1. Sigui ܸ una varietat lineal de Զ de 
dimensió ݊ െ ݎ െ 1 i disjunta de ܮ i de ܮԢ. Aleshores, la perspectivitat ߨ௏ ׷ ܮ ՜  .ᇱ és una projectivitatܮ

Prova. Siguin ܨ, ,Ԣܨ ܩ ك  els subespais vectorials ܧ
tals que ܮ ൌ ሾܨሿ, ܮԢ ൌ ሾܨԢሿ i ܸ ൌ ሾܩሿ. Les relacions ܸ ת ܮ ൌ ܸ i ׎ ש ܮ ൌ Զ equivalen a ܧ ൌ ܩ ْ  .ܨ
Anàlogament, ܧ ൌ ܩ ْ ݔ Ԣ. Donatܨ א Ԣݔ sigui ,ܧ א ݔ Ԣ l’únic vector tal queܨ െ Ԣݔ א  és a dir, la ,ܩ
projecció de ݔ sobre ܨԢ relativament a la descom‐

ܸ ܲܮ
ܲԢ

ܳ
ܳԢ  Ԣܮ

ݔܩݔ Ԣܨ െ Ԣݔ Ԣݔ
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posició ܧ ൌ ܩ ْ ܧ Ԣ. L’aplicacióܨ ՜ ݔ Ԣ tal queܨ հ  Ԣ és lineal i el seuݔ
nucli és ܩ. Així doncs, atès que ܩ ת ܨ ൌ ሼ0ሽ, l’aplicació ݂: ܨ ՜ ݔ Ԣ tal queܨ հ  ݂ ,Ԣ tenen la mateixa dimensióܨ i ܨ Ԣ és lineal i injectiva. Com queݔ
és un isomorfisme. Per acabar la demostració és suficient provar que  ߨ௏ ൌ ሾ݂ ሿ. 

En efecte, si ܲ ൌ ሾݔሿ א ݔ llavors ,ܮ െ Ԣݔ א  d’on ,ܩ
  ܸܲ ൌ ሾܩ ൅ ሿۄݔۃ ൌ ሾܩ ൅  .ሿۄԢݔۃ
Per tant 
௏ሺܲሻߨ   ൌ ܸܲ ת ᇱܮ ൌ ሾܩ ൅ ሿۄᇱݔۃ ת ሾܨᇱሿ ൌ  ሾݔᇱሿ ൌ ሾ݂ሺݔሻሿ. 

Proposició. Si ܮ i ܮԢ són dues rectes de Զ௡ i ߨ௏: ܮ ՜ ‐ᇱ és una projectiviܮ
tat, llavors, per a tota quaterna ܳଵ, ܳଶ, ܳଷ, ܳସ א   ,ܮ
,ሺܳଵߩ    ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ ൌ ,௏ሺܳଵሻߨ൫ߩ  ,௏ሺܳଶሻߨ ,௏ሺܳଷሻߨ  .௏ሺܳସሻ൯ߨ

Prova. És conseqüència del fet que les perspectivitats són projectivitats i 
que les projectivitats conserven la raó doble. 
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Aplicació. Siguin ܮଵ, ܮଶ, ܮଷ, ܮସ quatre rectes de Զଶ concurrents en un 
punt ܱ. Si ܮ és qualsevol recta que no passa per ܱ, i ܳ௜ ൌ ܮ ת  ௜ܮ
(݅ ൌ 1, 2, 3, 4), llavors el valor ߩሺܳଵ, ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ només depèn de ܮଵ, ܮଶ, ܮଷ, ܮସ, i no de ܮ. Posarem ߩሺܮଵ, ,ଶܮ ,ଷܮ  ସሻ per denotar‐lo i direm que ésܮ
la raó doble de ܮଵ, ܮଶ, ܮଷ, ܮସ. La raó doble de quatre plans de Զଷ que 
passen per una recta (es diu que formen un feix) es defineix anàloga‐
ment. 
 
  ܱ 

ܳଵ ܳସܳଷܳଶ 

ଵܮ  ଶܮଷܮସܮ
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Projectivitats de Poncelet 

Si ܮ i ܮԢ són varietats lineals de dimensió 1) ݎ ൑ ݎ  ൑ ݊ െ 1) d’un espai 
projectiu Զ௡, d’una aplicació ߮: ܮ ՜ ‐Ԣ en direm una projectivitat de Ponܮ
celet si es pot obtenir com a composició d’un nombre finit de perspectivi‐
tats, això és, si es pot trobar una successió ܮ଴, … ,  ௞ de varietats linealsܮ
de dimensió ݎ, amb ܮ ൌ ᇱܮ ଴ iܮ ൌ ,௞ , i una successió ଵܸܮ … , ௞ܸ de varie‐
tats lineals de dimensió ݊ െ ݎ െ 1 tals que ௜ܸ ת ௜ିଵܮ ൌ ௜ܸ ת ௜ܮ ൌ ݅ per ׎ ൌ 1, … , ݇, de manera que ߮ és la composició de les perspectivitats ߨ௏೔: ௜ିଵܮ ՜  ௜ . Com que les perspectivitats són projectivitats, és clar queܮ
tota projectivitat de Poncelet és una projectivitat. L’afirmació recíproca, 
també és certa: 

Teorema (de Poncelet). Tota projectivitat ߮: ܮ ՜  Ԣ entre dues varietatsܮ
lineals de dimensió ݎ d’un espai projectiu Զ௡ (1 ൑ ݎ ൑ ݊ െ 1) és una pro‐
jectivitat de Poncelet. 

Prova. Només farem el cas ݊ ൌ ݎ ,2 ൌ 1. Establirem primer el cas ܮ ്  Ԣ iܮ
després el cas general. 
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Proposició. Siguin ܮ i ܮԢ dues rectes diferents de Զଶ, ܣ, ,ܤ ‐tres punts di ܥ
ferents de ܮ i ܣԢ, ,Ԣܤ ,ܣ ,Ԣ. Llavorsܮ Ԣ tres punts diferents deܥ ,ܤ  es poden ܥ
transformar en ܣԢ, ,Ԣܤ  Ԣ per una perspectivitat o per una composició deܥ
dues perspectivitats. 

Prova. Suposem primer que ܣ ൌ ܤ Ԣ. Llavorsܣ ് ‐Ԣ coincidirien. Anàܮ i ܮ Ԣ, ja que altramentܤ
logament, ܥ ്  Ԣ. Podem, doncs, considerar elܥ
punt d’intersecció, diguem‐ne ܱ, de les rectes ܤܤԢ i ܥܥԢ. Ara és clar que la perspectivitat de vèr‐
tex ܱ transforma ܣ, ,ܤ ,Ԣܣ en ܥ ,Ԣܤ   .Ԣܥ
Si ܣᇱ ്  Ԣ que noܣ ԢԢ perܮ considerem una recta ,ܣ
passi per ܣ ni coincideixi amb ܮԢ, i un punt ܱ sobre 
la recta ܣܣԢ diferent de ܣ i ܣԢ. La projecció 
de ܮ en ܮԢԢ amb vèrtex ܱ transforma ܣ en ܣԢ. Si‐
guin ܤԢԢ, ԢԢܥ א  per aquesta ܥ i ܤ ԢԢ les imatges deܮ
projecció. Com que, pel cas anterior, hi ha una 
projecció que transforma ܣԢ, ,ԢԢܤ ,Ԣܣ ԢԢ enܥ ,Ԣܤ  ,Ԣܥ
això acaba la prova. 

ܱ Ԣܤܤܮ
ܥ

Ԣܥ Ԣܣܣ Ԣܮ
ܱ ܤ ܮ

Ԣܤ
ܥ

Ԣܥ  Ԣܮ
ܣ

Ԣܣ
ܱԢ

ԢԢܤ ԢԢܥ ԢԢܮ
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Proposició. Tota projectivitat entre dues rectes de Զଶ és una projectivitat 
de Poncelet. 

Prova. Siguin ܮ i ܮԢ les rectes i ߮: ܮ ՜ ,ܣ Ԣ una projectivitat. Siguinܮ ,ܤ ܥ א  tres punts diferents i posem ܮ
Ԣܣ    ൌ ߮ሺܣሻ, ܤԢ ൌ ߮ሺܤሻ i ܥԢ ൌ ߮ሺܥሻ.  
Pel teorema fonamental de les projectivitats, serà suficient veure que 
existeix una projectivitat de Poncelet ߰: ܮ ՜ ሻܣԢ tal que ߰ሺܮ ൌ ሻܤԢ,  ߰ሺܣ ൌ ሻܥԢ i  ߰ሺܤ ൌ  Ԣ. Com que això ha estat establert a la proposicióܥ
anterior si ܮ ് ܮ Ԣ, ara només cal fer el casܮ ൌ  Ԣ. Aquest cas, però, esܮ
pot reduir a l’anterior com expliquem tot seguit. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ܣ ܤ ܥ Ԣܤ ԢܣԢܥ ܮ ൌ Ԣܮ
ଵܣଵܮ ଵܤ ଵܥ

ܱ
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Escollim una recta ܮଵ diferent de ܮ i un punt ܱ ב ,ܮ  ଵܥ ଵ iܤ ,ଵܣ ଵ. Posemܮ
per denotar les projeccions de ܣ, ,ܤ ଵܮ ଵ des de ܱ. Com queܮ sobre ܥ ് ܮ  ൌ :ᇱ, per la proposició existeix una projectivitat de Poncelet ߰ଵܮ ଵܮ ՜   Ԣ tal queܮ
  ߰ଵሺܣଵሻ ൌ ଵሻܤԢ,  ߰ଵሺܣ ൌ ଵሻܥԢ, ߰ଵሺܤ ൌ  .Ԣܥ
Si posem ߰: ܮ ՜ :ைߨ Ԣ per denotar la composició de la perspectivitatܮ ܮ ՜ ‐ᇱ amb la projectivitat de Poncelet  ߰ଵ, llavors   és una projectiviܮ
tat de Poncelet que compleix les condicions que necessitàvem. 
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Teorema del quadrangle complet 

Considerem un quadrangle complet ܦܥܤܣ i sigui ܻܼܺ el seu triangle dia‐
gonal. Sigui ܺԢel punt d’intersecció de 
les rectes ܤܣ i ܻܼ. 

Lema. Els punts ܺ i ܺԢ separen har‐
mònicament els punts ܣ i ܤ. 

Prova. Projectant la recta ܤܣ sobre 
la recta ܦܥ des de ܼ s’obté que ߩሺܣ, ,ܤ ܺԢ, ܺሻ ൌ ,ܦሺߩ ,ܥ ܺԢԢ, ܺሻ,  

on ܺԢԢ és el punt d’intersecció de ܦܥ i ܻܼ. Tornant a projectar la recta ܦܥ 
sobre ܤܣ des de ܻ, s’obté ߩሺܦ, ,ܥ ܺᇱᇱ, ܺሻ ൌ ,ܤሺߩ ,ܣ ܺԢ, ܺሻ. Per tant, 
,ܣሺߩ  ,ܤ ܺԢ, ܺሻ ൌ ,ܤሺߩ ,ܣ ܺԢ, ܺሻ 
i sabem que aquesta relació equival a dir que ܣ, ,ܤ ܺԢ, ܺ és una quaterna 
harmònica. 

ܤ ܣ
ܦܥ

ܺ 

ܻ

ܼ

ܺԢ
ܼԢ ܺԢԢ

ܼԢԢ
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Teorema (del quadrangle complet). En un quadrangle complet, el parell 
de costats del triangle diagonal incidents amb un vèrtex d’aquest (per 
exemple, en la figura ܼܺ i ܼܻ són els costats incidents amb ܼ) separa 
harmònicament el parell de costats del quadrangle que es tallen en 
aquell vèrtex (ܦܣ i ܥܤ en l’exemple). 
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Construcció geomètrica del quart 
harmònic  

Siguin ܳଵ, ܳଶ, ܳଷ tres punts alineats 
diferents.  

Volem construir el punt ܳସ de la rec‐
ta ܮ ൌ ܳଵܳଶ tal que 
,ሺܳଵߩ  ܳଶ, ܳଷ, ܳସሻ ൌ െ1. 

El lema de la pàgina anterior ens dó‐
na la solució. Sigui ܼ un punt exteri‐
or a ܮ i escollim un punt ܻ de la recta ܳଷܼ diferent de ܳଷ i de ܼ. Siguin ଵܲ 
i ଶܲ les interseccions de ܳଵܻ amb ܳଶܼ i de ܳଶܻ amb ܳଵܼ, respectiva‐
ment. Llavors ܳସ és el punt d’intersecció de ଵܲ ଶܲ amb ܮ. 
  

ܳଵ ܳଶ
ଵܲଶܲ

ܳସ 

ܻ

ܼ

ܳଷ
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Quaternes equianharmòniques. Una quaterna de punts alineats diferents 
es diu equianharmònica si, posant ߦ per denotar la seva raó doble, es té 
que ߦ ൌ 1/ሺ1 െ ଶߦ ሻ. Com que aquesta relació equival aߦ ൌ ߦ െ 1, veiem 
que ߦଷ ൌ ଶߦ െ ߦ ൌ െ1. Si ߦ és una solució de l’equació ߦଶ ൌ ߦ െ 1, lla‐
vors l’altra solució és 1 െ ߦ ൌ െߦଶ ൌ  ଵ. D’això segueix que entre els sisିߦ
valors possibles de la raó doble, en fer permutacions dels punts, només 
n’hi ha dos de diferents:  ߦ i 1 െ ܭ Si .ߦ ൌ ԧ , llavors ߦ i 1 െ ‐són les ar ߦ
rels cúbiques complexes de െ1. 
 

 


