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Definicio de rad doble

Siguin Q; , i = 1, ...,4, quatre punts diferents d’una recta projectiva P?!.
Sigui § = [Py, P;; U] una referéncia projectiva de P! i suposem que
Q; = |x;,v;ls, i = 1,...,4. El valor de I'expressid

X1 V1 X1 Y1 X1 Yi||X2 Y2
X3 3’3| . 1Xg J/4| _ 1X3 y3||x4 3’4|
X7 YZ| T X2 3’2| T | X2 y2||x1 J/1| [*]
X3 Y3 X4 Ya X3 JY3llXg Yau

és un element de K. Aquest valor no depen de les coordenades projecti-
ves dels punts que hagim escollit, com veurem tot seguit, i posarem

p(er QZJ QSI Q4)

. . ] . /7 7/ 1
per indicar-lo i direm que és |la rao doble de la quaterna.



mSi en lloc de [x;,y;] usem [Ax;,Ay;] (A € K—{0}) com a §-
coordenades de Q;, llavors és clar que el numerador i denominador de

X1 y1||x2 3’2|
Y3ll1Xy

X3 Va4
X2 J’2||x1 Y1|
X3 JY3llXg Yu

qgueden multiplicats per A i, per tant, el valor final de I'expressiéo roman
inalterat.

m El valor de [*] tampoc depen de la referencia §, ja que les coordenades
dels punts Q; en una altra referéncia S’ tenen la forma [x;, y;]A, on A és
una matriu 2 X 2 invertible, i, per tant, el numerador i el denominador de
[*] queden multiplicats per det(4)?.



Rad doble de quatre punts alineats amb coincidéncies

Xi Vi

= (. Per tant
Xj o Yj

La condicio @; = @; equival a

X1 y1||x2 3’2|
Y3l1Xy

X3 Va4
X2 y2||x1 3’1|
X3 Y3liXgq Y4

és de la forma 0/0 si i només si tres (almenys) dels punts Q; sén coinci-
dents. En aquest cas (és a dir, quan almenys tres dels Q; son coincidents),
direm que la rad doble de Q4, ..., Q4 és indeterminada. Exclos aquest cas,
i suposant que entre els Q; hi ha almenys una coincidencia, la raé doble
és de la forma 0/, amb f € K — {0}, si Q; = Q3 0 Q, = Q,4, i de la for-
ma a/0,amb a € K — {0}, si Q; = Q4 0 Q, = Q5. Aixi, doncs, posarem

p(Q1,02,03,Q4) =0siQ; =Q30Q, = Q4

i, amb el mateix criteri que l'usat per representar el valor excepcional de
la coordenada absoluta, posarem

p(Q1,Q2,03,Q4) =00siQ; = Q4 0Q; = Q3.
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Exemple. Siguin Py, P;, U punts diferents de P1. Aleshores, per a tot punt
X e P, p(Py, Py, U, X) coincideix amb la coordenada absoluta de X res-
pecte de la referencia | Py, P;; U].

En efecte, en aquesta referencia tenim
P, =[1,0], P, =[01],U =[1,1], X = [&,, &1].

Per tant,

1. % _%
p(POiP1; UrX) _1'_€O 51’

que és la coordenada absoluta de X respecte de la referéncia [Py, P;; U].



Exemple. Sigui A, B, C, D una quaterna de punts de A! i definim
(ABCD) = (ABC)/(ABD), on (ABC) = a(C,B,A).
Llavors
p(4,B,C,D) = (ABCD),

on X € A! denota el punt que correspon a X € A! per la inclusié de Al
en A relativa a un origen O fixat arbitrariament.’

En efecte, siguin a, b, ¢, d les coordenades dels punts A, B, C, D respecte
d’una referéncia R = [0; e,] de Al. Llavors, les coordenades projectives
de A4, B, C, D respecte de la referéncia R sén [1,a], [1,b], [1,c], [1,d].
Per tant,

N N
p(A'B'C’D)_ 1 b |1 b _c—b:d—b'
PR N

la qual cosa prova 'afirmacio.
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Exemple. Sigui A, B, C una terna de punts de A'. Amb notacions i conve-
nis com les de I'exemple anterior tenim:

d(4,B,C) = p([«],4,B,0),
on [oo] denota el punt de I'infinit de Al.

En efecte, [0] = [0,1],A = [1,a], B = [1,b] i C = [1,c]. Per tant,

p([0),4,B,C) = —:— = 2= 5(4,B,0).

bacab
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Exemple (rad doble i coordenada absoluta). Siguin Q¢, Q,, Q3 i Q4 quatre
punts diferents de P! i suposem que en una referéncia tenen coordena-
des absolutes 44, 4,,13, 44 € K. Llavors,

Az3=A1  Ag—Aq
— . . *
p(Ql: QZJ QBJ Q4) I T [ ]
En efecte, en aquesta situacio tenimy; #0 (i =1,...,4),jaquesiy; =0
Xi Vi

llavors A; = oo, Aixi = y;yj(4; — 4;) i d’aqui la férmula resulta

Xj o Yj
immediatament.

Suposem ara que un (i, essent diferents, només un) dels punts Q; té co-
ordenada absoluta oo. Llavors encara és possible emprar la formula [*]
per obtenir el resultat correcte. Suposem, per exemple, que A; = o (és a
dir, y; = 0). Llavors

X1 y1||x2 LV2|
Y3l1Xy

X1 O‘xz V2
Y3 |x4 3’4| _ X1Y3Y2Y4(Aa—Ay)  Ay—A,

p = X3 Yal _ 1X3 — —
X2 y2||x1 y1| X2 y2| X1 V2Y3(A3—A2)x1Ys  A3—A;
X3 Y3llXg Y4 X3 YV3l|Xs Ya




9

El mateix resultat es pot obtenir aplicant formalment la formula [*], és a

Aa—00 A —A A
dir, escrivint = * "2 i substituint
! /13—/12 /14_—00’ 14—00

3—00

per 1, com si fos un calcul de

limits.

D’ara endavant posarem, si A4,1,,13,1, € K,

_ A=A A
p(AllAZJASIA‘l') - /13_/12 * A4—/12 °

Quan inclogui el simbol oo, "'avaluem segons la regla (de «calcul de li-
mits») que hem explicat.

Exemple (Propietat multiplicativa de la radé doble). Siguin

Qli QZJ QBJ Q4; QS

punts diferents d’una recta projectiva P1. Llavors

p(Q1,Q2,Q3,Q4)p(Q1,Q2,Q4, Qs) = p(Qy, Q2,Q3,Q5).
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Permutacions de la rad doble

De la definicio de rad doble resulta immediatament que roman inalterada
per les permutacions (12)(34), (13)(24) i (14)(23), aixo és,
p(Q1,Q2,0Q3,Q4) = p(Q2, 01, Qs, Q3) = p(Q3, W4, 01, Q2) = p(Q4, Q3,Q2, Q1).
També en resulta que les permutacions (12) i (34) inverteixen la rad do-
ble: si p = p(Q1,Q2, @3, Q4), llavors
p(QZ; Ql) QBJ Q4) — p(Ql) QZ) Q4) QB) — 1/:0 .

Per altra banda, tenim que

p(Q1,0Q3,Q2,Q4) =1 —p,

ja que p=p(0,00,p,1) i p(0,p,0,1) = 1 —p. Ara és facil calcular Ila
rad doble de totes les permutacions de Q4, Q,, Q3, Q4 en termes de p, ja
qgue tota permutacio dels indexs 1, 2, 3,4 és composicié de transposicions
de la forma (12), (23) i (34). S'obté la seglient taula:
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p(Q1,Q2,Q3,Q4) = p(Q2,Q1,Q4,Q3) = p(Q3,Q4,Q1,Q2) = p(Q4,Q3,Q2,Q1) = p
p(Q2,01,03,Q4) = p(Q1,Q2, Q4,Q3) = p(Q3,04,02,01) = p(Q4,Q3,01,Q2) =1/p
p(Q1,03,02,Q4) = p(Q3,Q1,Q04,Q2) = p(Q2,04,01,Q3) = p(Q4,Q2,Q3,Q1) = 1-p
p(Q3,01,Q2,Q4) = p(Q1,Q3,Q4,Q2) = p(Q2,Q4,Q3,Q1) = p(Q4,Q2,01,Q3) = 1/(1 - p)
p(Q2, 03,01, Q4) = p(Q3,Q2,Q4,01) = p(Q1,04,02,03) = p(Q4,01,Q3,Q2) = (p- 1)/p
p(Q3,0201,Q4) = p(Q2,Q3,Q4,Q1) = p(Q1,Q4,Q3,Q2) = p(Qs,01,02,Q3) = p/(p- 1)
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Quaternes harmoniques

Una quaterna de punts es diu harmonica si la seva rad doble és p = —1.
En aquest cas p = 1/p i, per tant, de les sis raons dobles que es poden
obtenir per permutacions només n’hi ha tres de diferents:

p=—1,1—-p=2,1/(1—p) =1/2.

Proposicié. Quatre punts diferents (Qq, Q,, Q3, Q,) formen una quaterna
harmonica si i nomeés si

p(Q1,Q2,Q3,0Q4) = p(Q1, Q2,Q4, Q3).

Prova. SIgUI P = p(Ql) QZJ QBJ Q4) Com que 1/10 = p(Ql) QZJ Q4; QB); és
clar que la igualtat de I'enunciat és certa si p = —1. Reciprocament, la

condiciéd de I'enunciat equival a p = 1/p, és a dir, a p> = 1. Com que
p #*1,tenimp = —1.

Notem que la condicio que una quaterna sigui harmonica es manté per
les permutacions (12), (34) i (13)(24). Es per aixd que també es diu que
els parells {Q,Q,} i {Q3,0Q,4} se separen harmonicament, o que Q3 i Q4
sdn conjugats respecte de Q1 i Q.
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Exemple. Siguin M, A, B tres punts alineats diferents de A™. Com que M
és el punt mitja del segment [A4, B] sii només si (M, A, B) = —1, resulta
que M és el punt mitja del segment [4, B] si i només si el parell {P,, M}
separa harmonicament {4, B}, on P,, és el punt de l'infinit de la recta AB.

Exemple. En el capitol segient veurem que en un quadrangle complet
com el de la figura la quaterna A4, B, X, X' és harmonica. Altres quaternes
analogues, com ara C,D,X,X”, també sén harmoniques, aixi com qua-

1

ternes relacionades, comara X,Y,Z', Z".
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Notes

1. Si prenem |'accepcio de «rad» que significa «quocient d’una quantitat
per una altra quantitat» (DIEC, rad 5 1), la rad doble queda definida com
un quocient de quocients. Aixo proporciona una explicacio de 'Us de Ia
locucid «rad doble». 0

2. Es oportu explicar aqui I'origen del
concepte de rad doble.

Considerem un pla euclidia A. Donats
tres punts alineats diferents A4, B i C,
podem representar simbolicament la
raé simple (ABC) =0(C,B,A) pel
qguocient (tenint en compte els signes)

AC/BC. Sigui O un punt exterior a la
recta L determinada per la terna i posem a = OA, b = OB ic = OC. Lla-
vors tenim

_AC _ hAC _ ac sin(ac) _ asin(ac)
(ABC) = BC h-BC bcsin(bc)  bsin(bc)’
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on posem @c i bc per denotar els angles (orientats) AOC i BOC, respecti-
vament. Aquesta expressio ens mostra que si A, B, C i D és una quaterna
de punts alineats, llavors (posant d = OD):

__asin(ac) _ asin(ad)  sin(ac) = sin(ad)
(ABC)/(ABD) = b sin(bc) . bsin(bd)  sin(bc) . sin(bd)

Com que aquest valor només depen d'angles que OA, OB, OC i OD for-
men a 0, en resulta que el quocient de raons simples (ABC)/(ABD) es
conserva per projeccions de centre 0. Aquest o «rao doble» és, doncs, un
«invariant projectiu».



