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L’espai vectorial തܸ  

 ८ espai afí de dimensió ݊. 
 V el seu espai vectorial associat. 
 Posem തܸ ൌ ܭ ْ ܸ. 

Si ሺߣ, ሻݔ א തܸ , podem escriure ሺߣ, ሻݔ ൌ ሺߣ, 0ሻ ൅ ሺ0, ሻݔ ൌ ሺ1,0ሻߣ ൅ ሺ0,  .ሻݔ

Si posem ݁଴ ൌ ሺ1,0ሻ i identifiquem el vector ݔ א ܸ amb el vector ሺ0, ሻݔ א തܸ , llavors podem posar ሺߣ, ሻݔ ൌ ଴݁ߣ ൅  .ݔ

L’aplicació ܲ հ  ݁௉. Fixem un punt ܱ א ८ i con‐
siderem l’aplicació ८ հ തܸ ,  ܲ հ ݁௉ ൌ ݁଴ ൅ ሺܲ െ ܱሻ. 

 ݁ை ൌ ݁଴ 
 ݁ொ െ ݁௉ ൌ ܳ െ ܲ (ܲ, ܳ א ८) 
 തܸ ൌ ۄ௉݁ۃ ْ ܸ  (ܲ א ८) 

ܱ ܲ
݁௉ ݁ை ൌ ݁଴ሺ0, ૙) 

८ 
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L’espai projectiu ८ഥ  

 ८ഥ ൌ ሾ തܸሿ  
 En diem clausura projectiva, o compleció projectiva, de ८. 
 dimሺ८ഥሻ ൌ ݊ 
 ८ஶ ൌ ሾܸሿ ؿ ८ഥ: hiperplà de l’infinit, o dels punts impropis de ८. 

 
L’aplicació ݅: ८ ՜ ८ഥ  
És l’aplicació ܲ հ തܲ ൌ ሾ݁௉ሿ. 
Si ܲ ൌ ܱ ൅ ݔ ,ݔ א ܸ, തܲ ൌ ሾ݁௉ሿ ൌ ሾ݁ைା௫ሿ ൌ ሾ݁ை ൅  .ሿݔ

Proposició. L’aplicació ݅ és injectiva. 
Prova. Suposem que ܲ, ܳ א ८ són tals que ሾ݁௉ሿ ൌ ൣ݁ொ൧. Llavors ݁ொ ൌ ߣ ௉, per un cert݁ߣ א  i ,ܭ

  ܳ െ ܲ ൌ ݁ொ െ ݁௉ ൌ ௉݁ߣ െ ݁௉ ൌ ሺߣ െ 1ሻ݁௉.  
Com que ܳ െ ܲ א ܸ i ݁௉ ב ܸ, la darrera igualtat només pot ser certa si els 
dos membres són nuls. Així ܳ ൌ ܲ i això acaba la prova. 

ܱ ܲ
݁௉ ൌ ݁ை ൅ ை݁ݔ ൌ ݁଴ሺ0, ૙) 

८ 

ሾ݁ைሿ ൌ തܱ  ݔ

ሾ݁ை ൅ ሿݔ ൌ തܲ
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Proposició 

 ݅ሺ८ሻ ൌ ८ഥ െ ८ஶ 
 ८ഥ ൌ ݅ሺ८ሻ ّ ८ஶ 

Prova. Donat ܲ א ८, ݅ሺܲሻ ൌ ሾ݁௉ሿ i ݁௉ ב ܸ, d’on ݅ሺܲሻ ב ८ஶ. Recíproca‐
ment, si ܳ א ८ഥ െ ८ஶ, llavors ܳ ൌ ሾݔҧ ሿ, ݔҧ א തܸ െ ܸ. És a dir, ݔҧ ൌ ଴݁ߣ ൅ ݔ ,ݔ א ߣ ,ܸ ് 0, 
d’on ܳ ൌ ሾ݁ߣ଴ ൅ ሿݔ ൌ ሾ݁଴ ൅ ሿݔଵିߣ ൌ ݅ሺܱ ൅ ሻݔଵିߣ א ݅ሺ८ሻ. 
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Clausura projectiva d’una varietat lineal 

Sigui ܮ una varietat lineal de l’espai afí ८ i ܹ ൌ ܹሺܮሻ el seu espai direc‐
tor. Posem ܮஶ ൌ ሾܹሿ ك ሾܸሿ ൌ ८ஶ  
i diem que és la varietat de l’infinit (o de punts impropis) de ܮ.  

També posem ܮത ൌ ݅ሺܮሻ ّ   ஶܮ
i diem que és la clausura projectiva de L. 

തܮ  ת ݅ሺ८ሻ ൌ ݅ሺܮሻ 
 En el cas d’una recta ܮ ൌ ܲ ൅ ஶܮ ,ۄݒۃ ൌ ሾۄݒۃሿ ൌ ሾݒሿ es redueix al punt 
(impropi) corresponent a qualsevol dels seus vectors directors ݒ. 

 Dues varietats lineals ܮ i ܮԢ de ८ són paral·leles si i només si ܮஶ ك ஶᇱܮ  o ܮஶᇱ ك ‐Ԣ són paܮ i ܮ Ԣ tenen la mateixa dimensió, llavorsܮ i ܮ ஶ. Siܮ
ral·leles si i només si ܮஶ ൌ ஶᇱܮ . 
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Proposició 
 .és una varietat lineal de ८ഥ ܮ 
 dimሺܮതሻ ൌ dimሺܮሻ. 

Prova. Fixem ܲ א ܹ Sigui .ܮ ൌ ܹሺܮሻ i ݎ ൌ dimሺܮሻ ൌ dimሺܹሻ. Posem  

  ഥܹ ൌ ۄ௉݁ۃ ൅ ܹ ك തܸ  .  

Atès que ݁௉ ב  ܸ i ܹ ك ܸ, resulta que dimሺ ഥܹ ሻ ൌ ݎ ൅ 1. Per tant, ሾ ഥܹ ሿ és 
una varietat lineal de ८ഥ  i  dimሺሾ ഥܹ ሿሻ ൌ  Serà, doncs, suficient de veure . ݎ
que ሾ ഥܹ ሿ ൌ  .തܮ

En efecte, els punts ܳ de ሾ ഥܹ ሿ tenen la forma ܳ ൌ ሾ݁ߣ௉ ൅ ߣ ,ሿݓ א ݓ ,ܭ א ௉݁ߣ  ,ܹ ൅ ݓ ് 0. 

Si ߣ ൌ 0, llavors ܳ ൌ ሾݓሿ és un punt de ሾܹሿ ൌ  ஶܮ ஶ, i qualsevol punt deܮ
s’obté d’aquesta manera. Si ߣ ് 0, ܳ ൌ  ሾ݁ߣ௉ ൅ ሿݓ ൌ ሾ݁௉ ൅ ሿݓଵିߣ ൌ ݅ሺܲ ൅  .ሻݓଵିߣ

És així clar que ܳ és un punt de ݅ሺܮሻ, i que qualsevol punt de ݅ሺܮሻ té 
aquesta forma (fins i tot amb ߣ ൌ 1). 
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Quines varietats lineals de ८ഥ són clausura de varietats lineals de ८? 

Proposició. Si ܯ és una varietat lineal de ८ഥ no continguda a ८ஶ, existeix 
una varietat lineal ܮ de ८ tal que ܯ ൌ  .തܮ

Prova. Sigui ݎ ൌ dimሺܯሻ. Sigui ܨ ك തܸ  el subespai vectorial tal que ܯ ൌ ሾܨሿ. Com que ܯ م ८ஶ, d’una banda ܨ م ܸ, amb la qual cosa ܹ ൌ ܨ ת ܸ té dimensió ݎ (ja que ܨ té dimensió ݎ ൅ 1), i de l’altra existeix ܲ א ८ tal que തܲ א ܨ Per tant .ܯ ൌ ۄ௉݁ۃ ൅ ܹ i, posant ܮ ൌ ܲ ൅ ܹ, és clar 
que ܯ ൌ  .തܮ

Teorema. L’aplicació ܮ հ ‐ത estableix una bijecció entre les varietats lineܮ
als de ८ i les varietats lineals de ८ഥ no contingudes a ८ஶ. 

Prova. L’aplicació és injectiva, ja que ݅ሺܮሻ ൌ തܮ ת ݅ሺ८ሻ i ݅: ८ ՜ ८ és injecti‐
va, i és exhaustiva per la proposició anterior. 

Remarca. Siguin ଴ܲ, ଵܲ, … , ௥ܲ א ८. Llavors തܲ଴, തܲଵ, … , തܲ௥ א ८ഥ  són indepen‐
dents com a punts projectius si i només si ଴ܲ, ଵܲ, … , ௥ܲ són independents 
com a punts afins. A més, si aquest és el cas, തܲ଴ തܲଵ ڮ തܲ௥ és la clausura pro‐
jectiva de ଴ܲ ଵܲ ڮ ௥ܲ . 
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Referència projectiva associada a una referència afí 

Siguin 
 ८ un espai afí; 
 ܴ ൌ ሾܱ; ݁ଵ, … , ݁௡ሿ una referència afí de ८. 
 ८ഥ la clausura projectiva de ८. 

Posem 
 ଴ܲ ൌ തܱ ൌ ሾ݁଴ሿ; 
 ௜ܲ ൌ ሾ݁௜ሿ א ८ஶ ሺ݅ ൌ 1, … , ݊ሻ; 
 ܷ ൌ ሾ݁଴ ൅ ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ݁௡ሿ. 

Llavors ത࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ; ܷሿ és una referència projectiva de ८ഥ i ݁଴, ݁ଵ, … , ݁௡ és una base de adaptada a ത࣬ . 

Direm que ത࣬  és la referència projectiva associada a la referència afí  ࣬ . 
 
  



9 
 

Coordenades afins i coordenades projectives 

Si ݔଵ, … , ܺ ௡ són les ࣬‐coordenades deݔ א ८, ܺ ൌ ܱ ൅ ଵ݁ଵݔ ൅ ڮ ൅ ௡݁௡  i  തܺݔ ൌ ሾ݁଴ ൅ ଵ݁ଵݔ ൅ ڮ ൅  .௡݁௡ሿݔ

Per tant, ሺ1, ,ଵݔ … ,  ௡ሻ són coordenades projectives de തܺ respecte de laݔ
referència ത࣬ . 

Per altra banda, si un punt ܳ א ८ഥ  té coordenades projectives ሺߦ଴, ,ଵߦ … , ܳ ௡ሻ respecte de ࣬, llavorsߦ ൌ ሾߦ଴݁଴ ൅ ڮ ൅ ܳ ௡݁௡ሿ i és clar queߦ א ८ஶ si i només si ߦ଴ ൌ 0. A més, si ܳ ב ८ஶ, llavors ܳ ൌ തܺ, on ܺ א ८ 

és el punt de ࣬‐coordenades 
కభకబ , … , క೙కబ, ja que ܳ ൌ ሾߦ଴݁଴ ൅ ڮ ൅ ௡݁௡ሿߦ  ൌ ቂ݁଴ ൅ కభకబ ݁ଵ ൅ ڮ ൅ క೙కబ ݁௡ቃ. 

Proposició. Si ത࣬  és la referència projectiva de ८ associada a la referència ࣬ de l’espai afí ८, el punt ሾߦ଴݁଴ ൅ ڮ ൅ ߦ௡݁௡ሿ ത࣬ א ८ഥ és un punt propi si i 
només si ߦ଴ ് 0 i, si aquest és el cas, el punt ሺݔଵ, … , ௡ሻ࣬ݔ א ८  que li cor‐
respon queda determinat per les relacions ݔ௜ ൌ  .଴ߦ/௜ߦ
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Canvi de coordenades 

Si ்࢞ ൌ ᇱ்࢞ܣ ൅ ‐࣬ és la relació matricial que expressa el canvi de ்࢖
coordenades a ࣬Ԣ‐coordenades, on ࣬ i ࣬Ԣ són referències de l’espai afí  ८, 
llavors ሾ்ࣈሿ ൌ ሾܣሿሾࣈᇱ்ሿ, ሾܣҧሿ ൌ ൤ 1 ૙ ்࢖    ൨ ܣ
expressa el canvi de ത࣬‐coordenades a ത࣬ Ԣ‐coordenades. 
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Equacions cartesianes afins i projectives 

Sigui ࣬ ൌ ሾܱ; ݁ଵ, … , ݁௡ሿ una referència de l’espai afí ८. 

Donat un sistema d’equacions lineals compatible, ܽ௜ଵݔଵ ൅ ڮ ൅  ܽ௜௡ݔ௡ ൅ ܽ௜଴ ൌ 0, ܽ௜ଵ, … , ܽ௜௡, ܽ௜଴ א ݅) ܭ ൌ 1, … , ݉), 

sabem que:  

 Els punts ሺݔଵ, … , ,ଵݔ௡ሻ࣬  corresponents a les solucions ሺݔ … , ‐௡ሻ forݔ
men una varietat lineal ܮ de dimensió ݊ െ ‐és el rang de la ma ݎ on ,ݎ
triu ൫ܽ௜௝൯ଵஸ௜ஸ௠ଵஸ௝ஸ௡ . 

 L’espai director de ܮ està format pels vectors ݔଵ݁ଵ ൅ ڮ ൅  ௡݁௡ talsݔ
que ሺݔଵ, … , ଵݔ௡ሻ és solució del sistema lineal homogeni ܽ௜ଵݔ ൅ ڮ ൅  ܽ௜௡ݔ௡ ൌ 0  (݅ ൌ 1, … , ݉). 

Amb aquestes notacions tenim: 
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Proposició. En la referència ത࣬  de ८ഥ  associada a ࣬,  

 El sistema lineal homogeni 

 ܽ௜଴ߦ଴ ൅ ܽ௜ଵߦଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௜௡ߦ௡ ൌ 0 (݅ ൌ 1, … ,  [כ]        (݉

representa la clausura projectiva ܮത i el sistema lineal homogeni ߦ଴ ൌ 0, ܽ௜ଵߦଵ ൅ ڮ ൅ ܽ௜௡ߦ௡ ൌ 0  (݅ ൌ 1, … ,  [ככ]      (݉

representa ܮஶ. 

Prova. En efecte, [כ] representa una varietat lineal ܯ de ८ഥ. Dividint per ߦ଴, veiem que ܯ ת ݅ሺ८ሻ coincideix amb ݅ሺܮሻ. Per tant, ܯ ൌ   .തܮ

Que ܮஶ és representada per [ככ] és una conseqüència directa del fet que 
els punts de l’infinit de ܮ són els representats per vectors de l’espai direc‐
tor de ܮ. 
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Coordenada absoluta 

Sigui ࣬ ൌ ሾ ଴ܲ, ଵܲ; ܷሿ una referència d’una recta projectiva Զଵ. Si ሾߦ଴,  ଵሿߦ
són ࣬‐coordenades d’un punt ܺ i  ߦଵ ് 0, llavors 

ݔ   ൌ  ଵߦ/଴ߦ

només depèn de ܺ i ࣬, i diem que és la ࣬‐coordenada absoluta de ܺ. 

Com que l’únic punt que satisfà ߦଵ ൌ 0 és ଴ܲ ൌ ሾ1,0ሿ࣬, diem que la seva ࣬‐coordenada absoluta és el símbol ∞. 

Si posem ܭ෡ ൌ ܭ ّ ሼ∞ሽ, llavors tenim una aplicació bijectiva ܭ෡ ຳ Զଵ, ݔ հ ൜ሾݔሿ  ൌ ሾݔ, 1ሿ࣬ si  ݔ א ሾ∞ሿ ܭ ൌ ሾ1,0ሿ࣬  si  ݔ ൌ ∞  

Si ത࣬  és la referència projectiva associada a una referència afí ࣬ ൌ ሾܱ; ݁ଵሿ 
de ८ଵ, la ത࣬‐coordenada absoluta del punt തܺ corresponent a un punt ܺ א ८ଵ coincideix amb la inversa de la ࣬‐coordenada de ܺ, amb la con‐
venció que 1/0 ൌ ∞. 
 


