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’espai vectorial V

B A espai afi de dimensid n.
W V el seu espai vectorial associat.
B PosemV=K®YV.

Si (A, x) € V, podem escriure
(L x) = (4,0) + (0, %) = 1(1,0) + (0, x).

Si posem ey = (1,0) i identifiguem el vector x €V amb el vector
(0,x) € V, llavors podem posar

(A, x) = ey + x.

L’aplicacio P — ep. Fixem un punt O € A i con-
siderem |'aplicacio

A ¢/ AV, Prep=ey+ (P-0).
w0 :eoJ'/P B ep = e
me,—ep=0Q—P(P,Q€A)

B V=(p)®V (PEA)




’espai projectiu A

mA=|[V]
B En diem clausura projectiva, o complecio projectiva, de A.
m dim(A) =n

m A, = [V] c A: hiperpla de I'infinit, o dels punts impropis de A.

_ [eo+x1=P L’aplicaciéi: A - A

= 0 Z D
[eo] ‘ Es I'aplicaci6 P = P = [ep].
OWP SiP=0+4+x,x€V,
A i P = [ep] = [ep1x] = [eo + x].

0= eOJ'/eP =€ TX  proposicié. L'aplicaci i és injectiva.

Prova. Suposem que P,Q € A son tals que
lep] = [eQ]. Llavors e, = Adep, per un cert
AEK,i

Q—P=eyg—ep=2ep—ep=(1—1)ep.
ComqueQ —P eViep &€V, ladarreraigualtat només pot ser certa si els
dos membres son nuls. Aixi Q = P i aix0 acaba la prova.



Proposicio

mBi(A)=A-A,

mA=i(A)UA,

Prova. Donat P € A, i(P) = |ep] i ep €V, d’on i(P) & A,. Reciproca-
ment,siQ € A — A, llavorsQ = [x¥],x € V — V. Es adir,

X=Aeyg+x,xe€V,A+0,
d’on
Q =[Aeg+x]=[eg + A 1x] =i(0 + 17 1x) € i(A).



Clausura projectiva d’una varietat lineal

Sigui L una varietat lineal de I'espai afi A i W = W (L) el seu espai direc-
tor. Posem

Lo =[W]C V] =As
i diem que és la varietat de l'infinit (o de punts impropis) de L.
També posem
L=i(l) ULy
i diem que és la clausura projectiva de L.
mLni(A) =i(l)
W Enelcasdunarectal =P + (v), L, = [{(v)] = [v] es redueix al punt
(impropi) corresponent a qualsevol dels seus vectors directors v.
m Dues varietats lineals L i L' de A sén paral-leles siinoméssi L, € L, 0

L, S L,.SiLilL tenen la mateixa dimensid, llavors L i L' son pa-
ral-leles siinoméssi L, = L.



Proposicio
B L és una varietat lineal de A.
m dim(L) = dim(L).

Prova. Fixem P € L.SiguiW =W (L) ir = dim(L) = dim(IW/). Posem
W=A(ep)+WCV.

Atés que ep & ViW CV, resulta que dim(W) = r + 1. Per tant, [W] és
una varietat lineal de A i dim([W1]) = r . Sera, doncs, suficient de veure
que [W] = L.

En efecte, els punts Q de [IW] tenen la forma
Q = [A@p"‘W],AEK,WEW, Aep+W:/: 0.

SiA =0, llavors Q = [w] és un puntde [W] = L, i qualsevol punt de L,
s’obté d’aquesta manera.Si A # 0,

Q = [Aep +w] =[ep + A7w] = i(P + 17 1w).

Es aixi clar que Q és un punt de i(L), i que qualsevol punt de i(L) té
aquesta forma (finsitotamb A = 1).



Quines varietats lineals de A son clausura de varietats lineals de A?

Proposicié. Si M és una varietat lineal de A no continguda a A, existeix
una varietat lineal L de A tal que M = L.

Prova. Sigui r = dim(M). Sigui F €V el subespai vectorial tal que
M = [F]. Com que M € A, d'una banda F £V, amb la qual cosa
W =FnNV tédimensio r (ja que F té dimensidé r + 1), i de I'altra existeix
PeAtalque P € M.Pertant F = (ep) + Wi, posant L = P + W, és clar
que M = L.

Teorema. L’aplicacié L — L estableix una bijeccié entre les varietats line-
als de A i les varietats lineals de A no contingudes a A .

Prova. L’aplicacid és injectiva, ja que i(L) = L Ni(A)ii:A — A és injecti-
va, i és exhaustiva per la proposicio anterior.

Remarca. Siguin Py, Py, ..., P. € A. Llavors Py, P4, ..., P. € A sén indepen-
dents com a punts projectius si i només si Py, Py, ..., B- son independents
com a punts afins. A més, si aquest és el cas, PyP; -+ P. és la clausura pro-
jectiva de PyP; -+ P- .



Referéencia projectiva associada a una referencia afi
Siguin
m A un espai afi;

m R =]0;eq,..,e,] unareferéncia afi de A.
m A la clausura projectiva de A.

Posem

m P, =0 = [eg];

| Pi = [ei] € A, (l =1, ...,Tl),'
BU=|e;+e + - +e,l.

Llavors R = [Py, Py, ..., P,; U] és una referéncia projectiva de A i
e, €1, ..., €, és una base de adaptada a R.

Direm que R és la referéncia projectiva associada a la referéncia afi R .



Coordenades afins i coordenades projectives

Si x4, ..., X, SOn les R-coordenades de X € A,

X=0+xe;++x,e, i X=[ey+x1e;++x,e,]
Per tant, (1,x,...,x,) s6n coordenades projectives de X respecte de la
referéncia R.

Per altra banda, si un punt Q € A té coordenades projectives
(o, &1, ..., &) respecte de R, llavors Q = [Epeq + -+ + &,,6,,] | és clar que
Q €A, siinoméssi&y=0.Amés,siQ & Ay, llavors Q = X,on X € A

és el punt de R-coordenades ? ?‘, ja que
0 0
= [§oeo + -+ Enenl = |eo + ey + o+ ey

Proposicio. Si R és la referéncia projectiva de A associada a la referéncia
R de I'espai afi A, el punt [€gey + -+ + &,€,,]5 € A és un punt propi si |
només si &y # 0 i, si aquest és el cas, el punt (x4, ..., x,)» € A que li cor-
respon queda determinat per les relacions x; = &;/&,.
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Canvi de coordenades

Si xT = Ax'" + pT és la relacid matricial que expressa el canvi de R-
coordenades a R'-coordenades, on R i R’ son referéncies de I'espai afi A,
llavors

&) = [A][E'7],
L 1| 0]
A=y

expressa el canvi de R-coordenades a R’-coordenades.
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Equacions cartesianes afins i projectives
SiguiR =10; eq, ..., e,] una referéncia de I'espai afi A.
Donat un sistema d’equacions lineals compatible,
Ap1 X1+ -+ apmx, +a;=0,a;1,...,a;,a00 €EK(i=1,..,m),
sabem que:

m Els punts (xq,...,x,)% corresponents a les solucions (x4, ..., x,,) for-
men una varietat lineal L de dimensio n — r, on r és el rang de la ma-

triu (aij)lsiSm-
1<j<n

B L'espai director de L esta format pels vectors x;e; + --- + x,,€,, tals
que (x4, ..., X5,) és solucid del sistema lineal homogeni
aAp1xX1+ -+ agmx, =0 (i =1,..,m).

Amb aquestes notacions tenim:
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Proposicid. En la referéncia R de A associada a R,
B El sistema lineal homogeni
QjoSo + ai161 -+ apsp =0( =1,...,m) [*]
representa la clausura projectiva L i el sistema lineal homogeni
0=0,0;161 + -+ apsp,=0({=1.,m) [*]
representa L.

Prova. En efecte, [*] representa una varietat lineal M de A. Dividint per
&y, veiem que M N i(A) coincideix amb i(L). Per tant, M = L.

Que L, és representada per [**] €s una consequiencia directa del fet que
els punts de l'infinit de L sén els representats per vectors de I'espai direc-
tor de L.
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Coordenada absoluta

Sigui R = [Py, P;; U] una referéncia d’una recta projectiva PL. Si [&y, &;]
son R-coordenades d'un punt X i &; # 0, llavors

x =$o/é1

nomeés depen de X i R, i diem que és la R-coordenada absoluta de X.

Com que I'Unic punt que satisfa & = 0 és P, = [1,0]%, diem que la seva
R-coordenada absoluta és el simbol oo.

Si posem K = K LI {oo}, llavors tenim una aplicacié bijectiva K = P?,
y |_){[x] = [x,l]ggsi. x €EK
[eo] = [1,0]% si x = oo

Si R és la referéncia projectiva associada a una referéncia afi R = [0; e,]
de A', la R-coordenada absoluta del punt X corresponent a un punt
X € A coincideix amb la inversa de la R-coordenada de X, amb la con-
vencié que 1/0 = co.



