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Punts dependents i independents
Siguin Py, P4, ..., B. punts i suposem que P; = [¢;]. Llavors

PyVP,V..VPE = |eyeq .., el
d =dim(PyV Py V ..V PB) =dimg(ey eq,...,e,)— 1

md<r

Bd=1r & eyeq, .., e 50nlinealment independents.

m Sid =1, diem que els punts Py, Py, ..., B- son independents. En aquest
cas, Py V P; V ...V P, és I'Unica varietat lineal de dimensio r que conté
Py, P4, ..., B (sovint posem Py P; ... B per denotar-la).

m Sid <r,diem que els punts Py, Py, ..., B- sOn dependents.

Exemple. Dos punts son independents si i només si son diferents.

Exemple. Tres punts son dependents si i nomes si estan alineats.



Definicié de referencia projectiva

Una referencia projectiva, o un sistema de coordenades projectives, de
[P™ és una successié de n + 2 punts Py, Py, ..., B., U tals que qualssevol
n + 1 d’ells son independents.

Posarem [P, ..., P,; U] per indicar que P,, ..., P,, U formen una referéncia
projectiva.

W Els punts P, ..., P, son independents i es diu que son els vertexs de la
referencia.
B El punt U s"anomena punt unitat.
B Diem simplex de la referencia per referir-nos al conjunt dels vertexs.
m Els hiperplans
PyVPV--VP_y VP V--VP (j=0,..,n)
s’anomenen cares del simplex.
m El punt unitat no pertany a cap cara del simplex.



Referéncies projectives de P!, P2 j P3

m Donar una referéncia projectiva de la recta projectiva P! equival a do-
nar una terna ordenada de punts diferents Py, P;, U.

B Donar una referéncia projectiva del pla projectiu P? equival a donar
tres punts no alineats Py, P;, P, i un punt U no situat sobre cap de les
rectes PyP;, P1P,, P, P,.

B Donar una referencia de |'espai projectiu P3 equival a donar quatre
punts independents (tetraedre) Py, P;, P>, P; i un punt U no situat a
cap de les seves cares.




Bases adaptades

Proposicio. Si [Py, ..., B,; U] és una referéncia projectiva, existeixen vec-
tors ey, ...,e, de E talsque P; = [e;] iU = [eg + - + e,].

Prova. En efecte, siguin e(’,, ..., ey representants dels punts P, ..., B, i e un
representant de U. Com que Py, ..., P, son independents, els vectors
ey, .-, €5, son linealment independents, i com que n és la dimensié de
'espai, e, ..., e, €s una base de E. Existeixen, per tant, escalars A, ..., 4,
tals que

e =Ageg + -+ A€,

Es compleix que A; # 0 per a tot i, ja que si fos, per exemple, 4,, = 0, lla-
vors els punts Py, ..., P,,_1, U serien dependents i aixo contradiu la defini-
cié de referéncia projectiva. Aixi, doncs, si posem e; = A;e;, llavors

P, =lell = [ei] iU = [eo + -+ e,].

Els vectors e, ..., e, de la proposicié anterior formen una base de E i
d’aquesta base en diem que esta adaptada a la referéncia [Py, ..., By; U].
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Remarca. Si e, ...,e, és una base de E, i definim P;=|e;]] i U=
leg + - + e, ], llavors [Py, ..., P,; U] és una referéncia projectiva de P"
per a la qual ey, ..., e,, és una base adaptada, i diem que [P,, ..., B,; U] és
la referencia projectiva associada a ey, ..., €y,.

Proposicio. Dues bases e, ..., e, i €, ..., e, de E estan adaptades a la ma-

teixa referéencia projectiva si i només si existeix A € K — {0} tal que
!/ .

e; =Aej, peri =0,..,n.

Prova. Si e, ..., e, i e, ..., €5, sOn bases de E adaptades a la mateixa referéncia,
llavors [e;] = [e;], peri =10,..,n, i [eg+ -+ e,] =[ej+ -+ el

Existeixen, per tant, escalars no nuls A; i A4 tals que
e; = Liei(i=0,..,n)ieg+-+e,= Aleg + -+ e,).

D’aquestes relacions, i el fet que ey, ..., €, siguin linealment independents, en
resulta que

dop=-=2A, =2

Aix0 prova la necessitat de la condicid. La suficiencia és una conseqliencia
immediata de les definicions.



Coordenades projectives

Sigui R = |P,, ..., B,; U] una referéncia projectiva, P un punt, ey, ..., e,
una base adaptada a R i x un representant de P. Siguin ¢, ..., &, les
components de x respecte de e, ..., €;,, aiX0 €s, els escalars tals que

x =¢peg + -+ e,

Llavors diem que (&, ..., &,,) sén coordenades projectives de P respecte
de R, o R-coordenades projectives de P.

m Si (&, ...,&,) son coordenades projectives de P respecte de la refe-
réncia R, llavors (&, ..., &,,) és un vector no nul de K™*1,
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Proposicio. Donada una referéncia R i un vector no nul (&, ...,&,) de
K™*1, existeix un unic punt P pel qual (&, ...,&,) sén coordenades pro-
jectives de P respecte de R.

Prova. Si e, ..., e,, és una base adaptada a R, el punt

P = [£oep + + + &nen]

té coordenades (&, ..., &,). Si P’ també té coordenades (&, ..., &,), lla-
vors P' = [&yel + -+ &, e, ] on ey, ..., e, és una base adaptada a R. Pero
de la proposicio anterior resulta que existeix A € K — {0} tal que

Soeg + -+ Enep = A(&gep + - + Eqey),
d’on P' = P.
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El punt pel qual (&, ..., &,,) son coordenades projectives respecte de R el
denotarem

[$0s s $nlz,

o simplement [, ..., &,,] si la referéncia R es pot sobreentendre pel con-
text. En tot cas tenim

[60! '"rfn] — [6060 Tt fnen]

per a qualsevol base ¢y, ..., e,, de E adaptada a la referencia R. En parti-
cular tenim

P, =[1,0,..,0], ..., P, =[00,..1], U=[11,..,1].

m Si(&,.., &) e KM —{0}i1 e K — {0}, llavors
[$0, +» Enlr = [ &0, ) ASn] R

Reciprocament, si  [&y, ..., &nlr =[5, -, Enle  llavors  existeix
A€K—{0}talqueé&; = A& (i =0,...,n).
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Canvi de referencia

Siguin R = [Py, ..., B;; U] i R' =[Py, ..., By; U] referéncies projectives.
Siguin e = (e, ...,e,,) i € = (eg, ..., e,,) bases adaptades a R i R', res-
pectivament. Siguin M |la matriu de la base e’ respecte de la base e. Posa-
rem [M] per indicar la matriu M llevat d’un factor escalar no nul (és a dir,
[M] = [M’] si i només si existeix un escalar no nul A tal que M’ = AM) i
diem que [M] és la matriu de R’ respecte de R.

Sigui P un punt i siguin &, ..., &, 1 &), ..., &, coordenades projectives de P
respecte de R i R', respectivament. Tenim, doncs, que

x =§oeg + -+ &nen = €8T i X' =§geg + o+ Spen = €7

son representants del punt P, amb la qual cosa existeix un escalar no nul
p tal que x' = px. Aixi

peél = px =x' = e'&'T = eM&'", d’on obtenim

p' =M§" o [§'] = [M][§"]

que és la formula del canvi de coordenades.
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Equacions cartesianes d’una varietat lineal

Suposem que R = [P,, ..., B,; U] és una referéncia de I'espai projectiu P i
posem (&, ...,¢&,,) per denotar les corresponents coordenades projecti-
ves. Considerem un sistema homogeni de m equacions lineals en les vari-
ables (&, ..., &,):

ajoéo + -+ ainé, =0, a,...,a;y EK, i =1, ..., m. [*]
Les solucions d’aquest sistema formen un subespai vectorial W' € K™*1

dimy(W')=n+1-r,
on r és el rang de la matriu (al-j). Aixi, doncs, els punts de la forma

1$0, s Enln, €0, v » &5, Una solucid no nul-la del sistema [*],
formen una varietat lineal L de dimensido n — r de IP. D’aquesta varietat
lineal en diem la varietat lineal determinada per les equacions. També di-
em que [*] és un sistema d’equacions cartesianes de la varietat L.

Exemple. Una equacio de la forma

aOStO + -+ apé, =0
determina un hiperpla si els coeficients a, ..., a,, no sén tots nuls. En el
cas de P, I'hiperpla agé, + a,&; = 0 es redueix al punt [—ay, a,].
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Exemple. Si [ay, a;, a,] i [bg, b1, b2] s6n dos punts diferents de P4, llavors
I’equacio de la recta que determinen és

So $1 &2
ap aq ap|=0.
by by by

Analogament, si |ag, aq,a,,as], [bg, b1, by, b3] i [co,Cq,Cp,C3] sON tres
punts independents de P3, llavors I’equacid del pla que determinen és

So S1 $2 $3

Exemple. Si [ay, a{, a,, as] i [by, by, by, b3] sén punts diferents de IP3 i es
compleix agb; — aby # 0 (per exemple), llavors

So S1 $2 So $1 $3
ao a1 az — 0 [ a() a1 a3 — O
by by by by by b3

sOn equacions cartesianes de la recta determinada pels dos punts.
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Equacions parametriques d’una varietat lineal

Sigui L una varietat lineal de dimensié r . Siguin P,, ..., P- € L punts inde-
pendents. Escollit un representant v; de P; (i =0, ...,1), els punts de L
tenen la forma

AoV + - + A,.v,], 4, ..., 4 € K no tots nuls.

Si ey, ..., €, €s una base adaptada a una referencia R, i
V; = bioeo + -+ binen — bieT (l = 0, ...,T),
llavors
[Aovo + -+ + 4,0, ]
— [Ao(booeo Tt bOnen) + o+ A (broeg + - + brnen)]
= [(Aoboo + -+ + Arbro)eg + -+ + (Aobon + -+ + Arbrp)en],
la qual cosa mostra que els punts de L son els que tenen la forma
[Aoboo + -+ + Ay-brg, oy Aghgn, + =+ + Apbyy |
(Ag, ..., A € K no tots nuls). En altres paraules, § = (&, ..., &) son coor-
denades d’un punt de L si i només si
& =Aobgj + -+ A4byj (j=0,..,n) & &=2Aby+ -+ A.b, = AB", [*4]
on B és la matriu de v, ..., v, respecte de ey, ..., €,,.
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D’aquestes expressions de les R-coordenades dels punts de L en termes

de les constants b;; i dels parametres Ay, ..., 4;,, se’n diuen equacions pa-

rametriques de L (en la referencia R). Reciprocament, un sistema

d’equacions de la forma [**], on b;; son constants tals que la matriu

(bji)i=0,...,n térang ri Ay, ..., A, sOn parametres, representa una varietat
j=0,...,1

lineal de dimensio r .

Exemple. Les equacions parametriques de la recta que uneix els punts
[ag, ..., a,] i |by, ..., by] (que suposem diferents) sén
on A, i sén escalars arbitraris no tots dos nuls.
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Configuracions de punts: quadrangle complet

Un quadrangle ABCD esta format
per quatre punts coplanaris (ano-
menats vertexs del quadrangle) i de
manera que tres qualsevol d’ells no
estan alineats. Les rectes determi-
nades per les sis possibles parelles
de vertexs s’Tanomenen costats, i dos
costats es diuen oposats si no tenen

cap vertex en comu (les tres parelles
de costats oposats son AB i CD, AC
i BD, i AD i BC). Els tres punts d’interseccid X, Y i Z de les tres parelles
de costats oposats formen el triangle diagonal.

X



