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Espai Projectiu 

Donat un espai vectorial ܧ de dimensió ݊ ൅ 1 (݊ ൒ െ1), posarem ሾܧሿ per 
denotar el conjunt dels seus subespais vectorials de dimensió 1. Direm 
que ሾܧሿ és l’espai projectiu associat a ܧ i dels seus elements en direm 
punts.  

També direm que ሾܧሿ té dimensió ݊, i posarem  dimሺሾܧሿሻ ൌ ݊  

(és a dir, dimሺሾܧሿሻ ൌ dim௄ሺܧሻ െ 1ሻ.  

Si ݊ ൌ 1 (݊ ൌ 2), diem que ሾܧሿ és una recta projectiva (pla projectiu). En 
lloc de la notació ሾܧሿ, també s’escriu Զሺܧሻ, i fins i tot Զ  si ܧ es pot so‐
breentendre. Per indicar que l’espai projectiu Զ té dimensió ݊, escriurem Զ௡. 
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Vectors representants dels punts. El punt corresponent al subespai vec‐
torial ۄݔۃ generat per un vector no nul ݔ serà denotat ሾݔሿ. Si ܲ és un punt 
i ܲ ൌ ሾݔሿ, on ݔ és un vector no nul de ܧ, direm que ݔ és un representant 
de ܲ. Notem que si ݔ, Ԣݔ א  són no nuls, llavors ܧ

  ሾݔሿ ൌ ሾݔԢሿ ֞ ߣ׌ א ᇱݔ tal que ܭ ൌ  ݔߣ

               ֞   .ᇱ són linealment independentsݔ i ݔ

Varietats lineals 

Si ܨ és un subespai vectorial de ܧ, llavors ሾܨሿ ك ሾܧሿ. Els punts de ሾܨሿ són 
de la forma ሾݔሿ, on ݔ és un vector no nul arbitrari de ܨ. Notem que 

  ሾሼ0ሽሿ ൌ   ׎
  ሾۄݔۃሿ ൌ ሼሾݔሿሽ per a tot vector no nul. 

Un subconjunt ܮ d’un espai projectiu ሾܧሿ és una varietat lineal si existeix 
un subespai vectorial ܨ de ܧ tal que ܮ ൌ ሾܨሿ. Si ܨ té dimensió ݎ ൅ 1, di‐
em, d’acord amb la definició de dimensió de l’espai projectiu associat a 
un espai vectorial, que ܮ té dimensió ݎ , i escriurem 
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 dimሺܮሻ ൌ   ݎ
(és a dir, dimሺሾܨሿሻ ൌ dim௄ሺܨሻ െ 1).  

En aquesta definició no hi ha ambigüitat, ja que, com mostra la proposi‐
ció que segueix, el subespai vectorial ܨ queda unívocament determinat 
per ܮ. 

 Com que ሾሼ0ሽሿ ൌ ሻ׎és una varietat lineal i dimሺ ׎ ,׎ ൌ െ1. De fet, ׎ 
és l’única varietat lineal que té dimensió negativa. 

Proposició. Si ܨ i ܨԢ són subespais vectorials de ܧ, llavors  ሾܨሿ ك ሾܨԢሿ ֞ ܨ ك  .Ԣܨ
En particular, ሾܨሿ ൌ ሾܨԢሿ si i només si ܨ ൌ  .Ԣܨ
Prova. Que ܨ ك ሿܨԢ implica ሾܨ ك ሾܨԢሿ és clar: tot subespai de dimensió 1 
de ܨ és un subespai de dimensió 1 de ܨԢ. 
Per a la implicació contrària, suposem ሾܨሿ ك ሾܨԢሿ i sigui ݔ א  Volem .ܨ
veure que ݔ א ݔ Ԣ. Com que aquesta conclusió és òbvia siܨ ൌ 0, podem 
suposar que ݔ ് 0. Llavors ሾݔሿ א ሾܨሿ ك ሾܨԢሿ i per tant existeix ݔԢ א  ,Ԣܨ
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ᇱݔ  ് 0, tal que ሾݔሿ ൌ ሾݔԢሿ. Aquesta igualtat implica que existeix ߣ א  tal ܭ
que ݔ ൌ Ԣݔ Ԣ. Com queݔߣ א Ԣݔߣ Ԣ, tenimܨ א ݔ Ԣ, d’onܨ א  .ܨ
 
Per expressar que una varietat lineal ܮ està continguda en una varietat li‐
neal ܮԢ, sovint direm que ܮԢ passa per ܮ, o que ܮԢ és incident amb ܮ. Un 
punt ܲ és diu que és exterior a una varietat ܮ, o que és independent de ܮ, 
si ܲ ב  .ܮ

Punts, rectes, plans, hiperplans  
 Els punts són les varietats lineals de dimensió 0 (estrictament parlant, 

les varietats de dimensió 0 són les de la forma ሼܲሽ, on ܲ és un punt 
qualsevol, ja les varietats lineals de dimensió 0 són les de la forma ሾܨሿ, 
on ܨ és un subespai de dimensió 1 de ܧ, i si ݔ és qualsevol vector no 
nul de ܨ, ሾܨሿ ൌ ሾۄݔۃሿ ൌ ሼሾݔሿሽ). 

 Les varietats lineals de dimensió 1 s’anomenen rectes; les de dimensió 
2, plans.  

 Les varietats lineals de dimensió n − 1 s’anomenen hiperplans. 
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Notacions 
 Si ݔ଴, ,ଵݔ … , ,଴ݔposarem ሾ ,ܧ ௥ són vectors deݔ ,ଵݔ … , ,଴ݔۃ௥ሿ en lloc de ሾݔ ,ଵݔ … ,   .ሿۄ௥ݔ
 Els punts de la varietat lineal ሾݔ଴, ,ଵݔ … ,  ௥ሿ tenen la formaݔ

  ሾߣ଴ݔ଴ ൅ ଵݔଵߣ ൅ ڮ ൅  , ௥ሿݔ௥ߣ
on ߣ଴, ,ଵߣ … , ௥ߣ א ଴ݔ଴ߣ són tals que ܭ ൅ ଵݔଵߣ ൅ ڮ ൅ ௥ݔ௥ߣ ് 0. En 
particular tenim ሾݔ௜ሿ א ሾݔ଴, ,ଵݔ … , ௜ݔ ௥ሿ siݔ ് 0.   

 Si ݔ଴, ,ଵݔ … , ,଴ݔ௥ són linealment independents, llavors ሾݔ ,ଵݔ … ,  ௥ሿ téݔ
dimensió ݎ i els seus punts tenen la forma ሾߣ଴ݔ଴ ൅ ଵݔଵߣ ൅ ڮ ൅  ,௥ሿݔ௥ߣ
amb ሺߣ଴, ,ଵߣ … , ௥ሻߣ ് ሺ0,0, … ,0ሻ. En aquest cas, ݔ௜ ് 0 i per tant ሾݔ௜ሿ א ሾݔ଴, ,ଵݔ … , ݅ ௥ሿ per aݔ ൌ 0,1, … ,   .ݎ

 En particular tenim que si ݔ, Ԣݔ א ‐són dos vectors linealment inde ܧ
pendents, llavors ሾݔ,  Ԣሿ és una recta. Els punts d’aquesta recta tenenݔ
la forma ሾݔߣ ൅ ,ߣ ,ԢሿݔԢߣ ᇱߣ א ,ߣሺ ,ܭ Ԣሻߣ ് ሺ0,0ሻ. Com que ሾݔሿ, ሾݔԢሿ, ሾݔ ൅ ,ݔԢሿ són tres punts diferents de ሾݔ   .ሿ satisfà l’axioma A0ܧԢሿ, veiem que l’espai projectiu ሾݔ
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Proposició (axioma A1). Donats dos punts diferents ܲ i ܲԢ d’un espai pro‐
jectiu Զ, existeix una única recta que els conté. 
Prova. Sigui ܧ l’espai vectorial tal que Զ ൌ ሾܧሿ. Siguin ݔ, Ԣݔ א  vectors ܧ
no nuls tals que ܲ ൌ ሾݔሿ i ܲԢ ൌ ሾݔԢሿ. Com que ܲ ് ܲԢ, ݔ i ݔԢ són lineal‐
ment independents. Per tant, ݔۃ, ܮ té dimensió 2 i ۄԢݔ ൌ ሾݔ,  Ԣሿ és unaݔ
recta. Com que ܲ ൌ ሾݔሿ א i ܲԢ ܮ ൌ ሾݔԢሿ א  queda provada l’existència ,ܮ
d’una recta que conté els punts ܲ i ܲԢ. 
Sigui ara ܯ una altra recta que conté els punts ܲ i ܲԢ. Veurem que ܯ ൌܮ, i això acabarà la prova. Sigui ܨ el subespai vectorial de ܧ tal que ܯ ൌ ሾܨሿ. Com que ܯ és una recta, ܨ té dimensió 2. Atès que ܲ, ܲԢ א  ,ܯ
tenim ݔ, Ԣݔ א ,ݔۃ i per tant ܨ ۄԢݔ ك ‐Com que els dos subespais vectori .ܨ
als d’aquesta inclusió tenen dimensió 2, de fet tenim ݔۃ, ۄԢݔ ൌ ܮ d’on ,ܨ ൌ  .ܯ
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La recta que uneix dos punts diferents ܲ i ܲԢ serà denotada ܲܲԢ. La de‐
mostració anterior prova que si ݔ és un representant de ܲ i ݔԢ un repre‐
sentant de ܲԢ, llavors ܲܲԢ ൌ ሾݔ,  .Ԣሿݔ

És també immediat comprovar que si ܮ és una varietat lineal i ܲ, ܲԢ són 
dos punts diferents de ܮ, aleshores ܲܲԢ ك  .ܮ

L’afirmació recíproca també és certa: si ܮ ك Զ té la propietat que ܲܲԢ ك ,ܲ quan ܮ ܲԢ א   és una varietat lineal.1 ܮ aleshores ,ܮ

Remarca. Veiem, doncs, que les varietats lineals coincideixen amb les va‐
rietats lineals en el sentit de la geometria projectiva axiomàtica. Amb això 
és fàcil veure que Զ௡ compleix l’axioma 3ܣ.  

En efecte, d’una banda tenim, si ݁଴, ݁ଵ, … , ݁௡ una base de ܧ i posem ܮ௜ ൌ ሾ݁଴, ݁ଵ, … , ݁௜ሿ per ݅ ൌ 0, … , ଴ܮ ,݊ ؿ ଵܮ ؿ ڮ ؿ  ௡, de manera queܮ
existeix una cadena de varietats lineals de longitud ݊. Per altra banda, la 
longitud ݎ de qualsevol altra cadena de varietats lineals ܯ଴ ؿ ଵܯ ؿ ڮ ݎ ௥ satisfàܯؿ ൑ ݊, ja que si ܯ௝ ൌ ଴ܨ ௝൧, llavorsܨൣ ؿ ଵܨ ؿ ڮ ؿ ݎ ௥ i per tantܨ ൅ 1 ൑ dimሺܨ௥ሻ ൑ dimሺܧሻ ൌ ݊ ൅ 1. 
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Definició. Direm que tres punts d’un espai projectiu de dimensió ݊ ൒ 1 
estan alineats si existeix una recta que els conté. 

Proposició. Sigui Զ ൌ ሾܧሿ un espai projectiu de dimensió ݊ ൒ 1 i ܲ, ܳ, ܴ א Զ. Siguin ݔ, ,ݕ ݖ א ,ܲ representants de ܧ ܳ, ܴ, respectivament. 
Llavors ܲ, ܳ, ܴ estan alineats si i només si són linealment dependents. 

Prova. Si ܲ, ܳ, ܴ estan continguts en una recta ሾܨሿ, llavors ݔ, ,ݕ ݖ א  .ܨ
Com que ܨ té dimensió 2, els vectors ݔ, ,ݕ  .són linealment dependents ݖ
Recíprocament, si ݔ, ,ݕ ,ݔۃsón linealment dependents, aleshores dimሺ ݖ ,ݕ ሻۄݖ ൑ 2 i, atès que dimሺܧሻ ൒ 2, podem trobar un subespai 
vectorial ܨ de dimensió 2 de ܧ tal que ݔۃ, ,ݕ ۄݖ ك ܨ notem que) ܨ ൌ ,ݔۃ ,ݕ ,ܲ si els tres punts no coincideixen). Així tenim ۄݖ ܳ, ܴ א ሾܨሿ i 
els tres punts estan alineats. 
  



10 
 

Proposició. Si ܲ, ܳ, ܴ són tres punts alineats diferents i ݔ és un represen‐
tant de ܲ, aleshores existeix un representant ݕ de ܳ tal que ܴ ൌ ሾݔ ൅  .ሿݕ

Prova. Sigui ݕԢ qualsevol representant de ܳ. Els vectors ݔ, ‐Ԣ són linealݕ
ment independents, per ser ܲ ് ܳ. Com que ܴ א ܲܳ, existeixen escalars ߣ, ݔߣ tals que ߤ ൅ ߣ Ԣ és un representant de ܴ. Si fosݕߤ ൌ 0, tindríem ܴ ൌ ሾݕߤԢሿ ൌ ሾݕԢሿ ൌ ܳ, que és contradictori amb la suposició que ܳ ് ܴ. 
Per tant, ߣ ് 0 i el vector ݔ ൅ ఓఒ ‐també és un representant de ܴ. Anà ’ݕ 

logament tenim ߤ ് 0 (altrament tindríem ܲ ൌ ܴ), amb la qual cosa és 
clar que basta posar ݕ ൌ ఓఒ  .’ݕ 
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Triangles. Un triangle ordenat d’un espai projectiu Զ  és una successió de 
tres punts ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ no alineats. Escriurem ଴ܲ ଵܲ ଶܲ per denotar‐lo i direm 

que els punts ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ són els seus vèrtexs. 

De les rectes ܮ଴ ൌ ଵܲ ଶܲ, ܮଵ ൌ ଶܲ ଴ܲ, ܮଶ ൌ ଴ܲ ଵܲ, en 
direm costats del triangle. També diem que ܮ௜  és el 
costat oposat al vèrtex ௜ܲ  . 
P0 

Triangles en perspectiva 
Dos triangles ordenats ଴ܲ ଵܲ ଶܲ i ଴ܲᇱ ଵܲᇱ ଶܲᇱ  
estan en perspectiva si ௜ܲ ് ௜ܲᇱ i les tres rectes ௜ܲ ௜ܲᇱ 
passen per un mateix punt, 
diferent de qualsevol dels 
vèrtexs ௜ܲ i de qualsevol 
dels vèrtexs ௜ܲᇱ. 
 

 

଴ܲ
ଵܲ

ଶܲᇱ
ଵܲᇱ 

଴ܲᇱ  

ଶܲ

ܱ 

଴ܲ 

ଶܲ

ଵܲ 
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Teorema (Desargues, 1639). Si els triangles ଴ܲ ଵܲ ଶܲ i ଴ܲᇱ ଵܲᇱ ଶܲᇱ  estan en per‐
spectiva, i posem ܮ௜ ௜ᇱܮ ,   per denotar els costats de ଴ܲ ଵܲ ଶܲ i ଴ܲᇱ ଵܲᇱ ଶܲᇱ  opo‐
sats a ௜ܲ  i a ௜ܲᇱ, respectivament, llavors les interseccions ܴ௜ ൌ ௜ܮ ת ௜ᇱܮ  són 
tres punts alineats. 

Prova.  Sigui ܲ el punt en el qual concorren les tres rectes ௜ܲ ௜ܲᇱ. Siguin ݔ ,ݔ଴, ,ଵݔ ଶݔ א ܧ െ ሼ0ሽ tals que ܲ ൌ ሾݔሿ i ௜ܲ ൌ ሾݔ௜ሿ. Com que ܲ, ௜ܲ, ௜ܲᇱ estan 
alineats i són diferents, podem escollir ݔ௜ de manera que ௜ܲᇱ ൌ ሾݔ ൅  .௜ሿݔ
Ara observem que el punt ሾݔଵ െ ଴ܮ ଶሿ de la rectaݔ ൌ ଵܲ ଶܲ és també de la 
recta ܮ଴ᇱ ൌ ଵܲᇱ ଶܲᇱ, ja que ሾݔଵ െ ଶሿݔ ൌ ሾሺݔ ൅ ଵሻݔ െ ሺݔ ൅  ଶሻሿ. Com que lesݔ
rectes ܮ଴ i ܮ଴ᇱ  són clarament distintes, veiem que 
  ܴ଴ ൌ ଴ܮ ת ଴ᇱܮ ൌ ሾݔଵ െ   .ଶሿݔ
Anàlogament, ܴଵ ൌ ሾݔଶ െ ଴ሿ, ܴଶݔ ൌ ሾݔ଴ െ ,ଵሿ. Finalment, els punts ܴ଴ݔ ܴଵ, ܴଶ estan alineats, ja que 

  ሺݔଵ െ ଶሻݔ ൅ ሺݔଶ െ ଴ሻݔ ൅ ሺݔ଴ െ ଵሻݔ ൌ 0. 
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En l’enunciat del teorema que segueix usem que dues rectes diferents 
d’un pla projectiu es tallen en un punt. Això és clar, atès que la intersec‐
ció de dos subespais vectorials de dimensió 2 diferents d’un espai vecto‐
rial de dimensió 3 és un subespai vectorial de dimensió 1. 

Teorema (Pappus, 340 ׽). En 
un pla projectiu Զ, siguin ܮ i ܯ 
dues rectes diferents i ܲ el seu 
punt d’intersecció. Siguin ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ punts diferents de ܮ െ ሼܲሽ i ܳ଴, ܳଵ, ܳଶ punts dife‐
rents de ܯ െ ሼܲሽ. Aleshores, 
les interseccions  
 ܴ଴ ൌ ଵܲܳଶ ת ଶܲܳଵ,   ܴଵ ൌ ଶܲܳ଴ ת ଴ܲܳଶ,  ܴଶ ൌ ଴ܲܳଵ ת ଵܲܳ଴  
són tres punts alineats. 

Prova. Sigui ݔ א ܧ െ ሼ0ሽ tal que ܲ ൌ ሾݔሿ. Com que ܲ, ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ són punts 
diferents de ܮ, existeix ݕ א ܧ െ ሼ0ሽ tal que ଴ܲ ൌ ሾݕሿ, ଵܲ ൌ ሾݔ ൅ ሿ, ଶܲݕ ൌ ሾݔ ൅ ܽ ሿ per un certݕܽ א ܭ െ ሼ0,1ሽ. Anàlogament, existeix 

଴ܲ ଵܲ ଶܲ

ܳ଴ ܳଵ ܳଶ 

ܴ଴ܴଶ ܴଵ
ܮ
ܯ



14 
ݖ  א ܧ െ ሼ0ሽ tal que ܳ଴ ൌ ሾݖሿ, ܳଵ ൌ ሾݔ ൅ ሿ, ܳଶݖ ൌ ሾݔ ൅ ܾ ሿ per un certݖܾ א ܭ െ ሼ0,1ሽ.  
Com que ܲ, ଴ܲ, ܳ଴ no estan alineats, els vectors ݔ, ,ݕ ‐són linealment in ݖ
dependents. Ara tenim  ܴଶ ൌ ሾݔ ൅ ݕ ൅  ,ሿݖ
ja que 

  ሾݔ ൅ ݕ ൅ ሿݖ ൌ ൜ሾሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ሿݖ א ଵܲܳ଴ሾݕ ൅ ሺݔ ൅ ሻሿݖ א ଴ܲܳଵ 

  
Notem que les rectes ଴ܲܳଵ i ଵܲܳ଴ són diferents i, per tant, ሾݔ ൅ ݕ ൅  ሿ ésݖ
l’únic punt comú a aquestes dues rectes.  

També tenim ܴଵ ൌ ሾݔ ൅ ݕܽ ൅  ,ሿݖܾ
ja que ሾݔ ൅ ݕܽ ൅ ሿݖܾ ൌ ൜ሾሺݔ ൅ ሻݕܽ ൅ ሿݖܾ א ଶܲܳ଴ሾܽݕ ൅ ሺݔ ൅ ሻሿݖܾ א ଴ܲܳଶ  
Anàlogament ܴ଴ ൌ ሾሺܾܽ െ 1ሻݔ ൅ ܽሺܾ െ 1ሻݕ ൅ ܾሺܽ െ 1ሻݖሿ, 
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ja que ሾሺܾܽ െ 1ሻݔ ൅ ܽሺܾ െ 1ሻݕ ൅ ܾሺܽ െ 1ሻݖሿ  

  ൌ ൜ሾሺܽሺܾ െ 1ሻሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ሺܽ െ 1ሻሺݔ ൅ ሻሿݖܾ א ଵܲܳଶሾሺܽ െ 1ሻܾሺݔ ൅ ሻݖ ൅ ሺܾ െ 1ሻሺݔ ൅ ሻሿݕܽ א ଶܲܳଵ  

Finalment observem que 
  ܾܽሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ െ ሺݔ ൅ ݕܽ ൅ ሻݖܾ ൌ ሺܾܽ െ 1ሻݔ ൅ ܽሺܾ െ 1ሻݕ ൅ ܾሺܽ െ 1ሻݖ 
i, per tant, ܴ଴ א ܴଵܴଶ. 

Remarca. En la darrera igualtat usem que ܾܽ ൌ ܾܽ, de manera que es‐
trictament parlant el teorema de Pappus és vàlid si, i només si, el cos ܮ és 
commutatiu. 
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Intersecció i suma projectiva de varietats lineals 

La intersecció ܮ ת ܮ Ԣ de dues varietats linealsܮ ൌ ሾܨሿ i ܮᇱ ൌ ሾܨᇱሿ d’un es‐
pai projectiu Զ ൌ ሾܧሿ és una varietat lineal, ja que 
   ሾܨሿ ת ሾܨԢሿ ൌ ሾת ܨ  .Ԣሿܨ 
Notem que ܮ ת  Ԣ, en elܮ i ܮ Ԣ és la màxima varietat lineal continguda aܮ
sentit que una varietat lineal ܯ compleix ܯ ك ܯ i ܮ ك ܯ Ԣ si i només siܮ ك ܮ ת  .Ԣܮ
Vegem ara que existeix, amb les mateixes notacions, una varietat ܮ ש  Ԣܮ
que és la mínima que conté ܮ i ܮԢ, en el sentit que ܯ ل ܯ i ܮ ل  Ԣ si iܮ
només si ܯ ل ܮ ש ܮ Ԣ. En efecte, siܮ ൌ ሾܨሿ i ܮԢ ൌ ሾܨԢሿ, on ܨ i ܨԢ són sub‐
espais vectorials de ܧ, llavors ܮ ש Ԣܮ ൌ ሾܨ ൅   Ԣሿܨ
satisfà les condicions, atès que ܨ ൅  ܧ Ԣ és el mínim subespai vectorial deܨ
que conté ܨ i ܨԢ. Direm que ܮ ש  ܮ Ԣ és la suma projectiva de les varietatsܮ
i ܮԢ. Per exemple, si ܲ i ܳ són punts, llavors ܲ ש ܳ ൌ ܲܳ. 
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Fórmula de les dimensions 

Proposició. Si ܮ i ܮԢ són varietats lineals de l’espai projectiu Զ ൌ ሾܧሿ, lla‐
vors 
  dimሺܮ ש ᇱሻܮ ൅ dimሺܮ ת ᇱሻܮ ൌ dimሺܮሻ ൅ dimሺܮᇱሻ.  
Prova. Siguin ܨ i ܨԢ els subespais vectorials de ܧ tals que ܮ ൌ ሾܨሿ i ܮԢ ൌ ሾܨԢሿ. Aleshores 
  dimሺܨ ൅ Ԣሻܨ ൅ dimሺܨ ת ᇱሻܨ ൌ dimሺܨሻ ൅ dimሺܨᇱሻ. 
La fórmula de l’enunciat en resulta immediatament, ja que dimሺܨ ൅ Ԣሻܨ  ൌ  dimሺܮ ש Ԣሻܮ ൅ 1, dimሺܨ ת Ԣሻܨ ൌ  dimሺܮ ת Ԣሻܮ ൅ 1, dimሺܨሻ ൌ dimሺܮሻ ൅ 1, dimሺܨԢሻ ൌ dimሺܮԢሻ ൅ 1. 
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Exemple. Sigui ܮ una varietat lineal d’un espai projectiu i ܳ un punt exte‐
rior a ܮ. Així ܮ ת ܳ ൌ ܮi, per tant, dimሺ ׎ ת ܳሻ ൌ െ1. Com que dimሺܳሻ ൌ 0, de la fórmula de les dimensions en deduïm que dimሺܮ ש ܳሻ ൌ dimሺܮሻ ൅ 1. 
En el cas particular en què ܮ és un punt ܲ, aquesta fórmula ens diu que ܲ ש ܳ és una recta, i per tant que ܲ ש ܳ ൌ ܲܳ, com ja hem observat an‐
teriorment. Notem que si L és una recta, aleshores ܮ ש ܳ és un pla. 

Exemple. 
Sigui ܪ un hiperplà de Զ௡ i suposem que ܮ és una varietat lineal no con‐
tinguda a ܪ. Llavors ܪ ש ܮ ൌ Զ௡ i la fórmula de les dimensions ens dóna  
  dimሺܪ ת ሻܮ ൌ dimሺܪሻ ൅ dimሺܮሻ െ dimሺܪ ש ሻܮ ൌ ݊ െ 1 ൅ dimሺܮሻ െ ݊ ൌ dimሺܮሻ െ 1, 
és a dir, dimሺܪ ת ሻܮ ൌ dimሺܮሻ െ 1. 
En el cas en què dimሺܮሻ ൌ 1, aquesta fórmula ens diu que la intersecció 
d’una recta amb un hiperplà que no la conté és un punt. 
Quan ݊ ൌ  és una recta i l’enunciat precedent ens dóna que dues ܪ ,2
rectes distintes d’un pla projectiu es tallen en un punt. 
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Exemple. Considerem el cas ݊ ൌ 3. Com que els hiperplans de Զଷ són els 
plans, l’enunciat precedent ens dóna que dos plans diferents de es tallen 
en una recta. Per altra banda, la intersecció d’una recta amb un pla que 
no la conté és un punt. Pel que fa a dues rectes diferents ܮ i ܮԢ de Զଷ, es 
poden donar dues possibilitats. Una és que dimሺܮ ש Ԣሻܮ ൌ 2, 
és a dir, que les dues rectes estiguin contingudes en un mateix pla (es diu, 
aleshores, que les dues rectes són coplanàries), i que és equivalent a dir 
que ܮ ת ܮԢ és un punt. L’altra possibilitat és que dimሺܮ ש Ԣሻܮ ൌ 3  
i que equival a dir que ܮ ת Ԣܮ ൌ ‐En aquest cas, es diu que les dues rec .׎
tes es creuen. 
 
Exemple (verificació de l’axioma A2). Siguin ܣ, ,ܤ ,ܥ ‐quatre punts dis ܦ
tints i no alineats, i suposem que les rectes ܤܣ i ܦܥ es tallen. Llavors ܤܣ ש  són rectes d’aquest pla, també es ܦܤ i ܥܣ és un pla. Com que ܦܥ
tallen, com es tractava de veure.2  
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Notes 

1. Sigui ܮ ك Զሺܧሻ tal que ܲܲᇱ ك ,ܲ quan ܮ ܲᇱ א  és una ܮ Per veure que .ܮ
varietat lineal, basta veure que ܨ ൌ ሼ0ሽ ׫ ሼݔ א ܧ െ ሼ0ሽ | ሾݔሿ א  ሽ és unܮ
subespai vectorial, ja que si aquest és el cas aleshores és clar que ܮ ൌሾܨሿ.  

La propietat ݔߣ א ݔ si ܨ א ߣ i ܨ א ݔ és òbvia si ܭ ൌ 0 o ߣ ൌ 0, i altra‐
ment és conseqüència de ሾݔߣሿ ൌ ሾݔሿ א  .ܨ i la definició de ܮ

Queda per mostrar que ݔ ൅ ᇱݔ א ,ݔ si ܨ ᇱݔ א ‐Com que la relació és òb .ܨ
via si ݔ ൌ 0 o ݔᇱ ൌ 0 o ݔ ൅ ᇱݔ ൌ 0, podem suposar que ݔ, ,ᇱݔ ݔ ൅ Ԣݔ ് 0. 
Sigui ܲ ൌ ሾݔሿ א i ܲᇱ ܮ ൌ ሾݔԢሿ א Aleshores ܲܲᇱ .ܮ ك ݔper hipòtesi, i ሾ ,ܮ ൅ Ԣሿݔ א ܲܲԢ, i així ሾݔ ൅ Ԣሿݔ א ݔ ,és a dir ,ܮ ൅ ᇱݔ א  .ܨ

2. En la formulació de l’axioma A2 es suposa que tres qualssevol dels 
punts no estan sobre una recta, però la conclusió és vàlida encara que 
n’hi hagi tres d’alineats. 


