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Programa d’Erlangen. L'estudi d’una geometria és I'estudi de les propietats invariants
pel grup caracteristic de la geometria (el grup d’afinitats per la geometria afi, els grups
de desplacaments i semblances per la geometria métrica, el grup projectiu—format
per les homografies—en el cas de la geometria projectiva, ...).

Jerarquia projectiva. El grup afi és un subgrup del grup projectiu (les afinitats son les
homografies que deixen invariant I’hiperpla dels punts de I'infinit. El grup euclidia és el
subgrup del grup projectiu format per afinitats que deixen invariant una estructura
resident a I'hiperpla de l'infinit anomenada absolut (en el cas d'un pla projectiu,
aquesta estructura esta formada per dos punts imaginaris conjugats). El grup projectiu
conté també el grup de la geometria hiperbolica.

Espai projectiu real. Tot punt [x] de Pi =PR"' té exactament dos representants

iﬁ e §”. Aixi, doncs, es pot entendre com el resultat d’identificar punts antipodals de
X



I'esfera S§”. En particular resulta que [P} és un espai compacte (amb la topologia
induida per S”). Notem que P} coincideix amb el resultat d’unir els extrems d’una

semicircumferéncia, de manera que és una circumferéncia S'. El pla projectiu real, en
canvi, P2 és un exemple de superficie no orientable.

Espai projectiu complex. Els representant unitaris d’un punt [x] de Pz =PC"" tenen

la forma cfﬁeS", on £ és un nombre complex de modul 1. Com que els vectors
X

unitaris de C"*! formen una esfera S?**', i el conjunt U(1) dels nombres complexos de
modul 1 formen una circumferéncia S', tenim una aplicacié exhaustiva 7:S*"*' — P!
les fibres de la qual son circumferéncies (la fibra d’un punt [x] e P! per I'aplicacié h és
I’antimatge d’aquest punt per h, és a dir,

{éﬁler(l)}=U(l) ~ '),

De I'aplicacio h se’n diu la fibracié de Hopf de S>"*!.

En el cas particular de la recta projectiva complexa ., tenim una inclusié

C—PL, z+>[(z,1)] (que denotarem [z]),
i és clar que P —C={[1,0]} (que denotarem [c]). Aixi doncs P =C =C {0} . Per

altra banda, C=5? , per projeccid estereografica:
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Per calcul es pot veure que la relacié que hi ha entre x=(x,,x,,x;) i z=a+bi ve
donada per les formules
X X

a=
1—x,

7

B 1—x,
per obtenir z en termes de x o per les férmules
xlz%'xzz 2 2b2 ,x3:aj+bj—1
a*+b*+1 a*+b*+1 a*+b*+1
per obtenir x en termesde z.




