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Definició de semblança 

Una semblança de raó ݇ ൐ 0 de l’espai euclidià ८ és una afinitat 

  ߮ ׷  ८ ՜ ८ 
tal que 

  ݀ሺ߮ሺܲሻ, ߮ሺܳሻሻ ൌ ݇ ൉ ݀ሺܲ, ܳሻ            ሾכሿ 

per qualssevol ܲ, ܳ א ८. 

Remarca. Es pot veure que una aplicació ߮ ׷  ८ ՜ ८ que satisfà la condi‐
ció [כ] és necessàriament una afinitat. Atès que l’establiment d’aquest fet 
és força laboriós, hem optat per incloure la conclusió en la definició de 
semblança (i, per tant, de desplaçament). 

Exemples 
 Els desplaçaments són les semblances de raó 1. 
 L’homotècia ݄ை,ఒ de centre ܱ i raó ߣ א Թ െ ሼ0ሽ és una semblança de 

raó ݇ ൌ  .|ߣ|
  



3 
 

Algunes propietats 

 Pere una afinitat ߮ ׷  ८ ՜ ८ les condicions que segueixen són equiva‐
lents: 
a) ߮ és una semblança de raó ݇. 
b) | ෤߮ሺݔሻ| ൌ   .ݔ per a tot vector |ݔ|݇
c) ෤߮ݔ ൉ ෤߮ݕ ൌ ݇ଶሺݔ ൉ ,ݔ ሻ per a qualssevolݕ ݕ א ܸ.1  
d) ݇ିଵ ෤߮  és una isometria lineal. 

 Si les equacions d’una afinitat ߮ en una determinada referència són ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܤ ൅ ܤܩ்ܤ llavors ߮ és una semblança de raó ݇ si i només si ,்࢖ ൌ ݇ଶܩ, on ܩ és la matriu de la mètrica, o bé si i només si ܣ ൌ ݇ିଵܤ satisfà ܣܩ்ܣ ൌ  equivalent, en referència ortonormal, a) ܩ
dir que ܣ és una matriu ortogonal). 

 Si ߮ és una semblança de raó ݇, llavors േ݇ són els únics possibles va‐
lors propis reals de ෤߮ . 

 Si ݇ ് 1, llavors ߮ té un únic punt fix. 
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El grup झሺ८ሻ de les semblances 

 La composició ߮ᇱ ל ߮ d’una semblança ߮ de raó ݇ amb una semblança ߮Ԣ de raó ݇Ԣ és una semblança de raó ݇݇Ԣ.  
 La inversa ߮ିଵ d’una semblança ߮ de raó ݇ és una semblança de raó 1/݇. 
 Així, doncs, el conjunt ࣭ሺ८ሻ de les semblances d’un espai euclidià for‐

men un grup amb l’operació de composició. 
 El grup ܦሺ८ሻ dels desplaçaments és un subgrup normal de ࣭ሺ८ሻ. 
 ࣭ሺ८ሻ és un subgrup del grup ࣡ሺ८ሻ de les afinitats de ८. 
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Classificació de les semblances del pla 

Considerem semblances ߮ de raó ݇ ് 1 del pla euclidià. Sigui ܱ l’únic 
punt fix de ߮. En una referència rectangular ሾܱ; ݑଵ,  ଶሿ les equacions de ߮ tenen la formaݑ

  ൬ݔଵᇱݔଶᇱ ൰ ൌ ܣ݇ ቀݔଵݔଶቁ,  ܣ ortogonal. 

Es tracta, doncs, d’un desplaçament que deixa el punt ܱ fix seguit d’una 
homotècia de raó ݇. Com que els desplaçaments que tenen un punt fix 
són la identitat, les simetries axials i els girs (comptant‐hi les simetries 
centrals), obtenim les corresponents classes de semblances i llurs equaci‐
ons reduïdes directament a partir de la taula de classificació dels despla‐
çaments del pla. 
  



6 
 

Taula de classificació de les semblances del pla 

La columna ߮ conté una descripció simbòlica de la semblança (ߪ denota 
una simetria axial respecte d’una recta que passa per ܱ). Els símbols ݄ i ݄Ԣ designen homotècies de raó ݇ i ݇Ԣ, respectivament; SA+݄, una simetria 
axial seguida d’una homotècia de raó ݇ amb centre sobre l’eix de sime‐
tria; i ܩ ൅ ݄ un gir d’amplitud ߙ ് 0,  ݇ seguit d’una homotècia de raó ,ߨ
amb el mateix centre que el gir (ܿ ൌ cosሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ). Posem ݊ା i ݊ି 
per denotar les multiplicitats dels valors propis ݇ i െ݇ de ܣ, respectiva‐
ment.  Els altres elements de la taula tenen el mateix significat que per la 
taula de desplaçaments del pla. 
Notem que ݄ை,௞ߪ ൌ ܣܵ ை,௞ en el cas݄ߪ ൅ ݄ i ݄ை,௞ ל ݃ை,௞ ൌ ݃ை,௞ ל ݄ை,௞ en 
el cas ܩ ൅ ݄. 

Equacions canòniques  ݊ା ݊ି ߮ Nom ݔ ݏଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ݇ ൌ ݄ ଶ  2  0 ݄ை,௞ݔ݇ d ݔଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ݇ ൌ െ݇ݔଶ  1  1 ݄ை,௞ܣܵ ߪ ൅ ݄ i ݔଵᇱ ൌ െ݇ݔଵ,  ݔଶᇱ ൌ െ݇ݔଶ  0  2 ݄ை,ି௞ ݄’ d ݔଵᇱ ൌ ݇ሺܿݔଵ െ ଶᇱݔ ,ଶሻݔݏ ൌ ݇ሺݔݏଵ ൅ ଶሻݔܿ  0  0 ݄ை,௞ ל ݃ை,ఈ, ܩ ൅ ݄ d 
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ܱ ݄ை,௞ ל ݃ை,௞ ൌ ݃ை,௞ ל ݄ை,௞  
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Algorisme de classificació de les semblances del pla 

Partim d’una afinitat donada per l’equació matricial ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܣ ൅  i ்࢖
suposem que hem verificat la condició ܣܩ்ܣ ൌ ݇ଶܩ, ݇ ് 1, i que hem 
calculat les multiplicitats ݊ା i ݊ି dels valors propis de ܣ de valor propi ൅݇ i െ݇, respectivament. 

۔ۖەۖ  
ା݊ۓ ൅ ݊ି ൏ 2 ՜ ܩ   ൅ ݄, cosሺߙሻ ൌ ଵଶ௞ trሺܣሻ

݊ା ൅ ݊ି ൌ 2 ՜   ቐ݊ା ൌ 2 ՜   ݄ை,௞      ݊ା ൌ 1 ՜ ܣܵ ൅ ݄ை݊ା ൌ 0 ՜ ݄ை,ି௞      
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Classificació de semblances a l’espai 

Sigui ߮ una semblança de raó ݇ ് 1 de l’espai euclidià ordinari i posem ܱ 
per denotar el seu únic punt fix. En una referència rectangular ሾܱ; ݑଵ, ,ଶݑ  ଷሿ les equacions de ߮ tenen la formaݑ

  ቌݔଵᇱݔଶᇱݔଷᇱ ቍ ൌ ܣ݇ ൭ݔଵݔଶݔଷ൱,  ܣ ortogonal. 

Es tracta, doncs, d’un desplaçament que deixa el punt ܱ fix seguit d’una 
homotècia de raó ݇. Com que els desplaçaments de ८ଷ que tenen un 
punt fix són la identitat, les simetries axials i les rotacions (comptant‐hi 
les simetries centrals) i les rotacions amb simetria especular respecte 
d’un pla perpendicular a l’eix, les corresponents classes de semblances i 
llurs equacions reduïdes es poden obtenir directament a partir de la taula 
de classificació dels desplaçaments de l’espai. 
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Taula de classificació de les semblances a l’espai 

 
En aquesta taula posem ݊ା i ݊ି per denotar les multiplicitats dels valors 
propis ݇ i – ݇ de ܣ, respectivament. La columna ߮ conté una descripció 
simbòlica de la semblança: ߩ denota una simetria axial l’eix de la qual 
passa per ܱ; ߛ, una rotació d’amplitud ߙ ് 0,  al voltant d’una recta ,ߨ
que passa per ܱ; i ߪ una simetria especular respecte d’un pla que passa 
per ܱ, que en el darrer cas és respecte d’un pla perpendicular a l’eix de ߛ. 
Els símbols ݄ i ݄Ԣ designen homotècies de raó ݇ i െ݇, respectivament; ܵܧ ൅ ݄, una simetria especular seguida d’homotècia de raó ݇ amb centre 

Equacions canòniques  ݊ା ݊ି ߮ Nom ݔ ݏଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ݇ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ݇ ൌ ݄ ଷ  3  0 ݄ை,௞ݔ݇ d ݔଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ݇ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ݇ ൌ െ݇ݔଷ  2  1 ݄ை,௞ߪ ܧܵ ൅ ݄ i ݔଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ݇ ൌ െ݇ݔଶ,  ݔଷᇱ ൌ െ݇ݔଷ  1  2 ݄ை,௞ߩ ܣܵ ൅ ݄ d ݔଵᇱ ൌ െ݇ݔଵ,  ݔଶᇱ ൌ െ݇ݔଶ,  ݔଷᇱ ൌ െ݇ݔଷ  0  3 ݄ை,ି௞ ݄Ԣ i ݔଵᇱ ൌ ݇ሺܿݔଵ െ ଶᇱݔ ,ଶሻݔݏ ൌ ݇ሺݔݏଵ ൅ ଷᇱݔ  ,ଶሻݔܿ ൌ ଷݔ݇  1  0 ݄ை,௞ߛ ܩ ൅ ݄ d ݔଵᇱ ൌ ݇ሺܿݔଵ െ ଶᇱݔ ,ଶሻݔݏ ൌ ݇ሺݔݏଵ ൅ ଷᇱݔ  ,ଶሻݔܿ ൌ െ݇ݔଷ  0  1 ݄ை,௞ߛߪ ܩ ൅ ܧܵ ൅ ݄ i 
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sobre el pla de la simetria; ܵܣ ൅ ݄, una simetria axial seguida 
d’homotècia de raó ݇ amb centre sobre l’eix de simetria; ܩ ൅ ݄, un gir 
d’amplitud ߙ ് 0,  seguit d’una homotècia de raó ݇ amb centre sobre ߨ
l’eix del gir (ܿ ൌ cosሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ); i ܩ ൅ ܧܵ ൅ ݄, un gir d’amplitud ߙ ് 0, ‐seguit per una simetria especular respecte d’un pla perpendicu ߨ
lar a l’eix de gir i després per una homotècia de raó ݇ amb el centre el 
punt d’intersecció de l’eix de gir i el pla de la simetria. Els altres elements 
de la taula tenen el mateix significat que per la taula de desplaçaments 
del pla. 

Notem que els productes 

   ݄ை,௞ߪ, ݄ை,௞ߩ, ݄ை,௞ߛ  i  ݄ை,௞ߛߪ  

dels casos 

ܧܵ    ൅ ܣܵ ,݄ ൅ ܩ ,݄ ൅ ݄ i ܩ ൅ ܧܵ ൅ ݄ 

són commutatius. 
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Algorisme de classificació de les semblances de l’espai 

Partim d’una afinitat donada per l’equació matricial ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܣ ൅  i ்࢖
suposem que hem verificat la condició ܣܩ்ܣ ൌ ݇ଶܩ, ݇ ് 1, i que hem 
calculat les multiplicitats ݊ା i ݊ି dels valors propis de valor propi ൅݇ i െ݇ 
de ܣ, respectivament. 
 

       

ەۖۖ
۔ۖ
ା݊ۓۖ ൅ ݊ି ൏ 3 ՜ ቐ ݊ା ൌ 1 ՜ ܩ ൅ ݄, cosሺߙሻ ൌ ଵଶ௞ trሺܣሻ െ ଵଶ݊ା ൌ 0 ՜ ܩ ൅ ܧܵ ൅ ݄, cosሺߙሻ ൌ ଵଶ௞ trሺܣሻ ൅ ଵଶ

݊ା ൅ ݊ି ൌ 3 ՜ ۔ە
ା݊ۓ ൌ 3 ՜ ݄ை,௞     ݊ା ൌ 2 ՜ ܧܵ ൅ ݄݊ା ൌ 1 ՜ ܣܵ ൅ ݄݊ା ൌ 0 ՜ ݄ை,ି௞                                                       
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Notes 

1. Si ߮ és una semblança de raó ݇ i ݔ, ,ݕ   són vectors, llavors ݖ

ሺܣ   ෤߮ݔ, ෤߮ݕሻ ൌ ݇ଶܣሺݔ,  ሻݕ

  ܸሺ ෤߮ݔ, ෤߮ݕ, ෤߮ݖሻ ൌ ݇ଷܸሺݔ, ,ݕ  ሻݖ

Per exemple, 

ሺܣ   ෤߮ݔ, ෤߮ݕሻଶ ൌ ฬ ෤߮ݔ ൉ ෤߮ݔ ෤߮ݔ ൉ ෤߮ݕ෤߮ݕ ൉ ෤߮ݔ ෤߮ݕ ൉ ෤߮ݕฬ ൌ ฬ݇ଶݔ ൉ ݔ ݇ଶݔ ൉ ݕଶ݇ݕ ൉ ݔ ݇ଶݕ ൉  ฬݕ
        ൌ ݇ସ ቚݔ ൉ ݔ ݔ ൉ ݕݕ ൉ ݔ ݕ ൉ ቚݕ ൌ ݇ସܣሺݔ,  .ሻଶݕ

 

  


