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Definicié de semblanca
Una semblanca de rad k > 0 de I'espai euclidia A és una afinitat

p: A->A
tal que

d(p(P),9(Q)) =k -d(P,Q) [*]
per qualssevol P, Q € A.

Remarca. Es pot veure que una aplicacio ¢ : A — A que satisfa la condi-
cio [*] és necessariament una afinitat. Ates que |'establiment d’aquest fet
és forca laboridos, hem optat per incloure la conclusié en la definicid de
semblanca (i, per tant, de desplacament).

Exemples
m FEls desplacaments son les semblances de rao 1.
m L’homotecia hy j de centre O ira6 1 € R — {0} és una semblanca de

rad k = |1].



Algunes propietats

m Pere una afinitat ¢ : A — A les condicions que segueixen sén equiva-

lents:

a) @ ésunasemblanca derad k.

b) |@(x)| = k|x| per a tot vector x.

c) @x - @y = k*(x - y) peraqualssevol x,y € V.}
d) k1@ és una isometria lineal.

m Si les equacions d’una afinitat ¢ en una determinada referencia sén
x'T = BxT + pT, llavors ¢ és una semblanca de rad k si i només si
BTGB = k?G, on G és la matriu de la métrica, o bé si i només si
A = k™1B satisfa ATGA = G (equivalent, en referéncia ortonormal, a
dir que A és una matriu ortogonal).

m Si ¢ és una semblanga de rad k, llavors £k son els unics possibles va-
lors propis reals de @.

m Sik # 1, llavors ¢ té un unic punt fix.



El grup S(A) de les semblances

La composicid @’ o ¢ d’'una semblanca ¢ de rad k amb una semblanca
@' derad k' és una semblanca de raé kk'.

La inversa ¢ 1 d’una semblanca ¢ de rad k és una semblanca de raé
1/k.

Aixi, doncs, el conjunt S(A) de les semblances d’un espai euclidia for-
men un grup amb I'operacié de composicio.

El grup D(A) dels desplagaments és un subgrup normal de S(A).

S(A) és un subgrup del grup G(A) de les afinitats de A.



Classificacio de les semblances del pla

Considerem semblances ¢ de rad k # 1 del pla euclidia. Sigui O I"Gnic
punt fix de ¢. En una referéncia rectangular [O; uq, u,| les equacions de
@ tenen la forma

4 X
(2) = kA (x;)' A ortogonal.

Es tracta, doncs, d’'un desplacament que deixa el punt O fix seguit d’una
homotecia de rad k. Com que els desplacaments que tenen un punt fix
son la identitat, les simetries axials i els girs (comptant-hi les simetries
centrals), obtenim les corresponents classes de semblances i llurs equaci-
ons reduides directament a partir de |la taula de classificacio dels despla-
caments del pla.



Taula de classificacio de les semblances del pla

Equacions canoniques ntin” ] Nom |s
x; = kxq, x5 = kx, 2 |10 ho h |d
x; = kxq, x;, = —kx, 1|1 horo |SA+hji
x; = —kxq, x; = —kx, 0|2 ho —k no|d
x; = k(cxy —sx3), x5 = k(sxy +¢cx3) 0 |0 |hgr°goa, | G+h |d

La columna @ conté una descripcié simbolica de la semblan¢a (o denota
una simetria axial respecte d’una recta que passa per 0). Els simbols h i
h' desighen homoteécies de rad k i k', respectivament; SA+h, una simetria
axial seguida d’una homotecia de rad k amb centre sobre I'eix de sime-
tria; i G + h un gir damplitud a # 0, T, seguit d'una homotecia de rad k
amb el mateix centre que el gir (¢ = cos(«), s = sin(a)). Posem n* in~
per denotar les multiplicitats dels valors propis k i —k de A, respectiva-
ment. Els altres elements de la taula tenen el mateix significat que per la
taula de desplacaments del pla.

Notem que hp 0 = ohg enelcasSA+ hihpg°ogor = Jox © hox en
el cas G + h.



hO,k °Gox — Yo,k ° hO,k



Algorisme de classificacio de les semblances del pla

Partim d’una afinitat donada per I'equaciéd matricial x'7 = AxT + pT i
suposem que hem verificat la condicid ATGA = k?G, k # 1, i que hem

calculat les multiplicitats n* i n~ dels valors propis de A de valor propi
+k i —k, respectivament.

Mt +n~<2-> G+h cos(a) = %tr(/l)

nt+n =2- <nt=1-S4+h
\ 1T =0 hy_g




Classificacido de semblances a I'espai

Sigui @ una semblanca derad k + 1 de 'espai euclidia ordinari i posem O
per denotar el seu unic punt fix. En una referencia rectangular
O; u,,u,,u-| les equacions de ¢ tenen la forma

1, Uz, U3

X1 X1
x; | = kA| X2 |, A ortogonal.
X5 X3

Es tracta, doncs, d’'un desplacament que deixa el punt O fix seguit d’una
homotécia de rad k. Com que els desplacaments de A3 que tenen un
punt fix son la identitat, les simetries axials i les rotacions (comptant-hi
les simetries centrals) i les rotacions amb simetria especular respecte
d’un pla perpendicular a I'eix, les corresponents classes de semblances i
llurs equacions reduides es poden obtenir directament a partir de la taula
de classificacio dels desplacaments de |'espai.
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Taula de classificacio de les semblances a I'espai

Equacions canoniques ntn”| ¢ |Nom S
x; = kxq, x; = kx,, x5 = kx; 310 | hog h d
x; = kxq, x5 = kx,, x3 = —kxs 2 |1 \hpxo SE+h |i
x; = kxq, x5 = —kx,, x3 = —kxs 1|2 |hogp| SA+h |d
x; = —kxq, x; = —kx,, x3 = —kx3 0 |3 |hg_k h' i
x1 = k(cxy —sx;), x; = k(sxy +cx;), x3=kx3z|1 |0 | hoxy| G+h |d
x; = k(cxy —sx3), x5 = k(sxy +¢x3), x3=—=kx3 |0 |1 |hgroy G+ SE+h|j

En aquesta taula posem n* i n~ per denotar les multiplicitats dels valors

propis k i -k de A, respectivament. La columna ¢ conté una descripcio
simbolica de la semblanc¢a: p denota una simetria axial I'eix de la qual
passa per O; y, una rotacidé d’amplitud a # 0,m, al voltant d’una recta
qgue passa per O; i o0 una simetria especular respecte d’un pla que passa
per 0, que en el darrer cas és respecte d’un pla perpendicular a I'eix de y.
Els simbols h i h' designen homotécies de rad k i —k, respectivament;
SE + h, una simetria especular seguida d’homotécia de rad k amb centre
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sobre el pla de la simetria; SA+ h, una simetria axial seguida
d’homotecia de rad k amb centre sobre |'eix de simetria; G + h, un gir
d’amplitud a # 0, T seguit d’'una homotecia de radé k amb centre sobre
'eix del gir (c = cos(a), s =sin(a)); i G + SE + h, un gir d’amplitud
a # 0,7 seguit per una simetria especular respecte d’un pla perpendicu-
lar a 'eix de gir i després per una homotecia de rad k amb el centre el
punt d’interseccio de I'eix de gir i el pla de la simetria. Els altres elements
de la taula tenen el mateix significat que per la taula de desplacaments
del pla.

Notem que els productes

hoxo, hoxp, hory i ho oy

dels casos
SE+h SA+h,G+hiG+SE+nh

sOon commutatius.



12
Algorisme de classificacio de les semblances de I’espai

Partim d’una afinitat donada per I'equaciéd matricial x'7 = AxT + pT i
suposem que hem verificat la condicié ATGA = k%G, k # 1, i que hem

calculat les multiplicitats n* i n~ dels valors propis de valor propi +k i —k
de A, respectivament.

( (

N nt=1- G+ h, cos(a) =itr(A)—%
nt4+n <3 -3

kn+ =0->G+SE+h, cos(a) = itr(A) +%

9 m* =3 - hpy
nt=2->SE+h
nt=1->S4+h
\_ U’l+=0—>h0’_k

nt4+n =3 -4




Notes

1. Si @ és una semblancaderad ki x,y, z son vectors, llavors
A(px, py) = k*A(x,y)
V(gx, gy, @z) = k°V(x,y,2)

Per exemple,

A, gyy = (D8 0% Qx| g xex Ky
’ Qy - px QY- Qy Y-y
X X
= k* ‘-k“/l(xy)2

yxyy
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