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Definició de desplaçament 

Un desplaçament de l’espai euclidià ሺ८, ܸሻ és una afinitat ߮ ׷ ८ ՜ ८ que 
conserva les distàncies, és a dir, tal que 

  ݀ሺ߮ሺܲሻ, ߮ሺܳሻሻ ൌ ݀ሺܲ, ܳሻ 

qualssevol que siguin ܲ, ܳ א ८. 

Proposició. Una afinitat ߮ és un desplaçament si i només si | ෤߮ሺݔሻ| ൌ ݔ  per a tot  |ݔ| א  [כ]           ,ܸ

on ෤߮  és la transformació lineal associada a ߮. 

Prova. És conseqüència immediata de la relació  ߮ሺܳሻ െ ߮ሺܲሻ ൌ ෤߮ሺܳ െ ܲሻ,  

de la definició de distància, i del fet que ݔ ൌ ܳ െ ܲ és un vector qualse‐
vol de ܸ. 

Ens referim a la condició [כ] dient que ෤߮  és una isometria lineal de ܸ. 
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Una condició equivalent 

Com que el producte escalar no només determina la norma, sinó que 
queda determinat per ella (fórmula 2ݔ ൉ ݕ ൌ ݔ| ൅ ଶ|ݕ െ ଶ|ݔ| െ  ,(ଶ|ݕ|

     ෤߮  és una isometria lineal si i només si ෤߮ݔ ൉ ෤߮ݕ ൌ ݔ ൉   ݕ

  qualssevol que siguin ݔ, ݕ א ܸ. 

En coordenades aquesta relació equival, si ܣ és la matriu de ෤߮  i ܩ la ma‐
triu de la mètrica, a  ሺ்࢞ܣሻܩሺ்࢟ܣሻ ൌ   ்࢟ܩ࢞

és a dir,  ܣܩ்ܣ ൌ  [ככ]                    .ܩ
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Remarques 
 En referència rectangular la condició [ככ] equival a dir que ܣ்ܣ ൌ  ௡ (ésܫ
a dir, que ܣ és una matriu ortogonal). En altres paraules, ߮ és un des‐
plaçament si i només si ෤߮  transforma tota base ortonormal (o una base 
ortonormal donada) en una base ortonormal. 
 La condició més general ܣܩ்ܣ ൌ  és la matriu de la ܩ significa que si ܩ
mètrica en una base ܍ i posem ܍Ԣ ൌ ෤߮܍, llavors ܍ᇱ் ൉ ᇱ܍ ൌ ܣܩ்ܣ ൌ  ,ܩ
és a dir, ݁௜ᇱ ൉ ௝݁ᇱ ൌ ݁௜ ൉ ௝݁   

   (1 ൑ ݅, ݆ ൑ ݊). 
 Adonem‐nos, doncs, que aquestes condicions, necessàries per la propi‐
etat  ෤߮ݔ ൉ ෤߮ݕ ൌ ݔ ൉ ‐són suficients per tal que ߮ sigui un desplaça ,ݕ
ment. 
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Desplaçaments directes i inversos 

Els desplaçaments es classifiquen en directes o inversos, segons que con‐
servin o inverteixin l’orientació, és a dir, segons que detሺ ෤߮ሻ ൌ 1 o detሺ ෤߮ሻ ൌ െ1 (o, en termes de les equacions, segons que detሺܣሻ ൌ 1 o detሺܣሻ ൌ െ1). 

Exemple (translacions). Les translacions són les afinitats tals que ෤߮ ൌ  .݀ܫ
Vist que la identitat de és clarament una isometria lineal, tenim que les 
translacions són desplaçaments directes. 

Exemple (simetria central). L’homotècia de centre ܲ 
i raó ߣ, ߮ ൌ ݄௉,ఒ, és un desplaçament si i només si ߣ ൌ േ1, ja que ෤߮ሺݔሻ ൌ ݔi per tant ෤߮ ݔߣ ൉ ෤߮ݕ ൌߣଶሺݔ ൉ ߣ ሻ. El casݕ ൌ 1 dóna ߮ ൌ ߣ i el cas ݀ܫ ൌ െ1 
dóna ߮ ൌ ݄௉,ିଵ ൌ ௉෦ݏ ௉, la simetria central de centre ܲ. Com queݏ ൌ െ݀ܫ ؠ െܫ௡, ߪ௉ és directa si ݊ és 
parell i inversa si ݊ és senar. La figura mostra el re‐
sultat, ܣԢܤԢܥԢ, d’aplicar ߪ௉ al triangle ܥܤܣ.

 ܲ ܣ

ܥܤ
 Ԣܣ

 Ԣܥ Ԣܤ
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Exemple (simetria respecte d’una varietat lineal) 

Sigui ܮ una varietat lineal. El simètric d’un punt ܳ res‐
pecte de ߪ ,ܮ௅ሺܳሻ, es defineix (fig. (a)) així: 
௅ሺܳሻߪ   ൌ ܳ ൅ 2ሺ݌௅ሺܳሻ െ ܳሻ. 
Veurem que ߪ௅ és un desplaçament i identificarem la 
seva transformació lineal associada. Amb les notacions 
de la figura (b), i amb ܹ ൌ ܹሺܮሻ, tenim 
ݔ   ൌ ܳ െ ݔ ,ܲ ൌ Ԣݔ ൅ Ԣݔ ,ԢԢݔ א ԢԢݔ ,ܹ א ܹୄ, i ߪ௅ሺܳሻ ൌ ܳ ൅ 2ሺ݌௅ሺܳሻ െ ܳሻ  

          ൌ ܲ ൅ ݔ െ ԢԢݔ2 ൌ ܲ ൅ Ԣݔ െ   ԢԢݔ
      ൌ ܲ ൅   ,ҧݔ

on ݔҧ ൌ Ԣݔ െ  ԢԢ. Com que l’aplicacióݔ
ௐݏ   ׷ ܸ ՜ ܸ, ݔ ൌ ᇱݔ ൅ ᇱᇱݔ հ ҧݔ ൌ ᇱݔ െ   ԢԢݔ
és una isometria lineal, resulta que ߪ௅ és un des‐
plaçament i ߪ௅෦ ൌ  .ௐݏ

Si escollim una base ortonormal ܝ de manera que ݑଵ, … ,  ௞ és una base de ܹ, llavors les equacionsݑ

 ܮ

ܳ
 ௅ሺܳሻ݌

 ௅ሺܳሻߪ

(a)

 ܮ

ܳ
 ௅ሺܳሻ݌

 ௅ሺܳሻߪ

ܲ
ݔ ԢݔԢԢݔ

(b)
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de ߪ௅ en la referència ሾܲ;  ሿ sónܝ

௜ᇱݔ   ൌ ൜ ௜  si  1ݔ ൑ ݅ ൑ ݇     െݔ௜  si  ݇ ൅ 1 ൑ ݅ ൑ ݊ 

En particular resulta que ߪ௅ és directa si ݊ െ ݇ és parell i inversa si ݊ െ ݇ 
és senar. Un cas particular important és quan ܮ és un punt ܲ, en el qual ߪ௉ és la simetria central de centre ܲ (v. el segon exemple de la pàgina 6):  ߪ௉ሺܲ ൅ ሻݔ ൌ ܲ െ   ݔ
per a tot vector ݔ א ܸ, ja que en aquest cas ݔԢ ൌ 0 (l’espai director de ܲ 
és ሼ0ሽ) i ݔԢԢ ൌ  .ݔ

Simetria especular. En el cas en què ܮ és un hiperplà, ߪ௅ és un desplaça‐
ment invers i es diu que és una simetria especular (per a ݊ ൌ 2, la sime‐
tria especular s’anomena simetria axial). 

Exemple (Desplaçaments de la recta euclidiana). Les afinitats d’una recta 
afí són translacions ݐ௨ (ݑ א ܸ), o homotècies ݄௉,ఒ (ߣ ് 0,1). Les transla‐
cions són desplaçaments, però de les homotècies només les de raó െ1 
(simetries centrals) ho són. En resum: els desplaçaments de la recta eu‐
clidiana són les translacions i les simetries centrals.1 
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Girs del pla euclidià orientat 

Suposem que estem en un pla euclidià orientat ሺ८ଶ, ଶܸሻ i sigui ܝ ൌሺݑଵ,  i un ߙ ଶሻ una base ortonormal positiva de ଶܸ. Donat un nombre realݑ
punt ܲ, anem a determinar els desplaçaments del pla que deixen fix ܲ i 
compleixen ෤߮ ሺݑଵሻ ൌ cosሺߙሻ ଵݑ ൅ sinሺߙሻ  .ଶݑ

Com que ෤߮ሺݑଶሻ ha de ser unitari i perpendicular a ෤߮ ሺݑଵሻ, tenim 

  ෤߮ ሺݑଶሻ ൌ േሺെ sinሺߙሻ ଵݑ ൅ cosሺߙሻ  .ଶሻݑ
A més, vist que les funcions cos i sin són periòdiques de període 2ߨ, po‐
dem suposar que  ߙ א ሾ0, ‐ሻ. Analitzem les dues possibilitats േ per seߨ2
parat. 

Cas ෤߮ ሺݑଶሻ ൌ െ sinሺߙሻ ଵݑ ൅ cosሺߙሻ  ଶ. Aquest desplaçament, que enݑ
principi depèn de ܲ, ߙ i ܝ, de fet només depèn de ܲ i ߙ. En efecte, si pro‐
visionalment posem ݃௉,ఈ,ܝ per denotar‐lo, es tracta de veure, si ܝԢ és una 
altra base ortonormal positiva, que  ݃௉,ఈ,ܝᇲ ൌ ݃௉,ఈ,ܝ. 
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Per veure això, notem primer que per definició 

ሻߙሺߩ   ൌ ൬cosሺߙሻsinሺߙሻ  െ sinሺߙሻ    cosሺߙሻ ൰ 

és ensems la matriu de ݃௉,ఈ,ܝ respecte de la base ܝ i la de ݃௉,ఈ,ܝᇲ  respec‐
te de la base ܝԢ. Si posem ܝԢ ൌ ‐Ԣ respecܝ és la matriu de ܯ ,és a dir) ܯܝ
te de ܝ), llavors la matriu de ݃௉,ఈ,ܝᇲ  respecte de ܝ és ߩܯఈିܯଵ. Però sa‐
bem que ܯ ൌ ଵିܯఈߩܯ i per tant ߚ ఉ per algunߩ ൌ ‐ఈ, com volíem deߩ
mostrar. 
Per tant, podem posar ݃௉,ఈ per denotar el desplaçament caracteritzat per 
deixar ܲ fix i de manera que ݃௉,ఈ෦ ሺܝሻ ൌ ‐ఈ per una base ortonormal poߩܝ
sitiva qualsevol ܝ. D’aquest desplaçament en direm el gir de centre ܲ i 
amplitud (o angle) ߙ. Les equacions de ݃௉,ఈ en la referència ሾܲ;  ሿ sónܝ

  ൬ݔଵᇱݔଶᇱ ൰ ൌ ൬cosሺߙሻsinሺߙሻ  െ sinሺߙሻ    cosሺߙሻ ൰ ቀݔଵݔଶቁ . 

Remarquem que ݃௉,ఈ és la identitat per ߙ ൌ 0 i 
la simetria central ߪ௉ per ߙ ൌ  En tot cas, ݃௉,ఈ .ߨ
és un desplaçament directe.2  

ߙ ଵݑ

ଶݑ ଵݑܿ ൅  ଶݑݏ

ܿ ൌ cosሺߙሻ , ݏ ൌ sinሺߙሻ 



10 
 

 
Cas ෤߮ ሺݑଶሻ ൌ sinሺߙሻ ଵݑ െ cosሺߙሻ ଶ. La matriu de ෤߮ݑ  respecte de ܝ és 

ఈݏ   ൌ ൬cosሺߙሻsinሺߙሻ      sinሺߙሻെ cosሺߙሻ൰ . 

El polinomi característic de ݏఈ és ߣଶ െ 1, de manera que els seus valors 
propis són േ1. Per tant, ݏఈ és diagonalitzable i la corresponent matriu di‐
agonal és diagሺ1, െ1ሻ. De fet 
  cosሺ2/ߙሻ ଵݑ ൅ sinሺ2/ߙሻ ଶ  i  െݑ sinሺ2/ߙሻ ଵݑ ൅ cosሺ2/ߙሻ  ଶݑ
són vectors propis unitaris de valors propis ൅1 i െ1, respectivament. Po‐
dem, doncs, concloure que ߮ és la simetria axial ߪఈ/ଶ respecte de la recta que passa per ܲ amb 

vector director cosሺ2/ߙሻ ଵݑ ൅ sinሺ2/ߙሻ  .ଶݑ
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Exemple (rotacions a l’espai). Considerem un 
vector unitari ݑ de l’espai euclidià orientat ሺ८ଷ, ܸଷሻ, ߙ א Թ i ܲ א ८. Definim 

       ܴ௉,௨,ఈ: ८ଷ ՜ ८ଷ  

de la manera següent: 
     ܴ௉,௨,ఈሺܲ ൅ ሻݔ ൌ ܲ ൅ ܴ௨,ఈሺݔሻ, 
      ܴ௨,ఈሺݔሻ ൌ ᇱݔ ൅ cosሺߙሻݔᇱᇱ ൅ sinሺߙሻ ሺݑ ר  ,ԢԢሻݔ
ᇱݔ       ൌ ሻݔ௨ሺ݌ ൌ ሺݔ ൉   ,ݑሻݑ
ᇱᇱݔ       ൌ ሻݔ௨఼ሺ݌ ൌ ݔ െ ‐Ԣ . ܴ௉,௨,ఈ és una aplicació afí amb aplicació lineݔ
al associada ܴ௨,ఈ, i és un desplaçament: หܴ௨,ఈሺݔሻหଶ ൌ ᇱ|ଶݔ| ൅ cosଶሺߙሻ ᇱᇱ|ଶݔ| ൅ sinଶሺߙሻ ݑ| ר  ᇱᇱ|ଶݔ
      ൌ ᇱ|ଶݔ| ൅ cosଶሺߙሻ ᇱᇱ|ଶݔ| ൅ sinଶሺߙሻ  ᇱᇱ|ଶݔ|
        ൌ ᇱ|ଶݔ| ൅ ᇱᇱ|ଶݔ| ൌ ܲ ଶ. ܴ௉,௨,ఈ deixa invariants els punts de la recta|ݔ| ൅ ‐i indueix un gir de centre ܲ i ampli ۄݑۃ
tud ߙ en el pla ܲ ൅  .ୄݑ

ߙ  ԢԢݔ
ݑ ר ԢԢݔ ᇱᇱݔܿ ൅ ݑሺݏ ר ᇱᇱሻݔ

ܿ ൌ cosሺߙሻ , ݏ  ൌ sinሺߙሻPla  ୄݑ

 ݑ

ԢԢݔ ᇱᇱݔܿ ൅ ݑሺݏ ר ᇱᇱሻݔ

 Ԣݔ
ݔ

ܿ ൌ cosሺߙሻ , ݏ  ൌ sinሺߙሻ

ݑ ר ԢԢݔ
ܴ௨,ఈሺݔሻ

ߙ
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Direm que ܴ௉,௨,ఈ és la rotació (o gir) d’eix ܲ ൅  Notem .ߙ i amplitud ۄݑۃ
que podem escriure 

    ܴ௉,௨,ఈሺܲ ൅ ሻݔ ൌ ܲ ൅ ሺݔ ൉ ݑሻݑ ൅ cosሺߙሻ ሺݔ െ ሺݔ ൉ ሻݑሻݑ ൅ sinሺߙሻ ݑ ר  ݔ
        ൌ ܲ ൅ cosሺߙሻ ݔ ൅ ሺ1 െ cosሺߙሻሻሺݔ ൉ ݑሻݑ ൅ sinሺߙሻ ݑ ר   .ݔ

Una referència convenient per expressar les equacions de ܴ௉,௨,ఈ és ࣬ ൌ ሾܲ; ,ଵݑ ,ଶݑ ଵݑ ଷሿ, onݑ ൌ ‐ଶ és qualsevol vector unitari perpendicuݑ ,ݑ
lar a ݑ i ݑଷ ൌ ଵݑ ר  ଷ ésݑ ,ଶݑ ,ଵݑ ଶ. La matriu de ܴ௨,ఈ en la baseݑ

  ൭1 0 00 cosሺߙሻ െ sinሺߙሻ0 sinሺߙሻ    cosሺߙሻ൱ 

i per tant les equacions de ܴ௉,௨,ఈ en la referència ࣬ són 

ଵᇱݔ  ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ cosሺߙሻ ଶݔ െ sinሺߙሻ ଷᇱݔ  ,ଷݔ ൌ sinሺߙሻ ଶݔ ൅ cosሺߙሻ  . ଷݔ

En particular veiem que les rotacions de l’espai són desplaçaments direc‐
tes. 
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Classificació 2D 

Lema. Si ܲ i ܳ són dos punts fixos d’un desplaça‐
ment ߮, llavors ݔ ൌ ܳ െ ܲ és un vector propi de ෤߮  

de valor propi 1. Recíprocament, si ܲ és un punt fix de ߮ i ݔ és un vector 
propi de valor propi 1 de ෤߮ , llavors ܳ també és fix. 

Prova. Si P i Q són dos punts fixos del desplaçament ߮, ܲ ൅ ݔ ൌ ܳ ൌ ߮ሺܳሻ ൌ ߮ሺܲ ൅ ሻݔ  ൌ ߮ሺܲሻ ൅ ෤߮ሺݔሻ ൌ ܲ ൅ ෤߮ሺݔሻ, 
de manera que ෤߮ ሺݔሻ ൌ Recíprocament, si ܲ és fix i ෤߮ .ݔ ሺݔሻ ൌ ሺܳሻ߮ ,ݔ  ൌ ߮ሺܲ ൅ ሻݔ   ൌ ߮ሺܲሻ ൅ ෤߮ሺݔሻ ൌ ܲ ൅ ݔ ൌ ܳ. 

Ara procedirem per casos segons la dimensió de la varietat de punts fixos ܨ d’un desplaçament ߮ del pla euclidià orientat ሺ८ଶ, ଶܸሻ. 

Cas ܨ ൌ ८ଶ. El desplaçament és la identitat. En qualsevol referència les 
seves equacions són 

ଵᇱݔ   ൌ ଶᇱݔ   , ଵݔ ൌ  . ଶݔ
  

ݔ ܳ ܲ 
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Cas ܨ ൌ ‐ଵ un punt i un vecݑ una recta. Siguin ܱ i ܮ ,ܮ
tor director unitari de ܮ. Llavors ݑଵ és un vector propi 
de valor propi 1 de ෤߮  (pel lema). Si ݑଶ és un vector uni‐
tari perpendicular a ݑଵ, ha de ser ෤߮ ሺݑଶሻ ൌ െݑଶ, ja que 
altrament seria ෤߮ ሺݑଶሻ ൌ  ଶ i la varietat de punts fixosݑ
no es reduiria a ܮ (el punt ܱ ൅  ߮ ,ଶ seria fix). Per tantݑ
és la simetria axial d’eix ܱ ൅ ۄଵݑۃ ൌ  .ܮ

En la referència ሾܱ; ,ଵݑ  ଶሿ  les equacions de ߮ sónݑ

ଵᇱݔ   ൌ ଶᇱݔ   ,ଵݔ ൌ െݔଶ. 
 
Cas F=O, ܱ un punt. Si ݑଵ, ݑଶ és una base ortonormal de ଶܸ, les equaci‐
ons de ߮ en la referència ሾܱ; ݑଵ,  ଶሿ tenen la formaݑ

  ൬ݔଵᇱݔଶᇱ ൰ ൌ ܣ ቀݔଵݔଶቁ, 

on A és una matriu ortogonal. Sabem, però, que aquestes matrius tenen 
la forma 

ݔ ܱ ଵݑ
െݑଶ

ଶݑ
 ܮ
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ܣ     ൌ ఈߩ ൌ ൬cosሺߙሻ െ sinሺߙሻsinሺߙሻ     cosሺߙሻ൰  o  ܣ ൌ ଶܬఈߩ ൌ ൬cosሺߙሻ sinሺߙሻsinሺߙሻ െ cosሺߙሻ൰ 

 
amb ߙ א ሾ0,  .ሻߨ2

El cas ܣ ൌ  tindria el valor propi 1 (el seu ܣ ଶ no es pot donar, vist queܬఈߩ
polinomi característic és  ߣଶ െ 1) i per tant els punts fixos de ߮ no es re‐
duirien a ܱ. 

En el cas ܣ ൌ ‐Podem ex .ߙ ఈ, tenim el gir ݃ை,ఈ de centre ܱ i amplitudߩ
cloure el cas ߙ ൌ 0, ja que tindríem ܣ ൌ diagሺ1, 1ሻ ൌ ‐ଶ i ߮ seria la idenܫ
titat. Per ߙ ൌ ܣ ,ߨ ൌ diagሺെ1, െ1ሻ ൌ െܫଶ (té el valor propi െ1 repetit) i ߮ ൌ  no té valors propis reals, ja que el seu polinomi ܣ ை, la simetria central de centre ܱ. Altramentߪ

característic és ߣଶ െ 2 cosሺߙሻߣ ൅ 1, que no té arrels 
reals si ߙ ് 0,  ைߪ La distinció geomètrica és que .ߨ
deixa invariants totes les rectes per O, mentre que ݃ை,ఈ no deixa cap recta invariant si ߙ ് 0,  .ߨ

  

ߙ ܤ ܣ
 ܥ

 Ԣܥ Ԣܤ Ԣܣ
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Cas ܨ ൌ En aquest cas ෤߮ .׎  ha de tenir el valor propi 1, ja que altrament 
sabem que tindria un punt fix. Sigui ݑଵ un vector propi unitari de valor 
propi 1 i ݑଶ un vector unitari perpendicular a ݑଵ. Llavors ෤߮ ሺݑଶሻ és unitari 
i ortogonal a ݑଵ i, per tant, tenim dues possibilitats: 

  ෤߮ ሺݑଵሻ ൌ േݑଶ. 

Donat un punt arbitrari ܱ com a origen, en la referència ሾܱ; ,ଵݑ  ଶሿ lesݑ
equacions de ߮ tenen la forma 

  ൬ݔଵᇱݔଶᇱ ൰ ൌ ቀ1    00 േ1ቁ ቀݔଵݔଶቁ ൅ ቀ݌ଵ݌ଶቁ , 

és a dir, 
ଵᇱݔ   ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ   ,ଵ݌ ൌ േݔଶ ൅  .ଶ݌
El cas del signe ൅, tenim una translació. Prenent ݑଵ en la direcció de la 
translació, podem suposar que ݌ଶ ൌ 0, de manera que ens queda, posant ݌ ൌ  ,ଵ݌
ଵᇱݔ   ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ   ,݌ ൌ ݌) ଶݔ ് 0, altrament tindríem la identitat). 
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El cas del signe െ, tenim una simetria axial seguida de translació. Com 
que podem escriure 

ଶᇱݔ   െ ଶ/2݌ ൌ െሺݔଶ െ  ,ଶ/2ሻ݌

fent el canvi d’origen ሺ0, 0ሻ հ ሺ0, ଶ݌ ଶ/2ሻ podem aconseguir que݌ ൌ 0, 
de manera que ens queda, posant ݌ ൌ  ,ଵ݌

ଵᇱݔ   ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ   ,݌ ൌ  ଶݔ
݌)  ് 0, altrament tindríem una simetria axial). Es tracta, doncs, d’una 
simetria axial (ሺݔଵ, ଶሻݔ հ ሺݔଵ, െݔଶሻ) seguida d’una translació paral·lela a 
l’eix de la simetria, i en diem simetria axial amb translació paral·lela o 
amb lliscament.3 

ܲܮ  
௅ሺܲሻߪ ௨ݐ ߮ሺܲሻ
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Taula de la classificació 2D 

La columna ܨ conté una descripció del conjunt de punts fixos: ܮ significa que ܨ és una 
recta, ܱ que hi ha un únic punt fix i ׎ que no hi ha punts fixos. En la columna de les 
equacions canòniques posem ܿ ൌ cosሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ en el cas ܨ ൌ ܱ i amb ෤߮  sense va‐
lors propis. En la columna ߮, que conté una descripció simbòlica del desplaçament, ߪ 
representa una simetria axial, ߬ una translació paral·lela a l’eix de ߪ. Abreugem els noms 
amb les convencions següents: SA indica una simetria axial; SC una simetria central; G 
un gir d’amplitud ߙ ് 0,  T una translació diferent de la identitat; i SA+T una simetria ;ߨ
axial amb translació paral·lela. Finalment, ݊ା (݊ି) és la multiplicitat del valor propi ൅1 
(െ1) de la transformació lineal associada i ݏ denota el «sentit» del desplaçament (݀ di‐
recte, ݅ invers). 

ି݊ Equacions canòniques  ݊ା ܨ ߮ Nom ८ଶ ݏ ଵᇱݔ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ݀ܫ ଶ  2  0ݔ Id d ݔ ܮଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ െݔଶ  1  1 ߪ௅ SA i ܱ ݔଵᇱ ൌ െݔଵ,  ݔଶᇱ ൌ െݔଶ  0  2 ݄ை,ିଵ SC d 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔܿ െ ଶᇱݔ ,ଶݔݏ ൌ ଵݔݏ ൅ ଶݔܿ  0  0 ݃ை,ఈ, ߙ ് 0, ߨ G d ݔ ׎ଵᇱ ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ ݌) ଶݔ ് ௨ݐ 0  2  (0 T d 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ െݔଶ (݌ ് ߪ߬ 1  1  (0 SA+T i 
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Algorisme de classificació dels desplaçaments del pla 

Partim d’una afinitat donada per l’equació matricial 

   ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܣ ൅  .்࢖

Suposem que hem verificat que es compleix la condició ܣܩ்ܣ ൌ  per ܩ
ser un desplaçament, que hem calculat les multiplicitats ݊ା i ݊ି dels va‐
lors propis ൅1 i െ1 de ܣ, i que hem decidit (mirant si el sistema ்࢞ ൌ ்࢞ܣ ൅ ܨ) és compatible o no) si hi ha punts fixos o no ்࢖ ് ܨ o ׎ ൌ  .(׎

  

۔ۖەۖ
ା݊ۓ ൅ ݊ି ൏ 2 ՜ G, cosሺߙሻ ൌ ଵଶ trሺܣሻ                  

݊ା ൅ ݊ି ൌ 2 ՜ ۔ۖەۖ
ା݊ۓ ൌ 2 ՜ ቄ ܨ ൌ ׎ ՜ Tܨ ് ׎ ՜ Id         ݊ା ൌ 1 ՜ ቄܨ ൌ ׎ ՜ SA ൅ Tܨ ് ׎ ՜ SA        ݊ା ൌ 0 ՜   SC                          
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Classificació 3D 

Anàlogament al cas 2D, procedirem per casos segons la dimensió de la 
varietat ܨ de punts fixos d’un desplaçament ߮ de l’espai euclidià orientat 
(८ଷ, ଷܸ). 

Cas ܨ ൌ ८ଷ. El desplaçament és la identitat. En qualsevol referència les 
seves equacions són 

ଵᇱݔ   ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ ൌ  . ଷݔ

Cas ܨ ൌ  ଶ un punt iݑ ,ଵݑ un pla. Siguin ܱ i ߨ ,ߨ
dos vectors unitaris ortogonals directors de ߨ. 
Llavors ݑଵ, ݑଶ són vectors propis de valor propi 
1 de ෤߮ . Si ݑଷ és un vector unitari perpendicular 
a ݑۃଵ, ha de ser ෤߮ ,ۄଶݑ ሺݑଷሻ ൌ െݑଷ. Per tant, ߮ 
és la simetria especular respecte del pla ߨ. En la 
referència ሾܱ; ,ଵݑ  ଶሿ les equacions de ߮ sónݑ

ଵᇱݔ   ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ ൌ െݔଷ . 
 

ܱ  ߨ

ଷݑ

െݑଷ
ଵݑ

ଶݑ
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Cas ܨ ൌ  ଵ un punt i unݑ una recta. Siguin ܱ i ܮ ,ܮ
vector director unitari de ܮ. Llavors, ݑଵ és un vec‐
tor propi de valor propi 1 de ෤߮ . Siguin ݑଶ, ݑଷ vec‐
tors unitaris ortogonals a ݑଵ, i ortogonals entre sí. 
Llavors  
  ෤߮ሺݑۃଶ, ሻۄଷݑ ൌ ,ଶݑۃ  ۄଷݑ

i ߮ indueix un desplaçament ߮Ԣ del pla ܱ ൅ ,ଶݑۃ  que té el punt ܱ com ۄଷݑ
a únic punt fix (altrament ߮ no es reduiria a ܮ). Per tant ߮Ԣ és un gir de 
centre ܱ i amplitud ߙ א ሺ0,2ߨሻ, gir que és una simetria central si ߙ ൌ  .ߨ
En resulta que ߮ és un gir d’amplitud ߙ al voltant de l’eix ܮ, gir que esde‐
vé la simetria axial del mateix eix quan ߙ ൌ ,ଵݑ ;En la referència ሾܱ .ߨ ,ଶݑ  ଷሿ, les equacions de ߮ sónݑ

ଵᇱݔ  ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ଶݔܿ െ ଷᇱݔ ,ଷݔݏ ൌ ଶݔݏ ൅ ܿ) ଷݔܿ ൌ cosሺߙሻ , ݏ ൌ sin ሺߙሻ). 

Per ߙ ൌ  ,ߨ

ଵᇱݔ   ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ െݔଶ,  ݔଷᇱ ൌ െݔଷ . 
(equacions de la simetria axial). 

ܱ 

 ଷݑ

 ଵݑ

ܮଶݑ
ଶݑܿ ൅ ଶݑݏଷെݑݏ ൅ ଷݑܿ
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Cas ܨ ൌ ܱ, ܱ un punt. Si ݑଵ, ݑଶ, ݑଷ és una base ortonormal de ଷܸ, les 
equacions de ߮ en la referència ሾܱ; ݑଵ, ,ଶݑ   ଷሿ tenen la formaݑ

  ቌݔଵᇱݔଶᇱݔଷᇱ ቍ ൌ ܣ ൭ݔଵݔଶݔଷ൱, 

on ܣ és una matriu ortogonal. Estant en dimensió senar, ܣ té necessàri‐
ament un valor propi real. Aquest valor propi ha de ser െ1 (altrament ߮ 
tindria punts fixos distints de ܱ). Podem suposar, doncs, que ݑଷ és un 
vector propi amb valor propi െ1. Igual que en el cas anterior, ߮ indueix 
un desplaçament ߮Ԣ del pla ܱ ൅ ,ଵݑۃ  que té el punt ܱ com a únic punt ۄଶݑ
fix (altrament ܨ no es reduiria a ܱ). Per tant ߮Ԣ és un gir de centre ܱ i 
amplitud ߙ א ሺ0,2ߨሻ, gir que és una simetria central si ߙ ൌ  En resulta .ߨ
que ߮ és un gir d’amplitud ߙ al voltant de l’eix ܱ ൅  gir que esdevé) ۄଷݑۃ
la simetria axial del mateix eix quan ߙ ൌ ‐seguit de la simetria especu ,(ߨ
lar respecte del pla ܱ ൅ ,ଵݑۃ ,ଵݑ ;En la referència ሾܱ .ۄଶݑ ,ଶݑ  ଷሿ, lesݑ
equacions de ߮ són (amb ܿ ൌ cos ሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ): 
ଵᇱݔ   ൌ ଵݔܿ െ ଶᇱݔ  ,ଶݔݏ ൌ ଵݔݏ ൅ ଷᇱݔ  ,ଶݔܿ ൌ െݔଷ. 
Pere ߙ ൌ ଵᇱݔ ,ߨ ൌ െݔଵ,  ݔଶᇱ ൌ െݔଶ,  ݔଷᇱ ൌ െݔଷ (simetria central ߪை). 
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Cas ܨ ൌ En aquest cas ෤߮ .׎  ha de tenir el valor propi 1, ja que altrament 
sabem que tindria un punt fix. Sigui ݊ା la dimensió de l’espai ଷܸା de vec‐
tors propis de valor propi 1. Les possibilitats són ݊ା ൌ 3, ݊ା ൌ 2 o ݊ା ൌ 1. ݊ା ൌ 3 . En aquest cas ෤߮ ൌ ‐i ߮ és una translació diferent de la identi ݀ܫ
tat. Escollint ݑଵ de manera que estigui en la direcció de la translació, 
aconseguim que les equacions de la translació tinguin la forma 

ଵᇱݔ   ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ ൌ ݌ଷ ሺݔ ൐ 0ሻ. ݊ା ൌ 2  Podem escollir ݑଵ i ݑଶ de manera que formin una base de ଷܸା. 
Llavors ݑଷ és necessàriament un vector propi de valor propi െ1 i les 
equacions de ߮ tenen la forma 

ଵᇱݔ   ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,ଵ݌ ൌ ଶݔ ൅ ଷᇱݔ  ,ଶ݌ ൌ െݔଷ ൅  .ଷ݌
Fent el canvi d’origen ሺ0, 0, 0ሻ հ ሺ0, 0, ଷ݌ ଷ/2ሻ, podem suposar que݌ ൌ0. Es tracta d’una simetria especular seguida d’una translació paral·lela al 
pla de la simetria (simetria especular amb translació paral·lela o amb llis‐
cament).  
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Observem finalment que podem escollir una altra base ortonormal de ଷܸା 
amb la qual ݌ଶ ൌ 0 i ݌ ൌ ଵ݌ ൐ 0, quedant finalment les equacions ݔଵᇱ ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ ଷᇱݔ  ,ଶݔ ൌ െݔଷ. ݊ା ൌ 1  Sigui ݑଵ un vector unitari de valor propi 1 i siguin ݑଶ, ݑଷ vectors 
unitaris ortogonals a ݑଵ i ortogonals entre si. Llavors ෤߮ ሺݑۃଶ, ሻۄଷݑ ൌݑۃଶ, i la restricció de ෤߮ ۄଷݑ  a ݑۃଶ,  no té el valor propi 1. En resulta que ۄଷݑ
les equacions de ߮ en la referència ሾܱ; ݑଵ, ,ଶݑ  ,ଷሿ, ܱ un origen arbitrariݑ
tenen la forma (posant ܿ ൌ cosሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ) 

  ቌݔଵᇱݔଶᇱݔଷᇱ ቍ ൌ ൭1 0    00 ܿ െ0ݏ ݏ    ܿ൱ ൭ݔଵݔଶݔଷ൱ ൅ ൭݌ଵ݌ଶ݌ଷ൱. 

Vist que ቀܿ െݏݏ    ܿቁ no té el valor propi 1, podem fer un canvi d’origen de 

la forma ሺ0, 0, 0ሻ հ ሺ0, ܽ, ܾሻ i aconseguir que en la nova referència tin‐
guem ݌ଶ ൌ ଷ݌ ൌ 0. Ens queden, doncs, les equacions 
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  ቌݔଵᇱݔଶᇱݔଷᇱ ቍ ൌ ൭1 0 00 ܿ െ0ݏ ݏ    ܿ൱ ൭ݔଵݔଶݔଷ൱ ൅ ቆ00݌ቇ , 

que mostren que el desplaçament és un gir d’eix ܱ ൅  seguit d’una ۄଵݑۃ
translació en la direcció d’aquest eix. D’aquest desplaçament se’n diu 
moviment helicoïdal. En el cas ߙ ൌ  és una simetria axial seguida d’una ,ߨ
translació paral·lela a l’eix de la simetria (també es diu que és una sime‐
tria axial amb lliscament).4 
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Taula de classificacio 3D  

 
  
 
 
 

Equacions canòniques  ݊ା ܨ ݊ି ߮ Nom ݏ ८ଷ ݔଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ଷᇱݔ ,ଶݔ ൌ ݀ܫ ଷ  3  0ݔ Id d ݔ ߨଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ ଷᇱݔ ,ଶݔ ൌ െݔଷ  2  1 ߪగ SE i ݔ ܮଵᇱ ൌ ଶᇱݔ  ,ଵݔ ൌ െݔଶ, ݔଷᇱ ൌ െݔଷ  1  2 ߪ௅ SA d 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔܿ െ ଶᇱݔ ,ଶݔݏ ൌ ଵݔݏ ൅ ଷᇱݔ ,ଶݔܿ ൌ ଷ  1  0 ܴ௅,ఈݔ G d ܱ ݔଵᇱ ൌ െݔଵ,  ݔଶᇱ ൌ െݔଶ, ݔଷᇱ ൌ െݔଷ  0  3 ߪை SC i 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔܿ െ ଶᇱݔ ,ଶݔݏ ൌ ଵݔݏ ൅ ଷᇱݔ ,ଶݔܿ ൌ െݔଷ  0  1 ߛߪ G+SE i ݔ ׎ଵᇱ ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ ଷᇱݔ ,ଶݔ ൌ ௨ݐ ଷ   3  0ݔ T d 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ ଷᇱݔ ,ଶݔ ൌ െݔଷ   2  1 ߬ߪ SE+T i 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔ ൅ ଶᇱݔ  ,݌ ൌ െݔଶ, ݔଷᇱ ൌ െݔଷ  1  2 ߬ߩ SA+T d 
ଵᇱݔ  ൌ ଵݔܿ െ ଶᇱݔ ,ଶݔݏ ൌ ଵݔݏ ൅ ଷᇱݔ ,ଶݔܿ ൌ ଷݔ ൅ ݌ ߛ߬ 0  1  G+T d 
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Explicació de les convencions de la taula 

Columna ܨ (varietat de punts fixos): ׎ significa que no hi ha punts fixos; ܱ, un únic punt fix; ܮ, que ܨ és una recta; i ߨ que, ܨ és un pla. 

Columna de les equacions: ܿ ൌ cos ሺߙሻ, ݏ ൌ sinሺߙሻ, ߙ ് 0,  .ߨ

Columna ߮ (descripció simbòlica del desplaçament): ߛ representa un gir 
d’amplitud ߙ ് 0,  una simetria especular (que ߪ ;una simetria axial ,ߩ ;ߨ
en el cas de ߛߪ és respecte d’un pla perpendicular al l’eix de ߛ); ߬ una 
translació paral·lela a l’eix de ߩ ,ߪ o ߛ, segons correspongui. 

Nom: SE indica una simetria especular; SA, una simetria axial; G un gir 
d’amplitud ߙ ് 0,  SC, una simetria central; T, una translació diferent ;ߨ
de la identitat; SE+T, una simetria especular amb translació paral·lela al 
pla de la simetria; SA+T, una simetria axial amb translació paral·lela al seu 
eix; i G+T, un moviment helicoïdal. ݊ା (݊ି): multiplicitat del valor propi ൅1 (െ1).  

La columna ݏ conté el «sentit» (݀ directe, ݅ invers). És igual a ሺെ1ሻ௡ష
. 
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Algorisme de classificació dels desplaçaments de l’espai 

Partim d’una afinitat donada per l’equació matricial ࢞ᇱ் ൌ ்࢞ܣ ൅  .்࢖

Suposem que hem verificat que es compleix la condició ܣܩ்ܣ ൌ  per ܩ
ser un desplaçament, que hem calculat les multiplicitats ݊ା i ݊ି dels va‐
lors propis ൅1 i െ1 de ܣ, i que hem decidit (mirant si el sistema ்࢞ ൌ ்࢞ܣ ൅ ܨ) és compatible o no) si hi ha punts fixos o no ்࢖ ് ܨ o ׎ ൌ  .(׎

ەۖۖ
۔ۖۖ
ା݊ۓۖۖ ൅ ݊ି ൏ 3 ՜ ቐܨ ൌ ׎ ՜ G ൅ T,                          2cosሺߙሻ ൌ trሺܣሻ െ ܨ1 ് ׎ ՜  ൜݊ା ൐ 0 ՜ G,          2cosሺߙሻ ൌ trሺܣሻ െ 1݊ା ൌ 0 ՜ G ൅ SE, 2cosሺߙሻ ൌ trሺܣሻ ൅ 1

݊ା ൅ ݊ି ൌ 3 ՜
۔ۖۖەۖۖ
ା݊ۓ ൌ 3 ՜  ቄܨ ൌ ׎ ՜ T ܨ ് ׎ ՜ Id         ݊ା ൌ 2 ՜  ቄܨ ൌ ׎ ՜ SE ൅ Tܨ ് ׎ ՜ SE        ݊ା ൌ 1 ՜  ቄܨ ൌ ׎ ՜ SA ൅ Tܨ ് ׎ ՜ SA        ݊ା ൌ 0 ՜  SC                            
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Notes 

1. És fàcil comprovar les següents regles de càlcul: 

௨ݐ   ל ௉ߪ ൌ  , ௉ାభమ௨ߪ

௉ߪ   ל ௨ݐ ൌ  , ௉ିభమ௨ߪ

ொߪ   ל ௉ߪ ൌ ݔ ଶ௫, onݐ ൌ ܳ െ ܲ. 

Vegem, com a exemple, el primer cas. Com que el desplaçament ߮ ൌ ௨ݐ ל  .ܳ ௉ és invers, serà la simetria central respecte del seu punt fixߪ
Si posem ݔ ൌ ܳ െ ܲ, llavors ܳ ൌ ܲ ൅   i ݔ

  ሺݐ௨ ל ௉ሻሺܳሻߪ ൌ ቊ߮ሺܳሻ ൌ ܳ ൌ ܲ ൅ ௉ሺܳሻ൯ߪ௨൫ݐ                                          ݔ ൌ ௉ሺܲߪ௨ሺݐ ൅ ሻሻݔ ൌ ܲ െ ݔ ൅   ݑ

d’on resulta que ݔ ൌ െݔ ൅ ݔ ,és a dir ,ݑ ൌ ଵଶ ߮ i ݑ ൌ ொߪ ൌ  .௉ାభమ௨ߪ

2. La matriu de ݃௉,ఈ respecte d’una base ortonormal orientada negati‐
vament és ߩሺെߙሻ. 
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3. A la nota 1 hem vist que tot desplaçament de la recta euclidiana és o 
una simetria central o producte de dues simetries centrals (les translaci‐
ons). En el cas 2D, tot desplaçament és composició de com a molt 3 sime‐
tries axials. La raó d’aquesta afirmació prové del fet que les translacions 
(girs) es poden posar com a composició de dues simetries axials d’eixos 
paral·lels (respectivament d’eixos que es tallen en el centre de gir). 

En efecte, el producte ߮ ൌ ௅ᇲݏ ל ‐௅ de dues simetriݏ
es axials ݏ௅ i ݏ௅ᇲ  és un desplaçament directe. Si els 
eixos ܮ i ܮԢ són paral·lels, ߮ és una translació, ja que 
si ܹ és l’espai director d’aquests eixos, ෤߮ ൌ ௐଶݏ ൌ݀ܫ). Més concretament, ߮ ൌ  ଶ࢜, on ࢜ és el vectorݐ
perpendicular a les rectes i de norma igual a la dis‐
tància entre elles).  

 

I si la intersecció dels eixos ܮ i ܮԢ és un punt ܱ, llavors ߮ és un gir de cen‐
tre ܱ (si considerem la simetria central de centre ܱ com un gir d’amplitud ߨ), ja que ܱ és l’únic punt fix de ߮ (si ܲ és un punt fix de ߮, llavors 

 Ԣܮ ܮ
ܲ 

௅ᇲሺܲሻݏ
࢜ 2࢜ 
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௅ሺܲሻ൯ݏ௅ᇲ൫ݏ  ൌ ௅ሺܲሻݏ ֜ ܲ ൌ ௅ሺܲሻݏ ֜ ௅ᇲሺܲሻݏ െ ܲ ൌݏ௅ᇲሺܲሻ െ ܲ; però ݏ௅ሺܲሻ െ ܲ és perpendicular a ܮ i ݏ௅ᇲሺܲሻ െ ܲ és perpendicular a ܮԢ, de manera que ݏ௅ሺܲሻ െ ܲ ൌ 0 i ݏ௅ᇲሺܲሻ െ ܲ ൌ 0, és a dir, ܲ ha de 
ser fix per ݏ௅ i per ݏ௅ᇲ). Si l’angle entre els dos eixos 
és ߙ, l’amplitud del gir ߮ és 2ߙ.   

Resumint: si un desplaçament ߮ del pla té una recta de punts fixos, ߮ és 
la simetria respecte d’aquesta recta; si té un únic punt fix ܱ és el produc‐
te de dues simetries respecte d’eixos que passen per ܱ; i si no té punts fi‐
xos, és el producte de dues simetries axials d’eixos paral·lels si és una 
translació i el producte de tres simetries axials si és una simetria axial 
amb lliscament. 

4. En el cas 3D tot desplaçament és composició de com a molt 4 simetries 
especulars. La raó d’aquesta afirmació prové del fet que les translacions 
(rotacions) es poden posar com a composició de dues simetries especu‐
lars respecte de plans paral·lels (respectivament, de plans no paral·lels). 
Els arguments són similars al cas del pla i es deixen com a exercici. 

 ܮ

ߙ Ԣܮ
߮ሺܲሻ ൌ  ௅ᇲሺܲሻݏ

ܲ
ߙ2
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En relació a la taula de classificació 3D, el nombre ݊ de simetries necessà‐
ries per expressar els diversos casos ve donat per la taula següent: 

 

Nom SE SA G SC G+SE T SE+T SA+T G+T݊ 1 2 2 3 3 2 3 4 4 

 
 


