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Vectors perpendiculars

Dos vectors x i y son perpendiculars o ortogonals six -y = 0.

B El vector O és perpendicular a qualsevol vector.

B Six,y+0,x-y=0equivalaa(x,y) =m/2.

B La relacio de perpendicularitat és simetrica, ja que el producte escalar
és simetric.

B Dos vectors x i y s6n ortogonals si i només si xGy! =0,on G, xiy
son, respectivament, la matriu de la metrica g i els vectors de coor-
denades de x i y respecte d’'una base donada de V.

Remarca. Si v4, ..., V- SOn vectors no nuls tals que v; - v = 0 quani # J,
llavors vy, ..., V- sOn linealment independents.

En efecte, siAqv; + -+ A1, =0(A4, ..., 4 ER),peratotk =1, ..,r
tenim: 0 = vy, - (A vq + -+ 1,v,.) = A, |vg|?, d’on A, = 0.

Conjunts ortogonals. Si X i Y son dos subconjunts de V/, direm que son
ortogonals si x -y = 0 qualssevol que siguin x € X iy €Y, és a dir, sii
nomeés si tot vector de X és perpendicular a tot vectorde Y.
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Exemple. Si v4, ..., V., Wy, ..., W, €V, els subespais vectorial (v, ..., V,) i
(Wy, ..., Ws) i son ortogonals si i només si v;-w; =0 per 1<i<r,
1 < j < s. Aquesta propietat és una consequencia immediata del carac-
ter bilineal del producte escalar.

Ortogonal d’un subespai

Donat U € V, posarem U~ per denotar el conjunt de vectors x € V orto-
gonals a U, és a dir,

Ut={x€V|u-x=0 peratot u € U}.

B U+ ésun subespaivectorial de V, qualsevol que siguiU S V.
Ul = (U
B U C Ul (usualment posarem U+ en lloc de (U1)4).

Teorema (dimensio de U+). Per a tot subespai vectorial U de V,
UnU+={0} i dim(Ut) =n— dim(U),
relacions que equivalen a dirque V = U @ U-.



Prova. Sigui u4, ..., U, una base de U (r = dim(U)) i definim
f:V-oRtalquex » (u; - x, ..., U, - X).
L’aplicacié f és lineal i ker(f ) = U+. Per tant,
dim(U+) = dim(ker(f)) = dim(V) — dim(Im(f )) = n —r,
atés que dim(lm(f )) < dim(R") =r.

Per altra banda tenim U N U+ = 0 (una conseqiiéncia immediata del fet
gue el producte escalar és definit positiu) i aixi

n > dim(U + U1) = dim(U) + dim(Ut) = r + dim(U1)
d’ondim(U+) <n—r.

Corol-laris
B Ut = U pera tot subespai U de V.
W SiU, iU, sén subespais de V, llavors U; S U, sii només si Uy S Uj.



Varietats lineals ortogonals

Varietat perpendicular a una varietat per un punt. Si L és una varietat li-
neal i Q un punt, posarem

L = Q+w(L)*t
i diem que Lb és la varietat perpendicular a L per Q.

B W(Lg)=w@L)"
m dim(Ly) = n — dim(L).
B SilL ésfixaiQ variable, les varietats perpendiculars Lb son paral-leles

entre elles.
B L éslavarietat perpendicular a Lb per un punt qualsevol de L.

Varietats lineals perpendiculars. Siguin L i L' dues varietats lineals de
'espai euclidia i posem W =W (L) i W' = W(L"). Direm que L' és per-
pendicular o ortogonal a LsiW+t c W' o W+ 2W'.Si P' € L', la condi-
ci6 WL c W' equival a Ly €L i la condicié WL 2 W' equival a
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L}l,, 2 L. Aixi, doncs, una varietat L' és perpendicular a L si conté, o esta
continguda en, la varietat LILD, per aun cert punt P' € L'.

Projeccio ortogonal

Si W és un subespai vectorial de V, sa-
bem que V=W @ W+. Per tant, exis-
teix una unica aplicacio lineal

(x)_{x sixeW
Pwit) =10 si x ¢ Wi

Direm que py, €s la projeccio ortogonal de V sobre W'.

B Six=x"+x",ambx’ € Wix" € W, llavors py, (x) = x'.

B py, (x)ésl'Unicvector x’' € Wtalquex” =x —x' € W,

B Com que |x|? = [x'|? + |x"|?, |pw (x)] < |x]|, amb igualtat si i només
six e W.



Calcul efectiu de la projeccid ortogonal

A. Usant una base ortonormal de W/
Proposicio. Si u4, ..., u,- €s una base ortonormal de W, llavors
pw(x) = (- upug + -+ (- up)u,
per a tot vector x € V. En particular,
w17 = (x - ug)? + -+ (x - up)?
Prova. El vector
x'= (- -u)du; + -+ (x-u)u,
és de IW. Com que
© x—x)u=0(G=1..,r),

x —x' € Whipertantx' = pyx.
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Exemple (cas W = V). Si W =V, py, = Id. Per tant, si uq,...,u,, €s una
base ortonormal de I/,
x =Y (x-upu; i x| =YE(x-u;)? peratot x €V.

Exemple (dim(W) =1). Si w és un vector no nul de W i posem
u = w/|w| (de manera que u és una base ortonormal de W), aleshores

|x-w|

lw| ’

(x-w)

PW(X) =(x - wu= w i |pw(x)| —

lw|?

on hem posat p,, = Py

B. Usant una base qualsevol de W
Sigui e = e, ..., €, una base qualsevol de W. Tindrem
pw(x) = tiey + -+ trpe, = tel, ty, .., t; ENR,
i es tracta d’obtenir una expressio per als coeficients t4, ..., ty.

Comquex —te” € W+, tenim (x —te’) -e; =0peraj=1,..,k, 0 en
notacié compacta, (x — tel) - e = 0, és a dir,



tlel -e)=x-e.

Aquesta relacio és un sistema de k equacions linealsen t = t4, ..., t; i sa-
bem que té solucid Unica. Per tant e’ - e és una matriu invertible i com a
conseguencia

t=(x-e)(e’ -e) L

Remarca. Si e és ortonormal, llavors e’ - e = I, i el resultat coincideix

amb el que ja hem obtingut en aquest cas. El mateix passa en el cas

dim(W) = 1 (segon exemple de la pagina anterior), en que e es redueix

a un vector w: el e = |w|?, t es redueix a t = (x - w)/|w|? i tel és
X-w

igsual a tw = —w.
8 w2
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Aplicacio: ortonormalitzacio de Gram—-Schmidt

Si eq, ..., €, son vectors linealment independents de V, el procediment
u; = e1/leql;
perj =2,..,k,
e — (& - u)us + -+ (g - wj—1 )iy
u]' =
lej — (e - ug)uy + -+ (& - wj1 )y

subministra una base ortonormal u4, ..., u; de W = (eq, ..., ex) tal que

(U, ..., Uj) = (€q,...,€) i ¢ -u; >0 per j=1,..,k.

Remarca. L'expressio ej’ = (ej -ul)ul + -+ (ej -uj_l)uj_l déna la pro-
jeccio ortogonal de e; sobre Uj_; = (uy, ..., uj_1) = (ey, ..., ¢j_1) (aques-
ta igualtat és valida per recurrencia). Per tant ej" = ej — e’j és un vector
perpendicular a U;j_4, i és no nul per la independencia lineal de e, ..., e,
la qual cosa mostra que

o 2
uj = e /|ej | € (ey, ..., €)
compleix les condicions enunciades.
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Ly Projecciéo ortogonal sobre una varietat
lineal. Sigui L una varietat lineal i Q un
punt. Posem W = W(L) i fixem un punt

: arbitrari P € L. Els punts X d’interseccio

de Lb amb L son els que compleixen

1, (Q) L X=0+w=P+w, amb wew,

P%w(?d w' € WL. Com que I'Gnica solucid és

w=pw(Q—-P) i w=w-(Q-P),
resulta que existeix un Unic punt d’interseccio i que aguest punt és

Q"=P+pw(@ — P).
Fixem-nos que, en particular, P + py,(Q — P) és independent del punt
P € L. Direm que Q' és la projeccié ortogonal de Q sobre L i posarem

p; (Q) per denotar-lo. Per definicid, doncs, tenim

p.(Q) =P+ py(Q — P)

per a qualsevol punt P de L. Com que py, és lineal, p;: A — L és una apli-
cacio afi.

B p.(X) =p,(Q)equivala X € L.
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L’equaciod cartesiana d’un hiperpla en termes del producte escalar

Sigui H un hiperpla. Com que W (H)* és un espai vectorial de dimensid 1,
W (H)* = (a), on a és qualsevol vector no nulde W(H)+.SiP € H,

XeEHsX-PeWH)ea-(X—P)=0.
En una referencia R = |0; u], aquesta condicio adopta la forma
aGx’ = aGp’,

on a son les components de a respecte de u, x les R-coordenades de X i
p les R-coordenades de P. Si ara posem

b=(by..,b,),onb=aG,i B =D>bip,+ -+ b,py,,
la darrera equacio adopta la forma
bix{ + -+ byx, =F.

Hem obtingut aixi, a partir del vector a perpendicular a H i mitjancant el
producte escalar, una equacio cartesiana de H en la referencia R.
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Notem que si R és , €s a dir, si u és ortonormal, llavors G = [,
i b =a,amb la qual cosa I'equacié de I'hiperpla s’escriu

ax;{+:-+a,x, =a, ona =ayp; + -+ a,p,.

Com trobar un vector perpendicular a un hiperpla. Suposem que
bixy+ -+ byx,=p

és I'equacio d’un hiperpla H en una referencia R = [0; u] de A. Sigui
b= (by..,b,)

i definim
a=(ay..,a,) = bG™},

on G és la matriu de la metrica en la referencia R. Llavors el vector
a=ua’ =au; +-+ a,uy,

és un vector perpendicular a H. Notem que en el cas que R sigui rectan-
gular, els mateixos coeficients b = (b4, ..., b,;) s6n les u-components
d’un vector perpendicular a H.



14

Exemple (hiperpla bisector d’un segment). Donats dos punts diferents P i
Q, el conjunt de punts X tals que d(X,P) = d(X,Q) és I'hiperpla per-
pendicular a Q — P que passa pel punt mitja M del segment [P, Q].

D’aquest hiperpla en diem hiperpla bisector del segment |P,Q] (recta
mediatriu en el cas de dimensid 2 i pla bisector en el cas de dimensio 3).

En efecte, si escollim un origen O arbitrari i posem P =0 + p,
Q=0+q,X=0+xiM=0+m,llavorsm=(p+q)/2]

d(X,P) =d(X,Q) ® (X —P)* = (X — Q)?
e (x-p)Pf=x-9q?°
& xt=2p-x+pt=x%—-2q-x+q*
< 2(q—p) x=q°—p’
< 2(q—-p)-x=(@-p)-(q@+p)
=@-p)-x—m)=0
= @—-P)-(X—M)=0,
i aquesta expressio és I'equacid de I'hiperpla perpendiculara Q — P que
passa pel punt M.
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Distancia d’'un punt a una varietat li-

LJ_
v neal. Per definicio, la distancia d’un
e ¢ punt Q a una varietat lineal L, d(Q, L),
x=0Q—P és la distancia de Q a la seva projeccio
x—x ortogonal sobre L, és a dir,
L d(P,Q) = d(Q,p.(Q)).
op.(Q) ) yPL
P%W(x)

Si P és un punt qualsevol de L, i

W =W(L), llavors
Q—P= (Q — PL(Q)) + (p.(Q) —P) = (Q — PL(Q)) + pw (Q — P).
Com que py, (Q — P) € W, veiem que Q — p,(Q) = py.(Q — P) e W+,

de manera que
d(Q,L) = |py1(Q — P)| [+]

Amés, |Q —P|* =10 —p.(Q)|* + |p,.(Q) — P|? (teorema de Pitagores),
d’on |Q — P|? = |Q — p.(Q)|? per a tot PEL, amb igualtat si i només si

P =p,(Q).
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Distancia d’un punt a un hiperpla

Segons la férmula [*] de la pagina anterior, la distancia d = d(Q, H) d’un
punt Q a un hiperpla H ve donada per

d=|pa(Q—P)l=la-(Q — P)l/lal,

on P és un punt qualsevol de H i a és un vector no nul perpendicular a H
(en aquest cas W+ = (a)).

Vegem com s’expressa aquesta distancia en una referencia R = [O; u].
Sigui

bix{ + -+ b,x, =k (obx" —k =0)
una equaci6 de H, q =(qq,...,q,) les coordenades de Q i p=
(p4, ..., py) les coordenades de P. Aleshores sabem, si b = (b4, ..., b,,)

son els coeficients de I'equacié de H, que a = bG~! sén les components
d’un vector a no nul perpendicular a H i la formula anterior dona

_ |qu — k| (lblch + o+ bpqn — ki

d =
VbG~1bT JbZ + -+ b2

siu és ortonormal)
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Alguns detalls

B |a| =+Va-a=+VaGaT =VbG~1GG1bT = VbG1bT.

Ba (Q-P)=aG(@ —p")=b(q@" —p")=bq" —bp" =bq" -k
(en el darrer pas hem usat que P € H).

Exemple (hiperplans bisectors de dos hiperplans). Siguin H i H' dos hi-
perplans no paral-lels. Siguin a i a’ vectors unitaris perpendiculars a H i
H', respectivament. El lloc geométric dels punts X que equidisten dels
dos hiperplans ve donat per la relacié

la-(X—P)|=]ad-X—-P)|ea-(X—P)=+a -(X-P),

on P és qualsevol punt de H N H'. Com que la darrera relacié equival a
(a +a")(X — P) =0, veiem que el lloc geométric en quiestié esta format
per dos hiperplans. D’aquests hiperplans en diem que son bisectors dels
hiperplans H i H' (en dimensid 2 sén les bisectrius de dues rectes). Notem
que sén perpendiculars (ja que a + a’ i a — a’ ho sén) i que contenen a
HNH'.
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Distancia d’un punt a una recta. Donat un

punt Qi una recta L d’equacio parametrica

X =P+ Au (1 €R),

) PLQ) Q—-P,.(Q)=(Q—-P)— (p,(Q) — P)
=X — pu(x);

onx =  — P. Pel teorema de Pitagores,

Y- 209712 _ (. 21)\2
10 — . (Q)]? = |x|? = |p,(2)]? = |x]? — (x-w? x| ul>=(x - w)

|u|? |ul?

V]2 [u|2=(xcu)?

|u|

d(Q,L) =
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Distancia entre dues rectes de l'espai de
dimensid 3
Siguin L i L' dues rectes no paral-leles de
I'espai de l'espai euclidia de dimensio 3
(d’aquest espai és costum dir-ne espai or-
dinari), u i u' sengles vectors directors, i
PelL P el
Com que u i u’' sén linealment independents, I'espai (u, u’)* té dimensid
1. Si k és qualsevol vector no nul perpendiculara uiu’, llavors

p(P' — P) només depénde LilL’,inodelspuntsPiP’
En efecte,siQ € LiQ’ € L', llavors
B Q=P+au, Q=P +a'u;
BQ-Q={FP -P)+au —au;i
B p(Q'—Q) = px(P'—P).

Ara diem que |p, (P’ — P)| és la distancia entre les rectes L i L', d(L,L").
Si posem x = P’ — P, finalment tenim

d(L, L) = |k - x|/|k|.
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B Notem que d(P,P") = d(L,L"), amb igualtat si i només si P' — P és
perpendicularauiu’.
B Hiha una Unica recta M perpendicularaLia L quetallaLialL’.
De fet, si M existeix, sera
McLVM=P+{(uk)i McLVvM=P + U, k)
don M = (P + (u, k) n (P'+ (u,k)). Com que aquesta interseccié
és una recta amb vector director k, queda també provada I’existéncia.
Finalment, M talla a L (respectivament L) perqué M i L (respectiva-

ment M i L') sén coplanaries i no paral-leles.
BSSMNL=QiMnL =@, llavorsd(L,L") = |Q" — Q].



