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Definicié d’aplicacio afi
Siguin (A, 1) i (A", V") espais afins. Donats punts P € Ai P’ € A’,iuna
aplicacid lineal f:V — V', definim fp p, : A — A’ per la formula

fppr(X) =P+ f(X - P).

¥ . El transformat del punt X € A per
P.*" X' %?P’ "aplicacio fp p, és el punt X' € A’ definit
perX'=P' + f(u),u=X—P.

D’una aplicaciéo a : A - A’ es diu que és una aplicacio afi si existeixen
PeA P eAifelLlV,V)talsquea = fpp.

Remarca. Per a qualssevol X,Y € A,
a(X) —a(Y) =fX-Y),
ja que
aX)—a¥) =P +fX-P)-P' +fY-P)=fX-Y)



Lema.SiQ €A Q € A'ige L(V,V", llavors
9oo = fpprsiinoméssig=fiQ =P + f(Q—P)

Prova.Siu € Vi0 € A, | suposem que gqo’ = fpp’, llavors
9g@) = g((0+u) = 0) = go (0 +u) — gqq(0)

= fP,P’(O +u) — fp,p’(O) — f((O +u) — 0) =fw),
d'onf = g.
Per altra banda,

Q' — P’ = gQ,Q’(Q) _fP,P’(P) — fQ,Q'(Q) _fP,P’(P) = f(Q —P),

d'on Q' =P+ f(Q — P). Amb aix0 hem vist que les condicions sén ne-
cessaries.



Les condicions son també suficients. En efecte, si

g=fiQ =P+f(Q-P),

llavors
9o X)=Q"+gX-Q)=Q +f(X-0Q)
=Q +f((X=P)—(Q—P))
=Q' —f@-P)+f(X—-P)
=P+ f(X = P) = fpp(X)

d'on ggo' = fpp'



Aplicacio lineal associada

Com que l'aplicacié afi a determina f univocament, direm que f és
I"aplicacio lineal associada de «, i posarem & per denotar-la.

Remarca. Una aplicacio afi a queda determinada per la imatge
P’ = a(P) d’un punt qualsevol i per "aplicacié lineal associada & segons
la formula a(X) = a(P) + a(X — P).

Remarca. Notem que «a és injectiva (exhaustiva) si i només si & és injecti-
va (exhaustiva).



Composicio d’aplicacions afins
Siguin

a:A->A" i B:A"-> A"
aplicacions afins. Llavors la composicio

Boa: A—- A"
és una aplicacio afi i

Boa=fod.
En efecte,

(B oa)(X) = B(a(X)) = B(a(P) + &(X — P))
= p(a(P)) + f(@X — P))
=(Boa)(P)+ (Boa)X —P).



Transformacions afins
De les aplicacions afins bijectives en direm transformacions afins.

Exemple. Podem mirar una equacié parametrica vectorial d’una varietat
lineal L,

X=P + Aywy + -+ Aw,,
com una aplicacio K™ — L. Com que aquesta aplicacio és afi i bijectiva, és
una transformacio afi.

Inversa d’una transformacioé afi. La inversa a~! d’una transformacio afi
a és una transformacio afi, i

—~—

al=qg 1t

En efecte, si X,P € Aiposem X' = a(X), P' = a(P), llavors
X'—-P=a(X—-P) © alX)—-alPH=alX - P),

i la conclusid és conseqiiéncia del fet que X' i P’ sdn punts arbitraris de

A,



Determinacio geometrica de les aplicacions afins

Teorema

B S R=][Py,Py..,B]| és una referéencia afi de I'espai afi A i
Py, P, ..., P, son punts arbitraris de I'espai A’, existeix una unica aplica-
cioafia : A - A’ talque a(P;) =P (i =0,..,n).

B Aquesta aplicacio és injectiva (exhaustiva) si i només si els punts
Py, Pi, ..., B, son independents (generen A’).

WM En particular, a és una transformacio afi sii només si [Py, Py, ..., P,] és

una referencia de A'.

Prova. Si existeix «, i posem

e, =P,—Py, e;=P —Py (i =1,...,n), llavors

e; = P/ — Py = a(P;) — a(Py) = @(P; — Py) = a(e;),
d'ona = fp pr, amb f I'inica aplicacid lineal V — V' tal que f(e;) = e;.
Inversament, si definim « aixi, llavors és clar que a(P;) = Pl-’, 1 =0,..,n.

Les altres afirmacions resulten del fet que f és injectiva (exhaustiva) si i
només si els e; son linealment independents (formen una base de I').
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X ® X’ Il-lustracio grafica

\ Aquest grafic correspon |'afinitat «a tal
ue
c ' q

a(A) =A", a(B)=B"i a(C) =C".
Aquesta afinitat transforma el punt X
B' en el punt X'iel pentagon en blau en el
pentagon en vermell.

A B A

Adonem-nosquesiX = A+ Au+uv,onu=B—-Aiv=C—A, llavors
X' =A+2W+u',onu' =B"-A"iv'=C-A4".
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Expressio en coordenades

Siguin R = [0, eq, ... ,e,] iR = [0', e, "-"97’1’] referénciesde A i A’,
respectivament. Si x = (x4, ..., X,) son les R-coordenades d’un punt X,
llavors les R'-coordenades x' = (x1, ..., x,;) de a(X) venen donades per
la formula

x'T =pl + AxT,
on p = (p1, ... ,P,’) SONn les R'-coordenades de a(0) i A = (aij) és la
matriu de & respecte de les basese = e, ...,e,, i e = ey, ...,e;l, , és adir,
a(0) =0"+e'pli a(e) = e'A.
En efecte, d’'una banda a(X) = 0’ + e’x'T, i de Ialtra
a(X) = a(0 + ex’) = a(0) + a(ex")
=0 +e'pl +a(e)x =0' +e'p" + e'AxT
= 0"+ e'(p! + Ax"). O



Explicitament,

12

0 1
A1n X1
An'n Xn
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Afinitats. Translacions i homotecies
Les afinitats son les transformacions afins d’un espai afi en si mateix.

Translacions. Les translacions son les afinitats a tals que & = Id.

En efecte, si @ = Id, llavors

aX)=a(P)+a(X—-P)=X+ (a(P)—P) = t,(X),
u=a(P)-—P.
Reciprocament, la translacié t,, compleix
t,(X)=X+u=P+u+X-P)=t,(P)+1d(X — P),
i és per tant una afinitatamb t,, = Id.
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Homotecies. Si A € K — {0} = K*, ’homoteécia de centre el punt O i rad A
es defineix per la formula

hoa(X) = 0 + A(X — 0).

Com que l'aplicacio hy : V - V, v » Av, és un automorfisme lineal de V
(anomenat homotecia lineal de rad A), hg 5 €s una afinitat i hy 3 = h,.
Notem que hy 3 (0) = O (és a dir, O és un punt fix de hy ;).

Un cas particular és sy = hy 1, que actua de la manera seguent:
So(X)=0—-—(X—-0),0bé s,(0+x) =0 —x.

Dierem que s, és la simetria central de centre O.
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Punts fixos d’una afinitat

Si a és una afinitatde A, | f = @, sigui
FE,={XeA|alX) =X},

és a dir, el conjunt de punts fixos de «.

Fixat un origen O, i posant x =X — 0, u = a(0) — 0, la condicid neces-
saria i suficient per tal que X sigui fix per a és que

(Id—=f)x) =u,
ja que de
X=0+xiaX)=a(0+x)=a(0)+f(x)=0+u+f (x)
inferim que X és fix si i només si x=u+f (x).

En coordenades,

(ITL _ A)xT — pT;
qgue per altra banda resulta directament de I'expressio de I’afinitat en
coordenades, x'T = pT + AxT.
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En particular veiem que si det(l,, — A) # 0, llavors existeix un Unic punt
fix.

Proposicio. El conjunt F,, és no buit si i només si
rang(l,, — A) = rang(l,, — A|p"),
i si és no buit, aleshores és una varietat lineal amb
W(F,) = ker(ld - c’?).
En particular, la seva dimensio ésn—1 , onr és el rang de Id - & (o el
rang de [, — A).
Corol-lari. Si & no té el valor propi +1, llavors « té un unic punt fix.
Prova. Si g és el polinomi caracteristica de A, llavors
det(l, —A4) = q(1),

gue és no nul si 1 no és valor propi de A.
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Exemple (afinitats de A'). Una afinitat de A! diferent de la identitat és

una translacio si no té punts fixos | una homotecia (de rad # 1) si té un
punt fix.

En efecte, si a és una afinitat de A, llavors

a = ha,
per algunscalarA # 0.Si A # 1, a té un Unic punt fix i és per tant una

homotecia. Altrament és una translacid (sense punts fixos si no és la
identitat).
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Conservacio de la rad simple

Les aplicacions afins a conserven la rad simple, en el sentit que es precisa
a continuacio.

SiP,QeA i a(P)+ a(Q), llavors
a(a(P),a(Q), (X)) = a(P,Q,X)

per a tot punt X € PQ.

En efecte, si X € PQ, llavors

X=P+oc(@Q—-P), c=0(P,0Q,X)
d’on, aplicant «,

a(X) = a(P) +o(a(Q) — a(P))

i aix0 demostra que

a(a(P), a(Q), a(X)) =0.
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Remarca. Si posem M, (P,Q) =P + o(Q — P), la proposicid anterior
mostra que

a(Ms(P,Q)) = My(a(P), a(@)).!

Imatge directa i inversa de les varietats lineal

Imatge d’una varietat lineal. Si L és una varietat lineal, diguem
L=P+MW,iaésuna aplicacio afi, llavors

a(L) = a(P) +a(W).
Es a dir, a(L) és la varietat lineal que passa per a(P) amb espai director

@(W). Es immediat, doncs, que les aplicacions afins a transformen varie-
tats lineals paral-leles en varietats lineals paral-leles.

Les afinitats a trasformen varietats lineals en varietats lineals de la ma-
teixa dimensio i es compleixen les relacions

a(LNLY) =all)na(L),
a(LvL)=a(ll)Va(ll).
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Imatge inversa d’una varietat lineal. Si L' és una varietat lineal de A’ |
L = a~*(L") és un conjunt no buit, llavors L és una varietat lineal i el seu
espai director és @1 (W"), on W' és I'espai director de L'.

En efecte, en ser L no buit, podem escollir un punt P € A tal que
P'=a(P)e L’ Llavorstenim L'=P +W'isiX=P+x €A (x eV),
llavors

a(X) = a(P) + d(x) = P'+ d(x),
de manera que

a(X)eEL © dx)eW o xeat(wh,
cosa que mostra que

a"L(L) =P+ & (w).
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Grup afi

El conjunt G(A) de les afinitats de A, amb I'operacié de composicid, és un
grup. Direm que és el grup afi (o grup de les afinitats) de A.

Les translacions T (4) = {t,|v € V} formen un subgrup de G(A), ja que
tyot, =tyiy,. A més, és un subgrup normal, ja que aot,oa” ! =
ta(v):

a(tv(X)) =aX +v) =alX)+a) = tzu) (a(X)),

donacot, =tz °a.

El conjunt H,(A) de les homotécies de centre O és una subgrup de
G(A).
Analogament, el conjunt G,(A) de les afinitats que deixen O fix formen
un subgrup de G(A). Ates que

aGo(A)a™" = Gy0)(A),
Go(A) no és un subgrup normal.’
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Notes

1. Una aplicacié afi a« : A — A’ transforma combinacions afins en com-
binacions afins. Més concretament, si A4, ..., A, € AiA4, ..., 4. € Kamb
i—1 A = 1, llavors
a(AA; + -+ A A) = a(A)) + -+ L.a(4,).

En efecte, com que
MA+ -+ 1A, =0+ Y _11;(4; — 0)
per a qualsevol punt O € A, tenim:
a(MAr+ -+ AA4) = a(0 + Xig 4i(4; — 0))

= 2(0) + X7_y 4,@(A; — 0) = a(0) + Xy As(a(Ap) — a(0))

=NLa(4) + -+ .a(4,).
Aquesta propietat generalitza la relaciéo a(M, (P, Q)) = M, (a(P), a(Q)),
ja que M,(P,Q)= P+d(Q—P)=(1—-0)P +00Q i
M, (@(P),a(Q) = a(P) + o(a(Q) — a(P)) = (1 - D)a(P) +oa(Q).
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2. Representacio de G(A) comaV X GL(V). Si posem, donat f € GL(V),
fo = fo,0 de manera que

foX)=0+f X — 0),

llavors fy € G, (A) i l'aplicacid f — f, és un isomorfisme GL(V) =
GO(A). Finalment I'aplicacié

VXGL(V) - G(A) talque (v,f) » t, o fy
és una bijeccio, essent I'aplicacio inversa |I'aplicacio donada per
a - (a(O) — 0, a”).

En termes de (v, f ), la composicié d’afinitats compleix

@, fe@f) = (@ + F@.f of)



