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Definició de raó simple 

Donats tres punts alineats ܲ, ܳ, ܺ amb ܲ ് ܳ, considerem la referència ࣬ ൌ ሾܲ, ܳሿ de la recta ܮ ൌ ܲܳ. La coordenada de ܺ respecte de ࣬ és 
l’escalar ߪ tal que ܺ ൌ ܲ ൅ ሺܳ െߪ  ܲሻ. 
Direm que ߪ és la raó simple de la terna ܲ, ܳ, ܺ i posarem ߪሺܲ, ܳ, ܺሻ per 
designar‐la, o simplement ሺܲܳܺሻ. 

Remarques 
,ሺܲߪ  ܳ, ܲሻ ൌ 0  i  ߪሺܲ, ܳ, ܳሻ ൌ 1. Per tant ߪሺܲ, ܳ, ܺሻ ് 0,1 si els   
    punts ܲ, ܳ i ܺ són diferents. 
 Si ܲ ൌ ܳ, o si ܲ ് ܳ i ܺ ב ܲܳ, llavors ߪሺܲ, ܳ, ܺሻ no està definida. 
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Càlcul de la raó simple 

Siguin ܲ i ܳ punts diferents i posem ܮ ൌ ܲܳ. 

Sigui ܺ א  .ܮ

Donada una referència afí ࣬ ൌ ሾܱ; ࢋ) ܮ ሿ deࢋ א ܸ), siguin ݍ ,݌ i ݔ les ࣬‐
coordenades de ܲ, ܳ i ܺ, és a dir, ܲ ൌ ܱ ൅ ܳ , ࢋ݌ ൌ ܱ ൅ ܺ  i  ࢋݍ ൌ ܱ ൅  . ࢋݔ
Llavors ܳ െ ܲ ൌ ሺݍ െ ܺ , ࢋሻ݌ െ ܲ ൌ ሺݔ െ ܺ  , ࢋሻ݌ െ ܲ ൌ ௫ – ௣௤ – ௣ ሺܳ െ ܲሻ, 

d’on 

,ሺܲߪ    ܳ, ܺሻ ൌ ௫ – ௣௤ – ௣ . 
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Permutacions d’una raó simple 

Siguin ܲ, ܳ i ܴ tres punts alineats i diferents. Posem ߪ ൌ ,ሺܲߪ ܳ, ܴሻ.  

Si ࣬ és una referència de la recta ܲܳ, i ݎ ,ݍ ,݌ són les ࣬‐coordenades de ܲ, ܳ, ܴ, llavors ߪ ൌ ሺݎ െ െ ݍሻ/ሺ݌   :ሻ. Ara tenim݌ 

,ሺܳߪ  ܲ, ܴሻ ൌ ௥ି௤௣ି௤ ൌ ሺ௥ି௣ሻିሺ௤ି௣ሻ௣ି௤ ൌ  1 െ  .ߪ

,ሺܳߪ  ܴ, ܲሻ ൌ ௣ି௤௥ି௤ ൌ ଵఙሺொ,௉,ோሻ ൌ ଵଵିఙ . 

,ሺܴߪ  ܳ, ܲሻ ൌ  1 െ ,ሺܳߪ ܴ, ܲሻ ൌ  1 െ ଵଵିఙ ൌ ఙఙିଵ . 

,ሺܴߪ  ܲ, ܳሻ ൌ ଵఙሺோ,ொ,௉ሻ ൌ ఙିଵఙ  . 

,ሺܲߪ  ܴ, ܳሻ ൌ 1 െ ,ሺܴߪ ܲ, ܳሻ ൌ ଵఙ . 

Remarca. La definició de raó simple no és més que una entre sis possi‐
bles. Com que no hi ha un criteri generalment acceptat, hem escollit la 
que ens resulta més còmoda. 
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Exemple. Si ܴ és el punt mitjà dels punts ܲ i ܳ, llavors ߪሺܲ, ܳ, ܴሻ ൌ ଵଶ. En 

aquest cas 

ߪ   ൌ 1 െ ߪ ൌ ଵଶ , 

   
ଵఙ ൌ ଵଵିఙ ൌ 2 , 

   
ఙఙିଵ ൌ ఙିଵఙ ൌ െ1, 

de manera que les sis permutacions donen lloc només a tres valors: 1/2, 2, െ1. 
 
Exemple. Si les arrels ߦ i ߦҧ de l’equació ߪଶ െ ߪ ൅ 1 ൌ 0 són del cos ܭ, i ߪ ൌ  llavors ,ߦ

ߪ   ൌ ଵଵିఙ ൌ ఙିଵఙ ൌ  , ߦ

   1 െ ߪ ൌ ఙఙିଵ ൌ ଵఙ ൌ  , ҧߦ
de manera que en aquest cas les sis permutacions donen lloc a dos valors 
únicament. 
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Proposició. Si ߪ ב ቄଵଶ , 2, െ1, ,ߦ  ҧቅ, les permutacions de la raó simple sónߦ

sis valors diferents. 

Prova. Una repetició només es pot produir si entre les expressions 

,ߪ    1 െ ,ߪ ଵଵିఙ , ఙଵିఙ , ఙିଵఙ , ଵఙ 

n’hi ha dues d’iguals. La conclusió es desprèn obtenint les solucions de les 
possibles equacions, i tenint en compte que ߪ ് 0,1: 

ߪ   ൌ 1 െ ߪ ֜ ߪ ൌ 1 2⁄ ; 

ߪ   ൌ 1/ሺ1 െ ߪ  ሻ  oߪ ൌ ሺߪ െ 1ሻ ⁄ߪ ֜ ߪ  א ൛ߦ,  ; ҧൟߦ

ߪ   ൌ ߪሺ/ߪ െ 1ሻ ֜ ߪ  ൌ 2; 

ߪ   ൌ 1 ⁄ߪ ֜ ߪ ൌ െ1.  
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Teorema (de Tales). Siguin ܪଵ, ܪଶ i ܪଷ hiper‐
plans paral·lels, ܪଵ ב  .ଶܪ 

Sigui ܮ una recta no paral·lela als hiperplans. 

Sigui ܺ௣ ൌ ܮ ת ൌ ݌ ,௣ܪ  1, 2, 3. 
Llavors ߪ ൌ ሺߪ ଵܺ, ܺଶ, ܺଷሻ només depèn dels hi‐
perplans ܪଵ, ܪଶ i ܪଷ (ߪ és, per tant, indepen‐
dent de ܮ). 

Prova. Escollim una referència ሾܱ; ݁ଵ, … , ݁௡ሿ de manera que ܹ ൌ݁ۃଵ, … , ݁௡ିଵۄ sigui l’espai director dels hiperplans. En aquesta referència 
l’equació de ܹ és ݔ௡ ൌ 0 i la de ܪ௣ té la forma 
௡ݔ   ൌ ݇௣ (݌ ൌ  1, 2, 3), i ݇ଵ ് ݇ଶ (altrament tindríem ܪଵ ൌ  .(ଶܪ
La recta ܮ vindrà donada per una equació paramètrica  ݔ௝ ൌ ௝݌ ൅ ݆) ,௝ݑ ߣ ൌ 1, … , ݊), amb ݑ௡ ് 0  
(altrament ܮ seria paral·lela als tres hiperplans). 
El paràmetre ߣ௣ del punt ܺ௣ (݌ ൌ  1, 2, 3) ha de complir que 

௡݌    ൅ ௡ݑ௣ߣ ൌ ݇௣ ֞ ௣ߣ  ൌ ௞೛ି௣೙௨೙ . 
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Finalment, per la fórmula del càlcul de la raó simple, tenim 

ሺߪ ଵܺ, ܺଶ, ܺଷሻ ൌ ଷߣ െ ଶߣଵߣ െ ଵߣ ൌ ݇ଷ െ ௡ݑ௡݌ െ ݇ଵ െ ௡݇ଶݑ௡݌ െ ௡ݑ௡݌ െ ݇ଵ െ ௡ݑ௡݌ ൌ ݇ଷ െ ݇ଵ݇ଶ െ ݇ଵ , 
expressió que no depèn de ܮ. 

Exemple. Sigui ܥܤܣ un triangle del pla afí, ܺ ב ሼܣ, ,ܤ  .Ԣܥ ,Ԣܤ ,Ԣܣ en els punts ܤܣ ,ܣܥ ,ܥܤ tallen ܺܥ ,ܺܤ ,ܺܣ ሽ un punt, i suposem queܥ
Llavors ሺܣԢܺܣሻ ൅ ሺܤԢܺܤሻ ൅ ሺܥԢܺܥሻ ൌ 1.  
Nota: En el gràfic, les coordenades són ሾܣ, ,ܤ  .ሿ‐coordenadesܥ
Prova. El teorema de Tales ens dóna  ሺܥԢܺܥሻ ൌ ሺܳܥܣሻ ൌ ሻܺܤԢܤi  ሺ  ݍ ൌ ሺܲܤܣሻ ൌ  .݌
Per altra banda, si ܣᇱ ൌ ܣ ൅ ሺܺߣ െ ሻܣ ؠ ሺ݌ߣ, ݌ߣ ሻ, s’ha de complirݍߣ ൅ ݍߣ ൌ 1 ֜ ߣ   ൌ 1/ሺ݌ ൅   ,ሻݍ
d’on ሺܣܺܣԢሻ ൌ 1/ሺ݌ ൅ ሻܺܣԢܣሻ i ሺݍ ൌ 1 െ 1/ሺܣܺܣԢሻ ൌ 1 െ ሺ݌ ൅   .ሻݍ

ܣ
ܺሺ݌, ሻݍ

 ܤ

ܥ ԢܤԢܣ
,݌Ԣܲሺܥ 0ሻ

ܳሺ0, ሻݍ
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Teorema (Ceva). Siguin ܣ, ,ܤ ‐tres punts in ܥ
dependents d’un pla afí. Siguin ܣԢ, ,Ԣܤ  Ԣ puntsܥ
tals que  

ᇱܣ   א ,ܥܤ ᇱܣ ് ,ܤ   ;ܥ
ᇱܤ  א ,ܣܥ ᇱܤ ് ,ܥ   ;ܣ
ᇱܥ  א ,ܤܣ ᇱܥ ് ,ܣ   .ܤ

Llavors les rectes ܣܣԢ, ,Ԣܤܤ ,ᇱܣሺߪ Ԣ són concurrents si i només siܥܥ ,ܤ ሻܥ ڄ ,ᇱܤሺߪ ,ܥ ሻܣ ڄ ,ᇱܥሺߪ ,ܣ ሻܤ ൌ  െ1. 
Prova. En la referència afí ሾܣ, ,ܤ ,ሺ0ܣ ,ሿܥ 0ሻ, ,ሺ1ܤ 0ሻ, ,ሺ0ܥ 1ሻ.  
Un punt ܥԢ א  té la forma ܤܣ

Ԣܥ   ൌ ܣ ൅ െ ܤሺߛ ሻܣ  ؠ ሺߛ, 0ሻ,         ߪሺܥᇱ, ,ܣ ሻܤ ൌ ሺߛ െ 1ሻ ⁄ߛ . 
Similarment, ܤᇱ ൌ ܥ ൅ ܣሺߚ െ ሻܥ ؠ ሺ0, 1 െ ,Ԣܤሺߪ  ,ሻߚ ,ܥ ሻܣ ൌ ሺߚ െ 1ሻ/ܣ ;ߚԢ ൌ ܤ ൅ ܥሺߙ െ ሻܤ ؠ ሺ1 െ ,ߙ ,Ԣܣሺߪ  ,ሻߙ ,ܤ ሻܥ ൌ  ሺߙ െ 1ሻ/ߙ . 

 
 Equació de ܣܣԢ: 
   ቚ ݔ 1ݕ െ ߙ ቚߙ ൌ  0 ֞ ݔߙ ൅ ሺߙ െ 1ሻݕ ൌ 0. 

 

ܣ
ܯ

 ܤ

ܥ ԢܤԢܣ
Ԣܥ
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 Equació de ܤܤԢ: 
  ฬݔ െ 1 െ1ݕ 1 െ ฬߚ ൌ  0 ֞ ሺ1 െ ݔሻߚ ൅ ݕ ൅ ሺߚ െ 1ሻ ൌ 0. 

 
 Equació de ܥܥԢ: 
  ฬݔ ݕ െ ߛ1 െ1 ฬ ൌ  0 ֞ ݔ ൅ ݕߛ െ ߛ ൌ 0. 

 
 Condició de concurrència: อ ߙ ߙ െ 1 01 െ ߚ 1 ߚ െ 11 ߛ െߛ อ ൌ 0  

   ֞ ሻߚߛሺെߙ ൅ ሺ1 െ ߛሻሺെߙ ൅ ߚߛ െ ߚ ൅ 1ሻ ൌ 0 
   ֞ െ2ߙߚߛ ൅ ߚߛ ൅ ߙߛ ൅ ߙߚ െ ሺߛ ൅ ߚ ൅ ሻߙ ൅ 1 ൌ 0 
   ֞ ߙߚߛ െ ሺߚߛ ൅ ߙߛ ൅ ሻߙߚ ൅ ሺߛ ൅ ߚ ൅ ሻߙ െ 1 ൌ െߙߚߛ 

   ֞ 
ఊିଵఊ ڄ ఉିଵఉ ڄ ఈିଵఈ ൌ െ1. 
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Nota històrica. Giovanni Ceva va demostrar el teorema que avui porta el 
seu nom al llibre De lineis rectis se invicem secantibus: statica constructio 
(Milà, 1678). Però, quatre anys abans, José Zaragozà, matemàtic nascut a 
Castelló, l’havia demostrat a Geometria Magna in Minimis (Toledo, 
1674). Ambdós autors empraren el «mètode baricèntric», però, mentre 
Ceva es fonamentà en la física, Zaragozà només feu servir la geometria 
d’Euclides (Comunicació d’Eduard Recasens, 27.9.06). 

Teorema (de Menelau – i variacions) 

Siguin ܣ, ,ܤ  tres punts independents d’un ܥ
pla afí. Siguin ܣԢ, ,Ԣܤ  Ԣ punts tals queܥ

ᇱܣ  א ,ܥܤ ᇱܣ ് ,ܤ   ;ܥ
ᇱܤ  א ,ܣܥ ᇱܤ ് ,ܥ   ;ܣ
ᇱܥ  א ,ܤܣ ᇱܥ ് ,ܣ   .ܤ

Llavors els punts ܣԢ, ,Ԣܤ  Ԣ estan alineats si iܥ
només si 

,ᇱܣሺߪ             ,ܤ ሻܥ ڄ ,ᇱܤሺߪ ,ܥ ሻܣ ڄ ,ᇱܥሺߪ ,ܣ ሻܤ ൌ  1  
 

ܣ ܤ

 ܥ

Ԣܣ

 Ԣܥ Ԣܤ
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Prova. Usant les mateixes notacions que en el teorema de Ceva, la condi‐
ció per tal que  ܣԢሺ1 െ ,ߙ ,Ԣሺ0ܤ  ,ሻߙ 1 െ ,ߛԢሺܥ  ሻ  iߚ 0ሻ 
estiguin alineats és que ܣԢ െ Ԣܤ  Ԣ  iܥ െ  ,Ԣ  siguin linealment dependentsܥ
és a dir, 

 ฬ1 െ ߙ െ ߛ ߛെߙ 1 െ ฬߚ ൌ 0 ֞ 1 െ ሺߙ ൅ ߚ ൅ ሻߛ ൅ ߚߙ ൅ ߛߙ ൅ ߛߚ ൌ 0. 

Però la darrera relació equival a ሺߙ െ 1ሻሺߚ െ 1ሻሺߛ െ 1ሻ ൌ ‐i això es ,ߛߚߙ
tableix l’enunciat. 

Remarca. La condició 

 ሺߙ െ 1ሻሺߚ െ 1ሻሺߛ െ 1ሻ ൌ   ߛߚߙ

es transforma en ella mateixa fent la substitució ߙ ՜  1 െ ߚ ,ߙ ՜ 1 െ ߛ ,ߚ ՜ 1 െ  Com que els .ߛ
punts ܣԢԢ א ԢԢܤ ,ܥܤ א ԢԢܥ ,ܣܥ א  corresponents ܤܣ
a 1 െ 1 ,ߙ െ 1 ,ߚ െ ,Ԣܣ són els simètrics de ߛ ,Ԣܤ  Ԣܥ
respecte dels punts mitjans de ܥܤ, ,ܣܥ ‐res ,ܤܣ
pectivament, en resulta que si ܣԢ, ,Ԣܤ ‐Ԣ estan aliܥ
neats, aleshores ܣԢԢ, ,ԢԢܤ  .ԢԢ també ho estanܥ

ܣ  ܤ

ܥ
Ԣܣ

Ԣܤ Ԣܥ

ԢԢܤ
ԢԢܣ
ԢԢܥ
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Els punts mitjans ܣҧ, ܤത ‐Ԣ tamܥܥ ,Ԣܤܤ ,Ԣܣܣ ҧ deܥ ,
bé estan alineats si ܣԢ, ܤԢ, ܥԢ ho estan. 

La darrera afirmació resulta del càlcul següent: ܣҧ ؠ ଵଶ ሺ1 െ ,ߙ തܤ;ሻߙ ؠ ଵଶ ሺ1,1 െ ҧܥ ;ሻߚ ؠ ଵଶ ሺߛ, 1ሻ; ܤത െ ҧܣ ؠ ଵଶ ሺߙ, 1 െ ߙ െ ҧܥ  ;ሻߚ െ ҧܣ ؠ ଵଶ ሺߙ ൅ ߛ െ 1,1 െ  ;ሻߙ

  

  detሺܤത െ ,ҧܣ ҧܥ െ ҧሻܣ ൌ  0 ֞ ߚߙ  ൅ ߛߙ ൅ ߛߚ െ ሺߙ ൅ ߚ ൅ ሻߛ ൅ 1 ൌ 0. 

Finalment notem que pel teorema de Menelau la darrera condició es compleix si 
(i només si) ܣԢ, ,Ԣܤ   .Ԣ estan alineatsܥ
 
Exercici. Amb les notacions de la darrera remarca, mostreu que ܣҧ està alineat amb els punts mitjans de ܤܣԢ i ܥܣԢ; ܤത està alineat amb els punts mitjans de ܤܣԢ i ܤԢܥԢ; 
 .Ԣܥܣ Ԣ iܥԢܤ ҧ està alineat amb els punts mitjans deܥ      
 

ܣ ܤ

 ܥ

Ԣܣ
 Ԣܥ Ԣܤ

 ҧܥ ҧܣ
തܤ  


