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Definicié de rad simple

Donats tres punts alineats P,Q,X amb P # Q, considerem la referencia
R = |P,Q] de la recta L = PQ. La coordenada de X respecte de R és

I’escalar o tal que

X=P+a(Q — P).
Direm que o és la rad simple de la terna P, Q, X i posarem (P, Q, X) per
designar-la, o simplement (PQX).

Remarques

mJsP,Q,P)=0 i o(P,Q,Q0)=1. Per tant o(P,0Q,X) # 0,1 si els
punts P, Q i X son diferents.

BSiP=0Q,0siP#QiX ¢ PQ,llavors a(P, Q, X) no esta definida.



Calcul de la raé simple
Siguin P i Q punts diferents i posem L = PQ.
Sigui X € L.

Donada una referencia afi R = [0;e] de L (e € V), siguin p, q i x les R-
coordenadesde P, Q i X, és a dir,

P=0+pe,Q=0+qgei X=0+xe.
Llavors

Q-P=(q—-pe,X—P=(x—ple, X—P="—(Q—P),
d’on

a(P,0,X) = ﬁ



Permutacions d’una raé simple
Siguin P, Q i R tres punts alineats i diferents. Posem g = o(P, Q, R).

Si R és una referencia de la recta PQ, i p, q, r son les R-coordenades de
P,Q,R,llavorso = (r — p)/(q — p). Ara tenim:

- (r-p)—(q-p)
. ,P,R — T— ) = 1 - .
o(Q ) p—q 1p—q . o
m o(Q.RP)=21= =

ﬁ

-q o(QPR) 1-0°
BoRQP)=1-0(QRP)=1-—=-"2

—0 o—1"
1 o—1

B o(RP,Q)=rrom ="

B +P,RQ)=1—-—0(R,P,0Q) =

1
; .

Remarca. La definicio de rad simple no és més que una entre sis possi-
bles. Com que no hi ha un criteri generalment acceptat, hem escollit Ia
gue ens resulta més comoda.
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Exemple. Si R és el punt mitja dels punts P i Q, llavors o(P,Q,R) = % En

aquest Cas

c=1—0=-,
1 1
_= —= 2 ,
o 1-0

o o—1

= = —1’

o—1 o

de manera que les sis permutacions donen lloc només a tres valors:
1/2, 2,—1.

Exemple. Si les arrels £ i § de 'equacié 62 — o + 1 = 0 sén del cos K, i

o = ¢, llavors
1 o—1
O =——= —

1-0 o

¢,
o 1 =
lmo=5=0=¢

de manera que en aquest cas les sis permutacions donen lloc a dos valors

unicament.
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Proposicio. Si o & {%, 2,—1,¢, E }, les permutacions de la rao simple son

sis valors diferents.

Prova. Una repeticio només es pot produir si entre les expressions

1 o o—1 1
o, 1—o, , , , =
1-0° 1-0 o o

n’hi ha dues d’iguals. La conclusio es despren obtenint les solucions de les
possibles equacions, i tenint en compte que o # 0,1:

co=1—-0c=>0=1/2;
0=1/(1—0) o 0 =(0—1)/oc=> g€ {{¢};
oc=0/(c—1)=> o=2

oco=1/0=>0=—-1.



/L Teorema (de Tales). Siguin Hy, H, i H3 hiper-

X;/ 5 plans paral-lels, H; &€ H,.
3
i H, Sigui L una recta no paral-lela als hiperplans.
A2 . .
// Sigui Xp =LN Hp, p = 1,2,3.
X, g Llavors 0 = 0(X1, X3, X3) només depen dels hi-
/ ' perplans Hy, H, i H; (o és, per tant, indepen-
b dent de L).

Prova. Escollim una referencia [O;eq,...,e,] de manera que W =

(eq, ..., e,_1) sigui 'espai director dels hiperplans. En aquesta referéncia

I'equacio de W és x,, = O ilade H, te laforma
xn =k, (p = 1,2,3),i ki # k; (altrament tindriem H; = H,).

La recta L vindra donada per una equacioé parametrica
xi=pj+Au;,(j=1,..,n),ambu, #0

(altrament L seria paral-lela als tres hiperplans).

El parametre 4, del punt X, (p = 1, 2, 3) ha de complir que

kp—Dn

Un

Pn + Apuy =k, © A, =



Finalment, per la formula del calcul de la rad simple, tenim

2 2 k3_pn_k1_pn I I
37 M1 Un Un 37 1
O-X,X,X = = — ,
N T T P Y 7 T S

Un Un

expressio que no depen de L.

Exemple. Sigui ABC un triangle del pla afi, C
X € {A,B,C} un punt, i suposem que AX, BX,
CX tallen BC, CA, AB en els punts A’, B', C'. B
Llavors Q(0,9)
(A'AX) + (B'BX) + (C'CX) = 1.
Nota: En el grafic, les coordenades son =, "o ¢ B

|4, B, C]-coordenades.

Prova. E| teorema de Tales ens dona
(C'CX) =(ACQ) =q i (B'BX) = (ABP) = p.

Per altra banda,siA’ = A+ A(X — A) = (Ap, Aq), s’ha de complir
Wp+Ag=1= A=1/(p+q),

don (AXAH =1/ (p+q)i(AAX)=1-1/(AXA) =1—-(p + q).



Teorema (Ceva). Siguin A, B, C tres punts in-
dependents d’un pla afi. Siguin A', B', C' punts
tals que

A" € BC, A" # B, C;

B' € CA, B' # C, 4;

C' € AB, C' + A, B. A C'
Llavors les rectes AA', BB', CC' sén concurrents si i només si
o(A',B,C)-o0(B',C,A) -0(C',A,B) = —1.
Prova. En la referencia afi [4, B, C], A(0,0),B(1,0),C(0,1).
Un punt C' € AB té la forma
C'=A+y(B - A=w0), dalCAB)=F-D/y
Similarment,
B'=C+pA—-C)=(0,1-p), o(B,C,A) =B —-1)/B;
A=B+a(C-B)=1—-a,a), 6(A,B,C)= (a—1)/«.

B Equacio de AA":
X y|




B Equacio de BB':

x—1 y | _

512l = 0 - AEREEREED 0
B Equacié de CC':

Y —1

B Condicio de concurrencia:
a a—1 0
1-p0 1 g—1
1 Y —Y

Sa(-yf)+ 1 -a)(—y+yB—-p+1) =0
& -2¥yfa+yB+ya+Pa—-—yY+pL+a)+1=0
sypa—(yf+ya+pPa)+(y+pf+a)—1=—-ypa

N

=0
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Nota historica. Giovanni Ceva va demostrar el teorema que avui porta el
seu nom al llibre De lineis rectis se invicem secantibus: statica constructio
(Mila, 1678). Pero, quatre anys abans, José Zaragoza, matematic nascut a
Castelld, I’havia demostrat a Geometria Magna in Minimis (Toledo,
1674). Ambdds autors empraren el «metode baricentric», perd, mentre
Ceva es fonamenta en la fisica, Zaragoza només feu servir la geometria
d’Euclides (Comunicacio d’Eduard Recasens, 27.9.06).

Teorema (de Menelau — i variacions)

Siguin A, B, C tres punts independents d’un
pla afi. Siguin A', B', C' punts tals que

A" e BC, A" # B, C;

B' € CA, B' # C, A;

C'e AB, C' # A, B.
Llavors els punts A', B', C' estan alineats si i

nomes si
o(4',B,C)-o(B',C,A) -0(C',A,B) =1
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Prova. Usant les mateixes notacions que en el teorema de Ceva, la condi-
cio per tal que

A(1l—-—a,a), B'(0,1—-8) i C'(y,0)
estiguin alineats ésque A’ — C' i B' — C' siguin linealment dependents,
és a dir,

l—a—vy a

—y 1-p
Pero la darrera relacié equivala (a — 1)(f — 1)(y — 1) = afy, i aix0 es-
tableix I’enunciat.

=0o1—-—(a+pB+y)+af +ay+ By =0.

/
Remarca. La condicio
(=B - D -1 = apy A
es transforma en ella mateixa fent la substitucio
a—-> 1—a, f—>1—L(,y—>1—y. Com que els Al

punts A” € BC, B" € CA, C"" € AB corresponents
al—a,1—p,1—ysbnelssimétricsde A", B, C’
respecte dels punts mitjans de BC,CA, AB, res-
pectivament, en resulta que si A’, B’, C' estan ali-
neats, aleshores A", B”, C"' també ho estan.
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Els punts mitjans 4, B, C de AA’, BB', CC' tam-
bé estan alineats si A’, B', C' ho estan.

La darrera afirmacio resulta del calcul seglient:

A= (1-aaB=;11-4);C=0,1);
E /TE%( 1 —a—Pp);
_1
B C :E(a:+)/—11—a)

det(B—A,C—A) =0 af+ay+py—(a+p+y)+1=0.

Finalment notem que pel teorema de Menelau la darrera condicio es compleix si
(inoméssi) A', B, C' estan alineats.

Exercici. Amb les notacions de la darrera remarca, mostreu que
A esta alineat amb els punts mitjans de AB' i AC’;
B esta alineat amb els punts mitjans de AB’ i B'C’;
C esta alineat amb els punts mitjans de B'C’ i AC'.



