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Exemple: equacions cartesianes de les rectes
Exemple: hiperplans

Exemple: rectes del pla

Exemples en dimensio 3

Exemple: equacions cartesianes d’un pla de A*



Teorema. Donat un sistema d’equacions lineals compatible de rang r
a11x1 + - + alnxn + bl —_ O

[*]

Am1X1 + o+ AQynXn + by, =0

els punts les coordenades dels quals (en una referencia R) son solucio del
sistema formen una varietat lineal L de dimensio n — r. A més, 'espai di-
rector d’aquesta varietat esta format pels vectors les components dels

quals son solucio del corresponent sistema homogeni
aj1x1 +- + agpx, =0

[**]

Am1X1 + o+ apnXxn, =0
Remarca. Diem que L és la varietat lineal determinada pel sistema [*].

Prova. Les solucions del sistema [**]| formen un subespai vectorial W de
K" de dimensiéd k = n — r, iles solucions x de [*] tenen la forma

x=p+/11W1++ Akwk,
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on P és una solucio particular de [*] i wq, ..., W;, una base de W (Teore-
ma de Rouché—Frobenius). Els punts que corresponen a aquestes soluci-
ons tenen la forma

X=0+ex" =0+ep” + L ew] + -+ A, ew?,
i aixd prova que formen la varietat lineal P + W, amb P = O + ep’ |

W = (ewl, .., ew?l).

Remarca. Tota varietat lineal L de dimensié k ve determinada per un sis-
tema de rang r = n — k: en una referéncia R’ = {P; e’} amb origen un
punt P de L i de manera que els seus primers
k eixos ej, ..., e;, formin un sistema de vectors

directors de L, és clar que les r equacions e,
!/ !/
Xpg1 = =% =0 e’
determinen L, ja que els punts de L tenen la
@ >
el
P 1 g

n=3 k=1

forma P + A,e1 + -+ Agep, amb A4, ..., A; € (x=0
K arbitraris. Ara I'afirmacido és consequiencia _{xé = 0}
de les férmules que donen el canvi de R'-coordenades a R-coordenades.
En el cas de la figura obtindriem a;,x; + aj,x, + B; =0, = 2,3.



Exemple: equacions cartesianes d’una recta

Les relacions
Xi = QA +/1(bl —Cll'), A E K,

sOn equacions parametriques de la recta que passa pels punts de coor-
denades a = (a4, ...,a,) i b = (b4, ..., b,). Eliminant 4, s’obté el sistema
d’equacions cartesianes

X1—a, __ __Xn—Qn

by;—aq bn_an’

del qual se’n sol dir que sén equacions cartesianes de la recta en forma
continua, o, per abus de llenguatge, una equacio continua de la recta.

Remarca. Convé observar que si a; = b; per algun i, llavors x; = a; per a
tot punt de la recta, de manera que si un dels denominadors de I'equacio
continua és 0, aixo s’ha d’interpretar com |'anul-lacié del corresponent
numerador (i no com una divisio per 0).



Remarca. Una equacio continua

X1—ay __ __Xn—Qn

151 Un
d’una recta L realment equival a les () equacions

MUY 1<i<j<n
V; V|
Una recta, pero, ve donada per n — 1 equacions independents, de mane-
ra que sobren equacions si n > 2. Afortunadament és facil seleccionar
n — 1 equacions independents: si v}, # 0 (cosa que és certa per algun k),

llavors podem usar les equacions

Xi—aj _ Xg—ag l -+ k
= , .

Vi Vk

Com que aquestes n — 1 equacions son independents, i els punts de L les
satisfan, efectivament determinen L.



Hiperplans
L’equacio
ax;+ ...+a,x, =b | *]

representa un hiperpla H si a;, # 0 per algun k. En aquest cas és facil ob-
tenir un sistema de vectors directors. Per exemple, si a; # 0, llavors els
vectors

(—a,, a4,0,..,0),..,(—a,0,..,0,a;)

son de 'espai director de H i linealment independents, de manera que
formen un sistema de vectors directors de H.

Exemple. L’hiperpla que té per equacio

ﬂ_|_..._|_x_":1

a an
(a4, ..., a, escalars no nuls) coincideix amb el que passa pels punts

(a4,0,...,0),...,(0,...,0,a,).



Condicio de paral-lelisme per hiperplans
L'hiperpla [*] i 'hiperpla
a;x;+ ..+apx, =b

son paral-lels si i només si

a’l see an
rang (ai a;l) =1,
gue equival a
a; __an
a_; R E

sempre que interpretem que a; = 0 quan a;, = 0. Per altra banda, és
immediat comprovar que els dos hiperplans coincideixen si i nomeés si

a _an b
~1 _,_;_

’ — —



Exemple: rectes del pla
En el cas del pla,

a1x1 + azxz — b
és I'’equacio d’una recta L (suposant (a;,a,) # (0,0)) i (—a,,a,) és un
vector director de L. També és facil obtenir un punt (p{, p,). Per exemple
(b/aq,0)sia; #0,0(0,b/a,) sia, # 0. Llavors

(x1,%2) = (p1,02) + A(—az, ay)

sOn equacions parametriques de L.

Per altra banda ja hem dit que si (x{,x5) = (p1,p2) + A(v4,v,) sbn
equacions parametriques d’una recta L, llavors
X1 —P1 _ X2 — D2
1 [

S VX1 — VX = VP — V1P2

€s una equacio cartesiana de L.

. X1 —P1 X2 — D2
Recta que passa pels punts (py,p,) i (g1, 92): Cli B Pi O 0.



Exemple (quan tres rectes del pla son concurrents)

La condicio
a; by ¢
a2 b2 C2 — O [*]
a; bz c3

és necessaria i suficient per tal que les tres rectes del pla d’equacions
aix + by +c¢; =0, (a;,b;) #(0,0) (i =1,2,3), [#%]

siguin concurrents (és a dir, tenen un punt en comu) o paral-leles.

En efecte, si (xq, yy) satisfa [*x], o si les rectes sén paral-leles, llavors les
columnes del determinant [*] son linealment dependents.

Reciprocament, si [*] és nul, existeixen A, u, p € K, no tots nuls, tals que
Cli/1 + bl,ll + Cip = 0 (l = 1,2,3)

Si p =0, llavors les dues primeres columnes de [*] sén linealment de-
pendents i aixo dona que les tres rectes son paral-leles. I si p # 0, llavors
les tres rectes passen pel punt (A/p, u/p).
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Exemples en dimensio 3
B Equacio continua de la recta que passa per (p1, P2, p3) amb vector
director (v, v, v3):
X1 —P1_ X2 —P2 X3~ P3 _
U1 U2 U3

0.

Si (p1, 02, P3) 1(q4,92,q3) son dos punts diferents de la recta, podem
prendre (vy, V2, v3) = (41 — P1,92 — P2, 93 — P3)-

B Vector director de la recta interseccid dels plans
ax+by+cz=kiadx+by+cz=k":
b c||C a||a b
bl C, ) C, Cl, ) Cl, bl
B Pla que passa pels punts de coordenades
(ali as, a’3)l (bli bz, b3) I (Cl) C2, CS):
X1 —41 X —dpy X3 — 043z
bl_al bz_az b3—a3 = (.
(b —a C(—dz (3 —043

)
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Exemple: equacions cartesianes d’un pla de A*

Sigui L un pla de A%, (py, P2, p3,Ps) unpuntde L, iu = (Uy, Uy, Uz, Uy) |
v = (vq, V5, V3, V,) Un sistema de vectors directors. Llavors els punts

(x1,X2,%x3,%4) €L

son els que compleixen
X1 —P1 X2 — P2 X3 — P3 X4 — P4
rang U Uy us Uy = 2.
V1 Vs U3 2}
Aixo permet obtenir facilment equacions cartesianes de L. Per exemple,
Uq

: U :
Si ‘ ‘ #+ 0, llavors les equacions
vy Uy

X1 —P1 X2 — P2 X3 —P3 X1 —P1 X2 — P2 Xg4 — D4

sOn equacions cartesianes de L.



