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Teorema. Donat un sistema d’equacions lineals compatible de rang ݎ 

  
ܽଵଵݔଵ  ൅ ൅ ڮ  ܽଵ௡ݔ௡ ൅ ܾଵ  ൌ ଵݔ௠ଵܽڭ                                                0 ൅ ڮ ൅ ܽ௠௡ݔ௡ ൅ ܾ௠ ൌ 0ൡ                                               ሾכሿ 

 

els punts les coordenades dels quals (en una referència ࣬) són solució del 
sistema formen una varietat lineal ܮ de dimensió ݊ െ ‐A més, l’espai di .ݎ
rector d’aquesta varietat està format pels vectors les components dels 
quals són solució del corresponent sistema homogeni 

 
ܽଵଵݔଵ  ൅ ൅ ڮ  ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ଵݔ௠ଵܽڭ                                    0 ൅ ڮ ൅ ܽ௠௡ݔ௡ ൌ 0ൡ                                                        ሾככሿ 

 
Remarca. Diem que ܮ és la varietat lineal determinada pel sistema [כ]. 
 
Prova. Les solucions del sistema ሾככሿ formen un subespai vectorial ܹ de ܭ௡ de dimensió ݇ ൌ ݊ െ  ሿ tenen la formaכi les solucions ࢞ de ሾ , ݎ

  ࢞ ൌ ࢖ ൅ ଵ࢝ଵߣ ൅ ڮ ൅ ߣ௞࢝௞ , 
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on ࢖ és una solució particular de ሾכሿ i ࢝ଵ, … , ࢝௞ una base de ܹ (Teore‐
ma de Rouché–Frobenius). Els punts que corresponen a aquestes soluci‐
ons tenen la forma 
  ܺ ൌ ܱ ൅ ்࢞܍ ൌ ܱ ൅ ்࢖܍ ൅ ଵ்࢝܍ଵߣ ൅ ڮ ൅  ,௞்࢝܍௞ߣ
i això prova que formen la varietat lineal ܲ ൅ ܹ, amb ܲ ൌ ܱ ൅  i ்࢖܍
  ܹ ൌ ଵ்࢝܍ۃ , … ,  .ۄ௞்࢝܍
 
Remarca. Tota varietat lineal ܮ de dimensió ݇ ve determinada per un sis‐
tema de rang ݎ ൌ ݊ െ ݇: en una referència ࣬ᇱ ൌ ሼܲ;  Ԣሽ amb origen un܍
punt ܲ de ܮ i de manera que els seus primers ݇ eixos ࢋଵᇱ , … , ௞ᇱࢋ  formin un sistema de vectors 
directors de ܮ, és clar que les ݎ equacions  
௞ାଵᇱݔ   ൌ ڮ ൌ ௡ᇱݔ ൌ 0 
determinen ܮ, ja que els punts de ܮ tenen la 
forma ܲ ൅ ଵᇱࢋଵߣ ൅ ڮ ൅ ௞ᇱࢋ௞ࣅ , amb ߣଵ, … , ௞ߣ  arbitraris. Ara l’afirmació és conseqüència ܭא
de les fórmules que donen el canvi de ࣬Ԣ‐coordenades a ࣬‐coordenades. 
En el cas de la figura obtindríem ߙ௝ଵݔଵ ൅ ଶݔ௝ଶߙ ൅ ௝ߚ ൌ 0, ݆ ൌ 2,3. 

ܲ

݊ ൌ 3, ݇ ൌ 1
ଵᇱࢋ ܮ ൌ ൜ݔଶᇱ ൌ ଷᇱݔ0 ൌ 0ൠ 

ଷᇱࢋ૛ᇱࢋ
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Exemple: equacions cartesianes d’una recta 

Les relacions 

௜ݔ   ൌ ܽ௜ ൅ ሺܾ௜ߣ െ ܽ௜ሻ,  ߣ א  ,ܭ

són equacions paramètriques de la recta que passa pels punts de coor‐
denades ࢇ ൌ ሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ i ࢈ ൌ ሺܾଵ, … , ܾ௡ሻ. Eliminant ߣ, s’obté el sistema 
d’equacions cartesianes 

  
௫భି௔భ௕భି௔భ ൌ ڮ ൌ ௫೙ି௔೙௕೙ି௔೙,  

del qual se’n sol dir que són equacions cartesianes de la recta en forma 
contínua, o, per abús de llenguatge, una equació contínua de la recta. 

Remarca. Convé observar que si ܽ௜ ൌ ܾ௜ per algun ݅, llavors ݔ௜ ൌ ܽ௜  per a 
tot punt de la recta, de manera que si un dels denominadors de l’equació 
contínua és 0, això s’ha d’interpretar com l’anul·lació del corresponent 
numerador (i no com una divisió per 0). 
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Remarca. Una equació contínua 

  
௫భି௔భ௩భ ൌ ڮ ൌ ௫೙ି௔೙௩೙   

d’una recta ܮ realment equival a les ቀ2݊ቁ equacions 

  
௫೔ି௔೔௩೔ ൌ ௫ೕି௔ೕ௩ೕ ,  1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ ݊. 

Una recta, però, ve donada per ݊ െ 1 equacions independents, de mane‐
ra que sobren equacions si ݊ ൐ 2. Afortunadament és fàcil seleccionar ݊ െ 1 equacions independents: si ݒ௞ ് 0 (cosa que és certa per algun ݇), 
llavors podem usar les equacions 

  
௫೔ି௔೔௩೔ ൌ ௫ೖି௔ೖ௩ೖ ,  ݅ ് ݇. 

Com que aquestes ݊ െ 1 equacions són independents, i els punts de ܮ les 
satisfan, efectivament determinen ܮ. 
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Hiperplans 

L’equació 

  ܽଵݔଵ ൅  … ൅ ܽ௡ݔ௡ ൌ ܾ             ሾכሿ 

representa un hiperplà ܪ si ܽ௞ ് 0 per algun ݇. En aquest cas és fàcil ob‐
tenir un sistema de vectors directors. Per exemple, si ܽଵ ് 0, llavors els 
vectors 

  ሺെܽଶ, ܽଵ, 0, … ,0ሻ, … , ሺെܽ௡, 0, … ,0, ܽଵሻ 

són de l’espai director de ܪ i linealment independents, de manera que 
formen un sistema de vectors directors de ܪ. 

Exemple. L’hiperplà que té per equació 

  
௫భ௔భ ௫೙௔೙  

(ܽଵ, … , ܽ௡ escalars no nuls) coincideix amb el que passa pels punts 

  ሺܽଵ, 0, … ,0ሻ, … , ሺ0, … ,0, ܽ௡ሻ. 
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Condició de paral·lelisme per hiperplans 

L’hiperplà ሾכሿ i l’hiperplà 

  ܽଵᇱ ଵݔ ൅  … ൅ ܽ௡ᇱ ௡ݔ ൌ ܾԢ 
són paral·lels si i només si 

  rang ቀܽଵ ڮ ܽ௡ܽଵᇱ ڮ ܽ௡ᇱ ቁ ൌ 1, 

que equival a 

  
௔భ௔భᇲ ௔೙௔೙ᇲ  

sempre que interpretem que ܽ௞ ൌ 0 quan ܽ௞ᇱ ൌ 0. Per altra banda, és 
immediat comprovar que els dos hiperplans coincideixen si i només si 

   
௔భ௔భᇲ ௔೙௔೙ᇲ ௕௕ᇲ . 
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Exemple: rectes del pla 

En el cas del pla, 

  ܽଵݔଵ ൅ ܽଶݔଶ ൌ ܾ 

és l’equació d’una recta ܮ (suposant ሺܽଵ, ܽଶሻ ് ሺ0, 0ሻ) i ሺെܽଶ, ܽଵሻ és un 
vector director de L. També és fàcil obtenir un punt ሺ݌ଵ, ,ଶሻ. Per exemple ሺܾ/ܽଵ݌ 0ሻ si ܽଵ ് 0, o ሺ0, ܾ/ܽଶሻ si ܽଶ ് 0. Llavors 

   ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ሺ݌ଵ, ଶሻ݌ ൅ ,ሺെܽଶߣ ܽଵሻ  

són equacions paramètriques de ܮ. 

Per altra banda ja hem dit que si ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ  ሺ݌ଵ, ଶሻ݌ ൅ ,ଵݒሺߣ  ଶሻ sónݒ
equacions paramètriques d’una recta ܮ, llavors 
ଵݔ  െ ଵݒଵ݌ ൌ ଶݔ െ ଶݒଶ݌ ֞ ଵݔଶݒ െ ଶݔଵݒ ൌ ଵ݌ଶݒ െ  ଶ݌ଵݒ

és una equació cartesiana de ܮ. 

Recta que passa pels punts ሺ݌ଵ, ,ଵݍଶሻ i ሺ݌ ଵݔଶሻ: ቚݍ െ ଵ݌ ଶݔ െ ଵݍଶ݌ െ ଵ݌ ଶݍ െ ଶቚ݌ ൌ 0. 
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Exemple (quan tres rectes del pla són concurrents) 

La condició 

  อܽଵ ܾଵ ܿଵܽଶ ܾଶ ܿଶܽଷ ܾଷ ܿଷอ ൌ  [כ]             0

és necessària i suficient per tal que les tres rectes del pla d’equacions 

  ܽ௜ݔ ൅ ܾ௜ݕ ൅ ܿ௜ ൌ 0, ሺܽ௜, ܾ௜ሻ ് ሺ0, 0ሻ (݅ ൌ 1, 2, 3ሻ,        [ככ] 

siguin concurrents (és a dir, tenen un punt en comú) o paral·leles. 

En efecte, si ሺݔ଴,  ሿ, o si les rectes són paral·leles, llavors lesככ଴ሻ satisfà ሾݕ
columnes del determinant [כ] són linealment dependents. 

Recíprocament, si ሾכሿ és nul, existeixen ߣ, ,ߤ ߩ א  no tots nuls, tals que ,ܭ

  ܽ௜ߣ ൅ ܾ௜ߤ ൅ ܿ௜ߩ ൌ 0 (݅ ൌ 1,2,3). 

Si ߩ ൌ 0, llavors les dues primeres columnes de ሾכሿ són linealment de‐
pendents i això dóna que les tres rectes són paral·leles. I si ߩ ് 0, llavors 
les tres rectes passen pel punt ሺߩ/ߣ,  .ሻߩ/ߤ
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Exemples en dimensió 3 

 Equació contínua de la recta que passa per ሺ݌ଵ, ,ଶ݌   ଷሻ amb vector݌
   director (ݒଵ, ,ଶݒ  :ଷሻݒ
ଵݔ    െ ଵݒଵ݌ ൌ ଶݔ െ ଶݒଶ݌ ൌ ଷݔ െ ଷݒଷ݌ ൌ 0. 

Si ሺ݌ଵ, ,ଶ݌ ,ଵݍଷሻ i ሺ݌ ,ଶݍ  ଷሻ són dos punts diferents de la recta, podemݍ
prendre ሺݒଵ, ,ଶݒ ଷሻݒ ൌ ሺݍଵ െ ,ଵ݌ ଶݍ െ ,ଶ݌ ଷݍ െ  .ଷሻ݌

 Vector director de la recta intersecció dels plans  ܽݔ ൅ ݕܾ ൅ ݖܿ ൌ ݇  i  ܽԢݔ ൅ ܾԢݕ ൅ ܿԢݖ ൌ ݇Ԣ : ቀቚ ܾ ܾܿԢ ܿԢቚ , ቚ ܿ ܽܿԢ ܽԢቚ , ቚ ܽ ܾܽԢ ܾԢቚቁ. 
 Pla que passa pels punts de coordenades  
     ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷሻ, ሺܾଵ, ܾଶ, ܾଷሻ i ሺܿଵ, ܿଶ, ܿଷሻ: 
 อݔଵ െ ܽଵ ଶݔ െ ܽଶ ଷݔ െ ܽଷܾଵ െ ܽଵ ܾଶ െ ܽଶ ܾଷ െ ܽଷܿଵ െ ܽଵ ܿଶ െ ܽଶ ܿଷ െ ܽଷอ ൌ 0. 
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Exemple: equacions cartesianes d’un pla de ८ସ 

Sigui ܮ un pla de ८ସ, ሺ݌ଵ, ,ଶ݌ ,ଷ݌ ࢛ i ,ܮ ସሻ un punt de݌ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ ,ଷݑ ࢜ ସሻ iݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ ,ଷݒ ,ଵݔସሻ un sistema de vectors directors. Llavors els punts ሺݒ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א   ܮ

són els que compleixen 

  rang ൭ݔଵ െ ଵݒଵݑଵ݌ ଶݔ   െ ଶݒଶݑଶ݌ ଷݔ   െ ଷݒଷݑଷ݌ ସݔ   െ ସݒସݑସ݌ ൱ ൌ 2. 
Això permet obtenir fàcilment equacions cartesianes de ܮ. Per exemple, 

si ቚݑଵ ଵݒଶݑ ଶቚݒ ് 0, llavors les equacions 

  อݔଵ െ ଵݒଵݑଵ݌ ଶݔ   െ ଶݒଶݑଶ݌ ଷݔ   െ ଷݒଷݑଷ݌ อ ൌ 0, อݔଵ െ ଵݒଵݑଵ݌ ଶݔ   െ ଶݒଶݑଶ݌ ସݔ   െ ସݒସݑସ݌ อ ൌ 0 

són equacions cartesianes de L. 
 

 


