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Definició de referència afí; origen i eixos 

Sigui ८ un espai afí i ܸ el seu espai vectorial associat. Una referència afí 
de ८, o simplement una referència de ८, és una parella ࣬ ൌ ሾܱ; ‐ሿ for܍ 
mada  per un punt ܱ א ܍ i una base ܣ ൌ ሺࢋଵ, … ,   .ܸ ௡ሻ deࢋ

Direm que el punt ܱ és l’origen i que els vectors ࢋଵ, … ,  ௡ són els eixos deࢋ
la referència ࣬. 
 
Referència afí de ८ଵ: l’origen ܱ és qualsevol punt i ࢋଵ 
és qualsevol vector no nul.  
 

Referència de ८ଶ: l’origen ܱ és qualsevol punt i ࢋଵ, ࢋଶ 
són qualssevol parella de vectors linealment indepen‐
dents. 

Remarca. Les rectes ܱ ൅ ݅ ,ۄ௜ࢋۃ ൌ 1, … , ݊, també s’anomenen eixos de la 
referència. El context sempre deixa clar a quin dels dos significats ens re‐
ferim. 

O e1 

O e1 

e2
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Descripció alternativa d’una referència  

Si ࣬ ൌ ሾܱ;   ሿ és una referència, i posemࢋ

  ଴ܲ ൌ ܱ i ௞ܲ ൌ ܱ ൅ ௞ (1ࢋ ൑ ݇ ൑ ݊), 

llavors ଴ܲ, … , ௡ܲ són punts independents de A. 

Recíprocament, si ଴ܲ, … , ௡ܲ són punts independents, i posem 

    ܱ ൌ ଴ܲ i ࢋ௞ ൌ ௞ܲ െ ଴ܲ (1 ൑ ݇ ൑ ݊),  

llavors ሾܱ; ,ଵࢋ … ,  .௡ሿ és una referència de ८ࢋ

D’aquesta manera tenim una correspondència bijectiva entre les referèn‐
cies de ८ i les successions ଴ܲ, … , ௡ܲ de ݊ ൅ 1 punts independents. Per de‐
signar la referència ሾ ଴ܲ; ଵܲ െ ଴ܲ, … , ௡ܲ െ ଴ܲሿ corresponent a ଴ܲ, … , ௡ܲ, 
també posarem ሾ ଴ܲ, ଵܲ, . . . , ௡ܲሿ. Així, la referència ሾܱ; ,ଵࢋ … ,  ௡ሿ també esࢋ
pot denotar ሾܱ, ܱ ൅ ,ଵࢋ … , ܱ ൅  .௡ሿࢋ
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Il·lustració: descripció alternativa d’una referència de ८ଶ. Si ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ 
són linealment independents, la referència ሾ ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲሿ 
és la referència ሾܱ; ,ଵࢋ  ଶሿ, onࢋ

  ܱ ൌ ଴ܲ, ࢋଵ ൌ ଵܲ– ଴ܲ, ࢋଶ ൌ ଶܲ– ଴ܲ.  
Notem que una referència qualsevol ሾܱ, ,ଵࢋ  ଶሿ es potࢋ
també denotar ሾܱ, ܱ ൅ ,ଵࢋ ܱ ൅  .ଶሿࢋ
 
Coordenades d’un punt  

Donat un punt X i una referència ࣬ ൌ ሾܱ; ‐ሿ, les coordenades de X res܍
pecte de ࣬, o ࣬‐coordenades de X, són les components ࢞ ൌ  ሺݔଵ, … ,  ௡ሻݔ
del vector ܺ െ ܱ respecte de la base ܍ ൌ  ሺࢋଵ, … ,  ௡ሻ, és a dir, elsࢋ

,ଵݔ   … , ௡ݔ א  tals que ܭ

 ܺ െ ܱ ൌ ଵࢋଵݔ ൅ ڮ ൅ ௡ࢋ௡ݔ ൌ   ்࢞܍ 

(notació matricial), o, equivalentment,   ܺ ൌ ܱ ൅ ଵࢋଵݔ ൅ ڮ ൅  ௡ࢋ௡ݔ

             ൌ ܱ ൅  .்࢞܍

P0
e1 

e2 P2

P1 

O 
e1

e2

x2 e2 X 

x1 e1

x1e1+x2 e2
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Canvi de referència 

Siguin ࣬ ൌ ሾܱ; ሿ i ࣬Ԣ܍ ൌ ሾܱᇱ; ‐Ԣሿ referències de ८. Per descriure la refe܍ 
rència ࣬Ԣ en termes de ࣬, ens cal: 

࢖  ൌ ሺ݌ଵ, … ,  :࣬ ௡ሻ, les coordenades de ܱԢ respecte de݌
 ܱᇱ ൌ ܱ ൅  .்࢖܍

ܣ  ൌ ሺܽ௜௝ሻ, la matriu de la base ܍Ԣ respecte de la base ܍. Recordem 
que les columnes de ܣ són les components dels vectors ࢋଵᇱ , … , ௡ᇱࢋ  res‐
pecte de ܍, o, equivalentment, 
 

Ԣ ൌ܍        .ܣ܍ 
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Canvi de coordenades 

Sigui ܺ un punt. Siguin ࣬ ൌ ሾܱ; ሿ i ࣬Ԣ܍ ൌ ሾܱᇱ;   Ԣሿ referències. Siguin܍
 

   ࢞ ൌ ሺݔଵ, … ,   ,ܺ ௡ሻ les ࣬-coordenades deݔ

 ܺ െ ܱ ൌ  ,்࢞܍

   ࢞Ԣ ൌ ሺݔଵᇱ , … , ௡ᇱݔ ሻ les ࣬Ԣcoordenades de  ܺ, 
     ܺ െ ܱᇱ ൌ  .ᇱ࢞ᇱ்܍
 
Llavors 

   ܺ െ ܱᇱ ൌ ൜࢞ܣ܍ᇱ்                                                    ሺܺ െ ܱሻ െ ሺܱᇱ െ ܱሻ ൌ ்࢞܍ െ   ்࢖܍

d’on  
ᇱ்࢞ܣ   ൌ ்࢞ െ ்࢖ ֞ ்࢞ ൌ ᇱ்࢞ܣ ൅  .்࢖
 

 Explícitament, ݔ௞ ൌ ௞݌ ൅ ܽ௞ଵݔଵᇱ ൅ ڮ ൅ ܽ௞௡ݔ௡ᇱ   ሺ1 ݇ ݊ሻ 
 

 Notació per files: ࢞ ൌ ࢖ ൅ ࢞ᇱ்ܣ.  
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Remarques ்࢞ ൌ ்࢖ ൅  ࢀᇱ࢞ܣ
 ֟ 

 ൭ݔଵݔڭ௡൱ ൌ ൭݌ଵ݌ڭ௡൱ ൅ ൭ܽଵଵ ڮ ܽଵ௡ܽڭ௡ଵ ڮ ܽ௡௡൱ ൭ݔଵᇱݔڭ௡ᇱ ൱ 

 ֟ 
 

൮ ௡൲ݔڭଵݔ1 ൌ ൮ ڮ   … ௡ଵܽڭ௡  0  ܽଵଵ݌ڭଵ݌1 ڮڭ      0  ܽଵ௡ܽڭ௡௡൲ ൮ ௡ᇱݔڭଵᇱݔ1 ൲ 
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Equacions paramètriques d’una varietat lineal 

ܮ  ൌ ܲ ൅ ܹ varietat lineal, ࢝ଵ, … , ࢝௥ א ܹ un sistema de vectors  
   directors. 
 ࣬ ൌ ሾܱ;   .ሿ referència afí܍
 ࢞ ൌ ሺݔଵ, … , ܺ) ܺ ௡ሻ les ࣬‐coordenades d’un puntݔ ൌ ܱ ൅   En .(்࢞܍
    particular ܲ ൌ ܱ ൅  .்࢖܍
ܤ  ൌ ൫ܾ௜௝൯ la matriu de ܟ ൌ ሺ࢝ଵ, … , ࢝௥ሻ respecte de ܍:   

௝ݓ    ൌ ܾଵ௝݁ଵ ൅ ڮ ൅ ܾ௡௝݁௡,  o bé  ܟ ൌ  .ܤ܍

Reescrivint ara l’equació paramètrica vectorial de ܮ, 
   ܺ ൌ ܲ ൅ ଵ࢝ଵߣ ൅ ڮ ൅ ௥࢝௥ߣ ൌ ܲ ൅ ,ଵߣ)  ்ࣅܟ … , ௥ߣ א  ,(ܭ
amb les relacions anteriors obtenim 
   ܱ ൅ ்࢞܍ ൌ ܱ ൅ ்࢖܍ ൅ ்ࣅܤ܍ ൌ ܱ ൅ ்࢖ሺ܍ ൅  ,ሻ்ࣅܤ
és a dir,  
  ்࢞ ൌ ்࢖ ൅  ,்ࣅܤ
que són les equacions paramètriques de ܮ en la referència ࣬.  
Notem que   ்࢞ ൌ ்࢖ ൅ ்ࣅܤ ֞  ࢞ ൌ ࢖ ൅  .்ܤࣅ
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Explícitament, les equacions paramètriques tenen la forma 

௜ݔ      ൌ ௜݌ ൅ ܾ௜ଵߣଵ ൅ ڮ ൅ ܾ௜௥ߣ௥  ሺ݅ ൌ 1, … , ݊ሻ. 

Per a cada valor particular donat als paràmetres ߣଵ, … , ‐௥, aquestes fórߣ
mules subministren un punt de ܮ (per exemple, el punt ܲ si ߣ௜ ൌ 0), i  vi‐
ceversa, tot punt de ܮ ve donat per una única especificació dels valors de 
les ߣ௜. 

Exemple. En el cas d’una recta, ܺ ൌ ܲ ൅  : ࢝ߣ
௜ݔ  ൌ ௜݌ ൅ ߣ௜  ሺܾߣ א ,ܭ  ݅ ൌ 1, … , ݊ሻ ֞ ࢞ ൌ ࢖ ൅ ࢈ߣ ֞ ࢀ࢞ ൌ ࢀ࢖ ൅  ,ࢀ࢈ߣ
on ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾ௡ሻ són les components de ࢝ en la base e. 
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Intersecció de varietats lineals donades per equacions paramètriques 
 

்࢞   :ܮ  ൌ ்࢖ ൅ ሺ࢚ ்࢚ܤ א  ௥ሻܭ
ᇱ:  ࢞ᇱ்ܮ    ൌ ᇱ்࢖ ൅ ᇱ࢚ᇱ்  ሺ࢚Ԣܤ א  ௥ᇲሻܭ

 

Càlcul de la intersecció ܮ ת ்࢖ Ԣ: resolvent el sistema d’equacions linealsܮ ൅ ்࢚ܤ ൌ ᇱ்࢖ ൅   ᇱ࢚ᇱ்ܤ
en les incògnites ࢚ ൌ ሺݐଵ, … , ௥ሻ i ࢚ᇱݐ ൌ ሺݐଵᇱ , … , ௥ᇲᇱݐ ሻ, i substituint les soluci‐
ons ࢚ obtingudes en l’equació ்࢞ ൌ ்࢖ ൅   .ܮ de ்࢚ܤ
 

Si el sistema és compatible, el resultat és un sistema d’equacions pa‐
ramètriques de ܮ ת  .Ԣܮ
 

 Si substituíssim les solucions ࢚ᇱ a l’equació ࢞ᇱ் ൌ ᇱ்࢖ ൅      ‐ᇱ࢚ᇱ், obtinܤ
    dríem un altre sistema d’equacions paramètriques de la mateixa va   
    rietat  ܮ ת  .Ԣܮ
 Pel primer camí, les equacions paramètriques descriuen ܮ ת  Ԣ com aܮ

subconjunt de ܮ, i pel segon, com a subconjunt de ܮԢ. 


