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Punts independents 

Donats punts ଴ܲ, ଵܲ, . . . , ௥ܲ א ८ , diem que són independents si els vectors 
 ଵܲ െ ଴ܲ, . . . , ௥ܲ െ ଴ܲ א ܸ  

són linealment independents. 
Per exemple, dos punts ଴ܲ i ଵܲ són independents si i només si ଵܲ ് ଴ܲ. 

Proposició.1 Fixem ܱ א ,Els punts ଴ܲ .ܣ ଵܲ, . . . , ௥ܲ són independents si i 
només si 

  
λ଴ሺ ଴ܲ െ ܱሻ ൅ ൅ ڮ λ௥ሺ ௥ܲ െ ܱሻ ൌ ଴ߣ0 ൅ ڮ ൅ ௥ߣ ൌ 0 ൠ ֜ ଴ߣ ൌ ڮ ൌ ௥ߣ ൌ 0. 

En particular veiem que la condició de ser independents no depèn de 
l’ordre en què donem els punts. 
Prova. Suposem primer que ଴ܲ, ଵܲ, … , ௥ܲ són independents. Volem veure 
que les relacions 
଴ሺߣ   ଴ܲ െ ܱሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ܱሻ ൌ 0     [ܴ] 
଴ߣ        ൅ ڮ ൅ ௥ߣ ൌ 0                       [ܴԢ] 
impliquen ߣ଴ ൌ ڮ ൌ ௥ߣ ൌ 0. Com que 
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   ௜ܲ െ ܱ ൌ ሺ ௜ܲ െ ଴ܲሻ ൅ ሺ ଴ܲ െ ܱሻ,  
l’expressió ߣ଴ሺ ଴ܲ െ ܱሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ܱሻ de ሾܴሿ és igual a 
ଵሺߣ   ଵܲ െ ଴ܲሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ଴ܲሻ ൅ ሺߣ଴ ൅ ڮ ൅ ௥ሻሺߣ ଴ܲ െ ܱሻ ൌ 0, 
de manera que ሾܴሿ i ሾܴԢሿ impliquen  
ଵሺߣ   ଵܲ െ ଴ܲሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ଴ܲሻ ൌ 0. 
Essent ଴ܲ, ଵܲ, … , ௥ܲ independents, obtenim ߣଵ ൌ ڮ ൌ ௥ߣ ൌ 0. Finalment, 
això i ሾܴԢሿ donen ߣ଴ ൌ 0. 

El recíproc es demostra d’una manera similar: de  

  ௜ܲ െ ଴ܲ ൌ ሺ ௜ܲ െ ܱሻ െ ሺ ଴ܲ െ ܱሻ 

s’infereix que la relació  

ଵሺߣ   ଵܲ െ ଴ܲሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ଴ܲሻ ൌ 0 

implica la relació 

଴ሺߣ   ଴ܲ െ ܱሻ ൅ ൅ ڮ ௥ሺߣ ௥ܲ െ ܱሻ ൌ 0, 

amb ߣ଴ ൌ െሺߣଵ ൅ ڮ ൅ ଴ߣ ௥ሻ. Així, doncs, si ሾܴሿ i ሾܴԢሿ impliquenߣ ൌ ڮ ൌߣ௥ ൌ 0, els vectors ଵܲ െ ଴ܲ, … , ௥ܲ െ ଴ܲ són linealment independents.  
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Teorema. Si ଴ܲ, … , ௥ܲ א ८ són independents, hi ha una única varietat 
lineal de dimensió ݎ que els conté. 
Recíprocament, si hi ha una única varietat de dimensió ݎ ൑ ݊ que conté 
els punts ଴ܲ, … , ௥ܲ, llavors ଴ܲ, … , ௥ܲ són independents. 

Prova. Si ଴ܲ, … , ௥ܲ són independents,  ܮ ൌ ଴ܲ ൅ ۃ ଵܲ െ ଴ܲ, … , ௥ܲ െ ଴ܲۄ  

és una varietat lineal de dimensió ݎ que els conté, i és immediat que 
qualsevol varietat lineal de dimensió ݎ que conté ଴ܲ, … , ௥ܲ és igual a ܮ. 

Per al recíproc, notem que si els vectors ଵܲ െ ଴ܲ, … , ௥ܲ െ ଴ܲ (ݎ ൑ ݊) són 
linealment dependents, llavors podem trobar dos subespais vectorials 
distints ܹ, ܹԢ ك ܸ de dimensió ݎ que els contenen, amb la qual cosa ଴ܲ ൅ ܹ i ଴ܲ ൅ ܹԢ són dues varietats lineals de dimensió ݎ distintes que 
contenen els punts ଴ܲ, … , ௥ܲ. 

De l’única varietat lineal de dimensió ݎ que conté els punts independents ଴ܲ, … , ௥ܲ en diem la varietat determinada per ଴ܲ, … , ௥ܲ i la denotem  ଴ܲ ଵܲ ڮ ௥ܲ . 
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Punts dependents. Punts alineats 

Donats punts ଴ܲ, ଵܲ, . . . , ௥ܲ א ८ diem que són dependents si no són 
independents, és a dir, si els vectors ଵܲ െ ଴ܲ, … , ௥ܲ െ ଴ܲ són linealment 
dependents. 

Per exemple, dos punts ଴ܲ i ଵܲ són dependents si i només si són 
coincidents ( ଴ܲ ൌ ଵܲ). 

Per altra banda tenim:  

    Tres punts ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ א ८௡ (݊ ൒ 1) són dependents si i només si estan   
    sobre una recta. 

En efecte, si ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲ són de la recta ܲ ൅ ,llavors ଴ܲ ,ۄ࢛ۃ ଵܲ, ଶܲ són 
dependents ja que ଵܲ െ ଴ܲ, ଶܲ െ ଴ܲ א ,Recíprocament, si ଴ܲ .ۄ࢛ۃ ଵܲ, ଶܲ 
són dependents, per veure que hi ha una recta que els conté podem 
suposar que ଵܲ ് ଴ܲ. Llavors existeix ߣ א amb ଶܲ ܭ െ ଴ܲ ൌ ሺߣ ଵܲ െ ଴ܲሻ i ଶܲ ൌ ଴ܲ ൅ ሺߣ ଵܲ െ ଴ܲሻ pertany a la recta ଴ܲ ଵܲ.  
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Combinacions afins 

Si ܣଵ, … , ௥ܣ  són punts i ߣଵ, … , ௥ߣ א  llavors l’expressió ,ܭ
  ܱ ൅ ଵܣଵሺߣ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ሺߣ െ ܱሻ 
no depèn de l’origen ܱ si (i només si) ߣଵ ൅ ڮ ൅ ௥ߣ ൌ 1. 

En efecte, si ܱԢ és un altre punt, diguem ܱԢ ൌ ܱ ൅ ࢛, ࢛ א ܸ, llavors 

  ܱԢ ൅ ଵܣଵሺߣ െ ܱԢሻ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ሺߣ െ ܱԢሻ 

  ൌ ܱ ൅ ࢛ ൅ ଵܣଵ൫ሺߣ െ ܱሻ െ ࢛൯ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥൫ሺߣ െ ܱሻ െ ࢛൯ 

  ൌ ܱ ൅ ଵܣଵሺߣ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ሺߣ െ ܱሻ ൅ ሺ1 െ Σ௜ߣ௜ሻ࢛  

  ൌ ܱ ൅ ଵܣଵሺߣ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ሺߣ െ ܱሻ. 
Així doncs 
  ܱ ൅ ଵܣଵሺߣ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ሺߣ െ ܱሻ        ሾכሿ 
només depèn de ܣଵ, … , ௥ܣ א ८ i ߣଵ, … , ௥ߣ א  .ܭ
Direm que [כ] és la combinació afí dels punts ܣଵ, … , ௥ܣ א ८ amb 
coeficients ߣଵ, … , ௥ߣ א ଵܣଵߣ i posarem ,ܭ ൅ ڮ ൅ ௥ܣ௥ߣ  per denotar‐la.2 
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Remarca. La definició de combinació afí ߣଵܣଵ ൅ ڮ ൅  ௥ ha estatܣ௥ߣ
definida només quan es compleix la condició ߣଵ ൅ ڮ ൅ ௥ߣ ൌ 1. Si aquesta 
condició no es compleix, però ߣଵ ൅ ڮ ൅ ௥ߣ ് 0, la combinació afí ߣଵܣଵ ൅ ڮ ൅ ଵᇱߣ ௥ es defineix comܣ௥ߣ ଵܣ ൅ ڮ ൅ ௥ᇱߣ ௜ᇱߣ ௥, onܣ ൌ ఒ೔ఒభାڮାఒೝ.  

En tot cas, la noció de combinació afí és una generalització de la noció de 
centre de masses.3  

Exemple. Podem considerar la combinació afí  

ܩ   ൌ ଵ௥ ଵܣ ൅ ڮ ൅ ଵ௥  ,௥ܣ

la qual s’anomena baricentre de ܣଵ, … , ൌ ݎ ௥ (punt mitjà perܣ  2). Per 
definició, doncs, 

ܩ   ൌ ܱ ൅ ଵ௥ ሺܣଵ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ଵ௥ ሺܣ௥ െ ܱሻ       ሾכሿ  

per a qualsevol origen ܱ. Prenent ܱ ൌ  obtenim que ,ܩ 
  ሺܣଵ െ ሻܩ ൅ ڮ ൅ ሺܣ௥ െ ሻܩ ൌ 0.              ሾככሿ 
Recíprocament, si tenim aquesta relació, llavors G és el baricentre, ja que ሾככሿ implica ሾכሿ per ܱ ൌ  i per tant per a tot origen ܱ.4 ܩ
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Exemple. Sigui ܩ el baricentre dels punts ܣଵ, … ,  ௜ perܩ ௥ i posemܣ
denotar el baricentre dels punts ܣଵ, … , ,௜ିଵܣ ,௜ାଵܣ … ,  ௥. Llavors esܣ
compleix: 

ܩ   ൌ ௜ܣ ൅ ௥ିଵ௥ ሺܩ௜ െ ௜ሻܣ ൌ ௜ܩ ൅ ଵ௥ ሺܣ௜ െ  .௜ሻܩ

          

 

  

ݎ ൌ ଵܩ :2 ൌ ଶܩ ,ଶܣ ൌ    ,ଵܣ

ܩ        ൌ ଵܣ ൅ ଵଶ ሺܣଶ െ   ଵሻܣ

ݎ ൌ 3:  per ݅ ൌ 1, 2, 3, 

ܩ   ൌ ௜ܣ ൅ ଶଷ ሺܩ௜ െ ௜ሻܣ ൌ ௜ܩ ൅ ଵଷ ሺܣ௜ െ   ௜ሻܩ
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En efecte, 

ܩሺݎ   െ ܱሻ ൌ ሺܣଵ െ ܱሻ ൅ ڮ ൅ ሺܣ௥ െ ܱሻ 

         ൌ ሺܣ௜ െ ܱሻ ൅ ሺݎ െ 1ሻሺܩ௜ െ ܱሻ 

per a qualsevol punt ܱ. Fent ܱ ൌ  ௜, obtenimܣ

ܩሺݎ   െ ௜ሻܣ ൌ ሺݎ െ 1ሻሺܩ௜ െ  ,௜ሻܣ

que estableix la relació ܩ ൌ ௜ܣ ൅ ௥ିଵ௥ ሺܩ௜ െ   .௜ሻܣ

Ara com que ܣ௜ ൌ ௜ܩ ൅ ሺܣ௜ െ   ,௜ሻܩ

ܩ   ൌ ௜ܣ ൅ ௥ିଵ௥ ሺܩ௜ െ ௜ሻܣ ൌ ௜ܩ ൅ ቀ1 െ ௥ିଵ௥ ቁ ሺܣ௜ െ  ௜ሻܩ

      ൌ ௜ܩ ൅ ଵ௥ ሺܣ௜ െ  ,௜ሻܩ

que és la segona fórmula.    
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Exemple. Un quadrilàter ܦܥܤܣ és un paral·lelogram 
(és a dir, ܤܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሬሬሬሬሬԦܦܣ ሬሬሬሬሬԦ iܥܦ ൌ  ሬሬሬሬሬԦ) si i només si les sevesܥܤ
diagonals es bisequen mútuament. 

En efecte, els punts mitjans ܺ i ܻ de les diagonals ܥܣ i ܦܤ es poden expressar com segueix (notacions de la figura): 

  ܺ ൌ ܣ ൅ ଵଶ ሺ࢛ ൅ ࢝ሻ,  ܻ ൌ ܣ ൅ ଵଶ ሺ࢛ ൅ ࢜ሻ. 

La seva igualtat ܺ ൌ ܻ equival a ࢝ ൌ ࢜, que es compleix si ܦܥܤܣ és un 
paral·lelogram. Inversament, si ࢝ ൌ ࢜, llavors ܦܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ࢜ ൌ ࢝ ൌ  ሬሬሬሬሬԦ iܥܤ

ሬሬሬሬሬԦܥܦ   ൌ ܥ െ ܦ ൌ ሺ࢛ ൅ ࢝ሻ െ ࢜ ൌ ሺ࢛ ൅ ࢜ሻ െ ࢜ ൌ ࢛ ൌ   ሬሬሬሬሬԦܤܣ
i la figura és un paral·lelogram. 
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Notes 

1. Cf. exercici 26, HP07 (Hurtado‐Prats, problemes de Geometria, 2007). 

2. Adonem‐nos que no estem definint per separat les expressions ߣ௜ܣ௜, 
sinó l’expressió completa ߣଵܣଵ ൅ ڮ ൅  .௥ܣ௥ߣ

3. Si tenim masses ݉ଵ, … , ݉௥ situades en els punts amb vectors de 
posició ࢞ଵ, … , ࢞௥, aleshores el  vector de posició ࢞ீ  del centre de masses ܩ de ݉ଵ, … , ݉௥ ve donat per l’expressió  

   ࢞ீ ൌ ଵ௠ ሺ݉ଵ࢞ଵ ൅ ڮ ൅ ݉௥࢞௥ሻ,  ݉ ൌ ݉ଵ ൅ ڮ ൅ ݉௥.  

4. Amb les notacions alternatives, notem que podem dir que hi ha un 
únic punt ܩ tal que ∑ ሬሬሬሬሬԦ௜௜ܣܩ ൌ 0, i que aquest punt ve donat per la fórmula 

ܩ    ൌ ܱ ൅ ଵ௥ ∑ ሬሬሬሬሬԦ௜௜ܣܱ   

per a qualsevol origen ܱ. 
 
 


