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Varietat lineal

Una varietat lineal d’un espai afi (4,V,8) és un subconjunt L de A de la
forma

L =P+W,
on W € V ésun subespaivectoriali P € A.

La dimensio de L, dim(L), és dimg (W). Q4 L
y‘ K— w
Lema PS o 0

¢SiQ,0Q" € L, //avorsQ—Q’) EW.

e ComqueW = {P_Q>|Q € L}, de fet tenim W = {Q—Q’)|Q, Q' € L}.

Prova

Per definicié de P + W, existeixen w,w' € W tals que
Q=P+w, Q =P+ w.

Llavors

5,0 =P +w)—P+w)=w —welWw.
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El lema anterior mostra que el subespai W queda univocament determi-
nat per L. Direm que W és I'espai director de L (i posem W (L) per indicar
aquesta dependencia). Si wy, ..., w,- és una base d’'IW, diem que és un sis-
tema de vectors directors de L.

Exemples

e Una varietat lineal de dimensié 0 té la forma P + {0} = {P},on P
és un punt. Amb la identificacié P < {P}, podem dir que /es varie-
tats de dimensio 0 son els punts de A.

e Si I'espai afi té dimensid n (cosa que es sol denotar escrivint A™),
I"Unica varietat lineal de dimensié n és tot A".

e Les varietats lineals de dimensid 1 s"anomenen rectes i les de dimen-
Sio 2, plans. Un vector director d’una recta és un vector no nul del seu
espai director (que és de dimensid 1).

e Les varietats lineals de dimensié n — 1 de A™ s"anomenen hiper-
plans. Notem que els hiperplans de A? sén rectes i que els de A3 sén
plans.



Proposicio
(L,W,6) és un espai dfi.
PeratotpuntQ € L, L = Q + W.
Prova
La primera part és conseqiéncia del lema i del fet que (4,V, &) és un es-
pai afi.
Per alasegonapart,siQ = P + w(w € W) aleshores
OQ+W=®+w)+W =P+ WwW+W)=P +W =1L,
atesquew + W = W perser W un subespai vectorial.

Remarca. La dimensié d’una varietat lineal L = P + W, dim(L), ha es-
tat definida com dimg(WW). Com que W = W/(L) queda univocament
determinat per L, el mateix passa amb dimg (W) i per tant dim(L) esta
ben definida.



Teorema. Si L i L' son varietats linealsi L < L', llavors
dim(L) < dim(L"), amb igualtat siinoméssiL = L',

Prova. Posem W = W(L), W' = W(L').

Lainclusio L € L'implicaW < W' (pellema, pag. 2). Per tant,
dimg (W) < dimg(W").

Aixo prova que dim(L) < dim(L").

En cas de donar-se la igualtat dim(L) = dim(L"), tindrem
dimgy (W) = dim,(W"),don W = W".

SiguiP € L.LllavorsP € L'i
L=P+W=P+W =1

(la darrera igualtat per la proposicio, pag. 4).



Equacio parametric vectorial

Donat un punt P i un sistema de vectors directors wy, ..., w,- d'una varie-
tat lineal L, tot punt X de L es pot escriure de manera unica en la forma

X=P +11W1 + "'+}{ka,).1, ""Ak € K.

Adonem-nos que A4, ..., A sén les components del vector X — P € W en
la base wy, ..., w,..

D’aquesta relacio en diem que és una equacio parametrica vectorial de L.

Exemple. Donats dos punts diferents, hi ha una unica recta que els conté.
Si els punts son P i Q, la recta és

P +(Q — P),
o bég,
X=P+A(Q—-P),1€K.



Varietats lineals paral-leles

Es diu que dues varietats lineals L i L' sén paral-leles, i escrivim L || L' per

denotar-ho, si I'espai director d’'una esta contingut en 'espai director de
I"altra. Amb simbols

LILe W) WWL)viweh € W(lL).
Si tenen la mateixa dimensio,
LIL e W) =W(UL".

En el cas de dues rectes L i L', amb vectors directors u i u’,
LIL & u)=)e3F1eKtalqueu = Au,

és a dir, L i L' sén paral-leles si i només si els corresponents vectors
directors son proporcionals.

Definicio. Si L és una varietat lineal de dimensié r, i Q un punt,
és I’Unica varietat lineal de dimensio r paral-lelaa L

que passa per . Diem que L, és la varietat lineal
paral-lela a L per Q. La figura il-lustra el cas r = 1. P u

——e



Remarca

El conjunt de les varietats lineals amb un espai director W donat té es-
tructura d’espai afi, amb espai estructural V/W (v. I'entrada Espai afi
quocient a Complements).

Interseccio

Teorema. Si la interseccio de dues o més varietats lineals és no buida, lla-
vors aquesta interseccio és una varietat lineal, i el seu espai director és la
interseccio dels corresponents espais directors.

Prova. Farem el cas de la interseccid de dues varietats lineals L i L'. El cas
general es demostra d’una manera similar.

Posem W = W (L) i W' = W(L"). Sigui P € L n L’ (existeix, ja que per hi-
potesiLNL # @). LlavorsL =P+ W iL =P+ W', amb la qual cosa és
clar que

LNL =P +W)nP+W)=P+WnWw.

Corol-lari. Si L i L' sén paral-leles i LNL # @, llavors o bé L € L' o bé
L'c L.



Suma afi

Siguin L=P+ W iL = P+ W' varietats lineals. Si M és qualsevol vari-
etat lineal que conté L i L', llavors P’ — P e W(M) i W,W' € W (M), de
manera que

(P'=PY+ W + W' € W (M),
és a dir,

P+{(P'—PY+W +W' CP+W(M) =M.
Ara bé, és clar que la varietat

P+{(P —PY+W + W' [+]
contée P+ W =LiP+ (P —P)+ W =P + W' =L", amb la qual cosa

[*] és la varietat lineal més petita que conté L i L'.

En particular, no depén dels punts P € L i P’ € L’ usats per descriure L i
L'. A més, ha de coincidir amb P'+ (P — P') + W + W', ja que aquesta
és la varietat lineal més petita que conté L' i L.

Posarem L V L' per denotar [*] i diem que és la suma afide L i L'.
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Proposicio. Les condicions segtients son equivalents:

1. LnL # 0.
2. ExisteixenP € L, P' € L' talsqueP'— P eW + W',
3. PeraqualssevolPELiP' €L ,PP—PeW+ W'

Prova.SiL N L # @, podem escollirun punt Q € L N L' i aleshores
P-P=FP-Q)+Q@—-P)eW +W.

IsiPP—P=w+w (weW, w €W, llavors
P+w=P+(—w)eLnl

Corol-lari. La condicio W + W' =V és suficient per tal que L N L' + @.

Exemple. Si L és una varietat lineal no paral-lela a un hiperpla H, llavors
LNH+#,jaque W(H) té dimensién — 1i W(L) £ W(H).
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Teorema (formula de les dimensions)
dim(L) + dim(L") — dim(L N L") siLNnL + ¢

dim(L VL) = {1 + dim(L) + dim(L’) —dim(W n W’) siLNL'=¢@

Prova
dim(LVL) =dim({P—-P Y+ W +W")
_ (dim(W +W") siPP—PeW+ W
_{1+dim(W+W’) siPP—PegW+ W'
Ara

dim(W + W") = dim(W) + dim(W") — dim(W n W")
= dim(L) + dim(L") — dim(W n W"),
per la formula de les dimensions d’algebra lineal, i aixo estableix la for-

mula, per la proposicié anterior i el fet que en el cas LN L # @ tenim
dim(W nW") = dim(L n L").
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Exemple. Si Q és un punt exterior a una varietat lineal L, llavors
dim(L vV Q) = dim(L) + 1.

Casos particulars: Si P i Q son dos punts dife- /,/‘m = Pl

rents, llavors PV Q = PQ (la recta que uneix P
PiQ).SiQ ésun punt exterior a una recta L, llavors L\Q LvaQ
LV Q ésun pla.

Exemple. Si H és un hiperpla i L una varietat lineal no paral-lela a H, lla-
VOrs

dim(H N L) = dim(L) — 1.

En efecte, H i L es tallen, ja que W(H) + W (L) =V (v. 'Exemple de la
pag. 10). Aixi doncs val el primer cas de la formula de les dimensions i

dim(H N L) = dim(H) +dim(L) — dim(H Vv L)
=n—14+dim(L) —n =dim(L) — 1.

Casos particulars: Dues rectes no paral-leles del pla L T
es tallen en un punt. /><
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Un pla de I'espai talla una recta no paral-lela en un

punt. / /

/
N N\ Dos plans no paral-lels de

/ L/A I’espai es tallen en una recta.

\

Exemple. La suma afi de dues rectes no paral-leles és: />L</

— un pla si les rectes es tallen
— una varietat de dimensid 3 si no es tallen (en aquest cas es diu que les
rectes es creuen).

Exemple. Si L i L' son varietats lineals paral-leles de la mateixa dimensié
r, llavors

LVL =L=Lsi LnL + @, / /
dm(LVL)=r+1siLNn L' =@

(la figura il-lustra el cas de dues rectes paral-leles distintes).
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Complements: Espai afi quocient
Sigui (A, V) un espai afi de dimensiéo n i W un subespai vectorial de V.

Sigui A" el conjunt de varietats lineals de A que tenen espai director W i
posem V' = V/W.}

Finalment, considerem |'aplicacio
§:A'XA >V, (L L)~ [P — P,
on P i P’ sén punts arbitraris de L i L', respectivament.

Vegem primer que § esta ben definida, és a dir, que [P’ — P] no depén
de l'elecci6 de P € Li P € L'. En efecte,siQ € Li Q" € L', llavors
Q—-Pe Wl =WiQ — P € W(") = W.Pertant,

Q--F-P=WQ@-P)—(@-P)eWw,
don[Q" — Q] = [P' — P].
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Proposicio. (A',V', 8) és un espai afi.
Prova:
Llei d’addicio. Si L' és una tercera varietat lineal amb W (L") = W i
P" € L" llavors

S(L, LY+ 6L, L'"Y=[P'"—P]+[P"—P]=[P" — P]=6(L,L").
Axioma d’homogeneitat. Fixem L € A’ i considerem I'aplicacié

Op:A" >V M- §(L,M)=[Q—-P](PeLQE€L).
L’aplicacid 6; és exhaustiva:si[x] € V',posemQ =P +xiM =Q + W;
llavors M € A"i 6, (M) = [Q — P] = [x].
L’aplicacié 6; és injectiva: si M, M’ € A’ son tals que 6, (M) = 6, (M"), i

prenem Q € M, Q' € M’, llavors [Q" — P] = [Q — P] € V', que equival a
Q' —QeW,donQ' € Q+W = M. Pertant M' = M.
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Notes

1. Recordem que V /W és I'espai quocient de V per W, i que hi ha una
aplicacié lineal exhaustiva w: V — V/W, x » [x], tal que [x] = [x] si
i només si x’ — x € W. Amb aquesta representaciod, la suma queda de-
finida per [x] + [x'] = [x + x'] i el producte per escalars per
Alx] = [Ax]. U'element neutre de la suma és [0].



