
Geometria / GA  
2. Varietats lineals 

© S. Xambó  

 Varietat lineal 
– Definició 
– Espai director 
– Dimensió  
– Punts, rectes, plans, hiperplans 

 Equació paramètrica vectorial 
 Varietats lineals paral·leles 
 Intersecció de varietats lineals 
 Suma (o unió) afí de varietats lineals 
 Fórmula de les dimensions. Exemples 
 Complements: Espai afí quocient 
 Notes 

 
 



2 
 

Varietat lineal 
Una varietat lineal d’un espai afí ሺܣ, ܸ,  de la ܣ de ܮ ሻ és un subconjuntߜ
forma 
ൌ ܮ     ܲ ൅ ܹ, 
on ܹ ك  ܸ és un subespai vectorial i ܲ א   .ܣ 
 
La dimensió de ܮ, dimሺܮሻ, és dim௄ሺܹሻ. 
 
Lema 

• Si ܳ, ܳԢ א llavors ܳܳԢሬሬሬሬሬሬሬԦ ,ܮ  א ܹ. 

• Com que ܹ ൌ ൛ܲܳሬሬሬሬሬԦ|ܳ א ൟ, de fet tenim ܹ ൌܮ  ቄܳܳԢሬሬሬሬሬሬሬԦ|ܳ, ܳԢ א   .ቅܮ

Prova  
Per definició de ܲ ൅ ܹ, existeixen ݓ, א Ԣݓ  ܹ tals que 

  ܳ ൌ  ܲ ൅ Ԣ ൌܳ  ,ݓ   ܲ ൅   .Ԣݓ 
Llavors  
,ሺܳߜ   ܳԢሻ  ൌ ሺܲ ൅ Ԣሻݓ െ ሺܲ ൅ ሻݓ  ൌ Ԣݓ െ ݓ א ܹ. 

ܲ ܳ
ܳԢ

࢝
࢝Ԣ ࢝ᇱ െ ࢝  ܮ



3 
 

El lema anterior mostra que el subespai ܹ queda unívocament determi‐
nat per ܮ. Direm que ܹ és l’espai director de ܮ (i posem ܹሺܮሻ per indicar 
aquesta dependència). Si ݓଵ, … , ‐௥ és una base d’ܹ, diem que és un sisݓ
tema de vectors directors de ܮ.  

Exemples 

• Una varietat lineal de dimensió 0 té la forma ܲ ൅ ሼ0ሽ  ൌ  ሼܲሽ, on ܲ 
és un punt. Amb la identificació ܲ ՞  ሼܲሽ, podem dir que les varie‐
tats de dimensió 0 són els punts de ८. 

• Si l’espai afí té dimensió n (cosa que es sol denotar escrivint ८௡), 
l’única varietat lineal de dimensió n és tot ८௡. 

• Les varietats lineals de dimensió 1 s’anomenen rectes i les de dimen‐
sió 2, plans. Un vector director d’una recta és un vector no nul del seu 
espai director (que és de dimensió 1). 

• Les varietats lineals de dimensió ݊ െ  1 de ८௡ s’anomenen hiper‐
plans. Notem que els hiperplans de ८ଶ són rectes i que els de ८ଷ són 
plans.  
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Proposició 
 ሺܮ, ܹ,  .ሻ és un espai afíߜ
 Per a tot punt ܳ א ൌ ܮ ,ܮ   ܳ ൅ ܹ. 

Prova 
La primera part és conseqüència del lema i del fet que ሺܣ, ܸ, ‐ሻ és un esߜ
pai afí.  

Per a la segona part, si ܳ ൌ  ܲ ൅ ݓ) ݓ  א ܹ) aleshores ܳ ൅ ܹ ൌ  ሺܲ ൅ ሻݓ  ൅ ܹ ൌ  ܲ ൅  ሺݓ ൅ ܹሻ ൌ  ܲ ൅ ܹ ൌ   ,ܮ 
atès que ݓ ൅ ܹ ൌ  ܹ per ser ܹ un subespai vectorial. 
 
Remarca. La dimensió d’una varietat lineal ܮ ൌ  ܲ ൅ ܹ, dimሺܮሻ, ha es‐
tat definida com dim௄ሺܹሻ. Com que ܹ ൌ  ܹሺܮሻ queda unívocament 
determinat per ܮ, el mateix passa amb dim௄ሺܹሻ i per tant dimሺܮሻ està 
ben definida. 
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Teorema. Si ܮ i ܮԢ són varietats lineals i ܮ ك  Ԣ, llavorsܮ
  dimሺܮሻ ൑  dimሺܮᇱሻ, amb igualtat si i només si ܮ ൌ  .Ԣܮ 

Prova. Posem ܹ ൌ  ܹሺܮሻ, ܹԢ ൌ  ܹሺܮԢሻ. 
La inclusió ك ܮ ك ܹ Ԣ implicaܮ   ܹԢ (pel lema, pàg. 2). Per tant,  dim௄ሺܹሻ  ൑ dim௄ሺܹԢሻ.  
Això prova que dimሺܮሻ  ൑  dimሺܮԢሻ. 
En cas de donar‐se la igualtat  dimሺܮሻ  ൌ  dimሺܮԢሻ,  tindrem dim௄ሺܹሻ  ൌ  dim௄ሺܹԢሻ, d’on ܹ ൌ  ܹԢ.  
Sigui ܲ א א ܲ Llavors .ܮ  ൌ ܮ Ԣ iܮ   ܲ ൅ ܹ ൌ  ܲ ൅ ܹԢ ൌ   Ԣܮ 
(la darrera igualtat per la proposició, pàg. 4). 
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Equació paramètric vectorial 

Donat un punt ܲ i un sistema de vectors directors ݓଵ, … , ‐௥ d’una varieݓ
tat lineal ܮ, tot punt ܺ de ܮ es pot escriure de manera única en la forma 

  ܺ ൌ ܲ ൅ ଵݓଵߣ ൅ ڮ ൅ , ௞ݓ௞ߣ ,ଵߣ … , ௞ߣ א  .ܭ

Adonem‐nos que ߣଵ, … , ܺ ௞ són les components del vectorߣ െ ܲ א ܹ en 
la base ݓଵ, … ,  .௥ݓ

D’aquesta relació en diem que és una equació paramètrica vectorial de L. 

Exemple. Donats dos punts diferents, hi ha una única recta que els conté. 
Si els punts són ܲ i ܳ, la recta és ܲ ൅ ܳۃ െ  ,ۄܲ
o bé, ܺ ൌ ܲ ൅ ሺܳߣ െ ܲሻ, ߣ א  .ܭ
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Varietats lineals paral·leles 

Es diu que dues varietats lineals ܮ i ܮԢ són paral·leles, i escrivim ܮ צ  Ԣ perܮ
denotar‐ho, si l’espai director d’una està contingut en l’espai director de 
l’altra. Amb símbols ܮ צ ᇱܮ ֞  ܹሺܮሻ ك  ܹሺܮᇱሻ ש ܹሺܮԢሻ ك   ܹሺܮሻ. 
Si tenen la mateixa dimensió, 
ܮ   צ ᇱܮ ֞  ܹሺܮሻ ൌ ܹሺܮᇱሻ. 

 En el cas de dues rectes ܮ i ܮԢ, amb vectors directors ݑ i ݑԢ, 
ܮ   צ ᇱܮ ֞ ۄݑۃ ൌ ۄԢݑۃ ֞ ߣ׌ א ᇱݑ tal que ܭ ൌ  ,ݑߣ

és a dir, ܮ i ܮԢ són paral·leles si i només si els corresponents vectors 
directors són proporcionals. 

Definició. Si ܮ és una varietat lineal de dimensió ݎ , i ܳ un punt, ܮொ  ൌ  ܳ ൅ ܹሺܮሻ  
és l’única varietat lineal de dimensió ݎ paral·lela a ܮ 
que passa per ܳ. Diem que ܮொ és la varietat lineal 
paral·lela a ܮ per ܳ. La figura il·lustra el cas ݎ ൌ 1. ܲ ܳ ܮ࢛ ொܮ࢛



8 
 

Remarca 
El conjunt de les varietats lineals amb un espai director ܹ donat té es‐
tructura d’espai afí, amb espai estructural ܸ/ܹ (v. l’entrada Espai afí 
quocient a Complements). 

Intersecció 

Teorema. Si la intersecció de dues o més varietats lineals és no buida, lla‐
vors aquesta intersecció és una varietat lineal, i el seu espai director és la 
intersecció dels corresponents espais directors. 

Prova. Farem el cas de la intersecció de dues varietats lineals ܮ i ܮԢ. El cas 
general es demostra d’una manera similar. 

Posem ܹ ൌ ܹሺܮሻ i ܹԢ ൌ ܹሺܮԢሻ. Sigui ܲ א ܮ ת ‐Ԣ (existeix, ja que per hiܮ
pòtesi ܮ ת ᇱܮ ് ܮ Llavors .(׎ ൌ ܲ ൅ ܹ i ܮԢ ൌ ܲ ൅ ܹԢ, amb la qual cosa és 
clar que ܮ ת Ԣܮ ൌ ሺܲ ൅ ܹሻ ת ሺܲ ൅ ܹԢሻ ൌ ܲ ൅ ሺܹ ת ܹԢሻ. 
Corol·lari. Si ܮ i ܮԢ són paral·leles i ܮ ת ᇱܮ ് ܮ llavors o bé ,׎ ك Ԣܮ Ԣ o béܮ ك  .ܮ
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Suma afí  

Siguin ܮ ൌ ܲ ൅ ܹ i ܮԢ ൌ ܲԢ ൅ ܹԢ varietats lineals. Si ܯ és qualsevol vari‐
etat lineal que conté ܮ i ܮԢ, llavors ܲԢ െ ܲ א ܹሺܯሻ i ܹ, ܹԢ ك ܹሺܯሻ, de 
manera que ܲۃᇱ െ ۄܲ ൅ ܹ ൅ ܹᇱ ك ܹሺܯሻ, 
és a dir, ܲ ൅ ᇱܲۃ െ ۄܲ ൅ ܹ ൅ ܹᇱ ك ܲ ൅ ܹሺܯሻ ൌ  .ܯ
Ara bé, és clar que la varietat 
  ܲ ൅ ᇱܲۃ െ ۄܲ ൅ ܹ ൅ ܹᇱ                 ሾכሿ 
conté ܲ ൅ ܹ ൌ ܲ i ܮ ൅ ሺܲԢ െ ܲሻ ൅ ܹԢ ൌ ܲԢ ൅ ܹԢ ൌ  Ԣ, amb la qual cosaܮ

  ሾכሿ és la varietat lineal més petita que conté ܮ i ܮԢ.  
En particular, no depèn dels punts ܲ א i ܲԢ ܮ א Ԣ. A més, ha de coincidir amb ܲԢܮ i ܮ Ԣ usats per descriureܮ ൅ ܲۃ െ ܲԢۄ ൅ ܹ ൅ ܹᇱ, ja que aquesta 
és la varietat lineal més petita que conté ܮԢ i ܮ. 

Posarem ܮ ש  .Ԣܮ i ܮ ሿ i diem que és la suma afí deכԢ per denotar ሾܮ
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Proposició. Les condicions següents són equivalents: 
ܮ .1 ת ᇱܮ ്  .׎
2. Existeixen ܲ א Ԣܲ ,ܮ א Ԣ tals que ܲԢܮ െ ܲ א ܹ ൅ ܹԢ.3  
3. Per a qualssevol ܲ א i ܲԢ ܮ א Ԣ, ܲԢܮ െ ܲ א ܹ ൅ ܹԢ. 
Prova. Si ܮ ת ᇱܮ ് ܳ podem escollir un punt ,׎ א ܮ ת Ԣ i aleshores  ܲԢܮ െ ܲ ൌ ሺܲԢ െ ܳሻ ൅ ሺܳ െ ܲሻ א ܹԢ ൅ ܹ. 
I si ܲԢ െ ܲ ൌ ݓ ൅ ݓ) Ԣݓ א ܹ, Ԣݓ א ܹԢ), llavors ܲ ൅ ݓ ൌ ܲԢ ൅ ሺെݓԢሻ א ܮ ת  .Ԣܮ
Corol·lari. La condició ܹ ൅ ܹԢ ൌ ܸ és suficient per tal que ܮ ת ᇱܮ ്  .׎

Exemple. Si ܮ és una varietat lineal no paral·lela a un hiperplà ܪ, llavors ܮ ת ܪ ് ݊ ሻ té dimensióܪja que ܹሺ ,׎ െ 1 i ܹሺܮሻ    ܹ ሺܪሻ .  
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Teorema (fórmula de les dimensions) dimሺܮ ש ᇱሻܮ ൌ ൜dimሺܮሻ ൅ dimሺܮᇱሻ െ dimሺܮ ת ܮ ᇱሻ              siܮ ת ᇱܮ ് 1 ׎ ൅ dimሺܮሻ ൅ dimሺܮԢሻ െ dimሺܹ ת ܹԢሻ  si ܮ ת Ԣܮ ൌ ׎  

Prova 
  dimሺܮ ש ᇱሻܮ ൌ dimሺܲۃ െ ܲᇱۄ ൅ ܹ ൅ ܹᇱሻ                     ൌ ൜dimሺܹ ൅ ܹᇱሻ          si ܲᇱ െ ܲ א ܹ ൅ ܹԢ1 ൅ dimሺܹ ൅ ܹᇱሻ  si ܲᇱ െ ܲ ב ܹ ൅ ܹԢ  

Ara dimሺܹ ൅ ܹԢሻ ൌ dimሺܹሻ ൅ dimሺܹԢሻ െ dimሺܹ ת ܹԢሻ   
 ൌ dimሺܮሻ ൅ dimሺܮԢሻ െ dimሺܹ ת ܹԢሻ, 

per la fórmula de les dimensions d’àlgebra lineal, i això estableix la fór‐
mula, per la proposició anterior i el fet que en el cas ܮ ת ᇱܮ ് tenim dimሺܹ ׎ ת ܹԢሻ ൌ dimሺܮ ת  .Ԣሻܮ
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Exemple. Si ܳ és un punt exterior a una varietat lineal ܮ, llavors dimሺܮ ש ܳሻ ൌ dimሺܮሻ ൅ 1. 
Casos particulars: Si ܲ i ܳ són dos punts dife‐
rents, llavors ܲ ש ܳ ൌ  ܲܳ (la recta que uneix ܲ i ܳ). Si ܳ és un punt exterior a una recta ܮ, llavors ܮ ש ܳ és un pla. 

Exemple. Si ܪ és un hiperplà i ܮ una varietat lineal no paral·lela a ܪ, lla‐
vors   dimሺܪ ת ሻܮ ൌ dimሺܮሻ െ 1. 

En efecte, ܪ i ܮ es tallen, ja que ܹሺܪሻ ൅ ܹሺܮሻ ൌ ܸ (v. l’Exemple de la 
pàg. 10). Així doncs val el primer cas de la fórmula de les dimensions i dimሺܪ ת ሻܮ ൌ dimሺܪሻ ൅dimሺܮሻ െ dimሺܪ ש  ሻܮ
                       ൌ ݊ െ 1 ൅ dimሺܮሻ െ ݊ ൌ dimሺܮሻ െ 1. 

Casos particulars: Dues rectes no paral·leles del pla 
es tallen en un punt.  

ܲ ܳ ܲ ש ܳ ൌ ܲܳ 

ܮܳ ܮ ש ܳ 

ܮ Ԣܮ
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Un pla de l’espai talla una recta no paral·lela en un 
punt. 

 

Dos plans no paral·lels de 
l’espai es tallen en una recta. 
 

Exemple. La suma afí de dues rectes no paral·leles és: 

– un pla si les rectes es tallen 
– una varietat de dimensió 3 si no es tallen (en aquest cas es diu que les 

rectes es creuen). 

Exemple. Si ܮ i ܮԢ són varietats lineals paral·leles de la mateixa dimensió ݎ, llavors ܮ ש ᇱܮ ൌ ܮ ൌ ܮ  ᇱ siܮ ת ᇱܮ ്  ,׎
  dimሺܮ ש Ԣሻܮ ൌ ݎ ൅ 1 si ת ܮ Ԣܮ  ൌ  ׎
(la figura il·lustra el cas de dues rectes paral·leles distintes).  

Ԣܮ
ܮ

 ܮԢܮ

ܮ Ԣܮ

ܮԢܮ
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Complements: Espai afí quocient  
Sigui ሺ८, ܸሻ un espai afí de dimensió ݊ i ܹ un subespai vectorial de ܸ. 

Sigui ८Ԣ el conjunt de varietats lineals de ८ que tenen espai director ܹ i 
posem ܸԢ ൌ  ܸ/ܹ.1 

Finalment, considerem l’aplicació 

ߜ   ׷ ८Ԣ ൈ ८Ԣ ՜ ܸԢ, ሺܮ, ᇱሻܮ հ ሾܲԢ െ  ܲሿ,  

on ܲ i ܲԢ són punts arbitraris de ܮ i ܮԢ, respectivament.  

Vegem primer que ߜ està ben definida, és a dir, que ሾܲԢ െ  ܲሿ no depèn 
de l’elecció de ܲ א א i ܲԢ ܮ  א ܳ Ԣ. En efecte, siܮ  א i ܳԢ ܮ  Ԣ, llavors ܳ െܮ  א ܲ   ܹሺܮሻ  ൌ  ܹ i ܳԢ െ  ܲԢ א  ܹሺܮԢሻ  ൌ  ܹ. Per tant, ሺܳԢ െ  ܳሻ  െ  ሺܲԢ െ  ܲሻ  ൌ  ሺܳԢ െ  ܲԢሻ  െ  ሺܳ െ  ܲሻ א   ܹ, 
d’on ሾܳԢ െ  ܳሿ  ൌ  ሾܲԢ െ  ܲሿ. 
  



15 
 

Proposició. ሺ८ᇱ, ܸԢ,  .ሻ és un espai afíߜ
Prova: 

Llei d’addició. Si ܮԢԢ és una tercera varietat lineal amb ܹሺܮԢԢሻ  ൌ  ܹ i ܲԢԢ א  ԢԢ, llavorsܮ 
,ܮሺߜ  Ԣሻܮ ൅ ,Ԣܮሺߜ ԢԢሻܮ ൌ ሾܲԢ െ ܲሿ ൅ ሾܲԢԢ െ ܲԢሿ ൌ ሾܲԢԢ െ  ܲሿ ൌ ,ܮሺߜ  .ԢԢሻܮ

Axioma d’homogeneïtat. Fixem ܮ א ८Ԣ i considerem l’aplicació ߜ௅: ८ᇱ ՜ ܸԢ, ܯ հ ,ܮሺߜ ሻܯ ൌ ሾܳ െ ܲሿ ሺܲ א ,ܮ ܳ א  .Ԣሻܮ

L’aplicació ߜ௅ és exhaustiva: si ሾݔሿ א ܸԢ, posem ܳ ൌ ܲ ൅ ܯ i ݔ ൌ ܳ ൅ ܹ; 
llavors ܯ א ८Ԣ i ߜ௅ሺܯሻ ൌ ሾܳ െ  ܲሿ ൌ ሾݔሿ. 
L’aplicació ߜ௅ és injectiva: si ܯ, Ԣܯ א ८Ԣ són tals que ߜ௅ሺܯሻ ൌ  Ԣሻ, iܯ௅ሺߜ
prenem ܳ א Ԣܳ ,ܯ א Ԣ, llavors ሾܳԢܯ െ ܲሿ ൌ ሾܳ െ ܲሿ א ܸԢ, que equival a ܳԢ െ ܳ א ܹ, d’on ܳᇱ א ܳ ൅ ܹ ൌ Ԣܯ Per tant .ܯ ൌ  .ܯ
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Notes 
1. Recordem que ܸ/ܹ és l’espai quocient de ܸ per ܹ, i que hi ha una 
aplicació lineal exhaustiva  ߨ ׷  ܸ ՜ ݔ ,ܹ/ܸ  հ ሾݔሿ, tal que ሾݔሿ  ൌ  ሾݔԢሿ si 
i només si ݔԢ െ א ݔ   ܹ. Amb aquesta representació, la suma queda de‐
finida per ሾݔሿ  ൅  ሾݔԢሿ  ൌ  ሾݔ ൅ ሿݔሾߣ Ԣሿ i el producte per escalars perݔ  ൌ ሾݔߣሿ. L’element neutre de la suma és ሾ0ሿ. 


