
Geometria / GA  
1. Espai afí  
©  S. Xambó 
 

 
 Definició d’espai afí 
 Exemple: classe lateral d’un subespai vectorial 

 Algunes propietats del vector ࡽࡼሬሬሬሬሬሬԦ 
 Diferència de punts 
 Translacions 
 Complements  
A. Definició alternativa d’espai afí 

B. Un altre exemple d’espai afí 
 Notes 

 

Prerequisits 

‐ cos K (Է, Թ, ԧ, Ժ௣, ॲ௣ೝ, ...).1  

‐ K‐espai vectorial.2  
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Definició d’espai afí 

Ingredients 

- K, un cos (dels seus elements en diem escalars) 

- A, un conjunt (dels seus elements en diem punts) 

- V, un K‐espai vectorial (dels seus elements en diem  vectors) 

-  Una aplicació  

:ߜ   ८ ൈ ८ ՜ ܸ,  ሺܲ, ܳሻ հ ࢜ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ 

    (en diem aplicació estructural). 
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Axiomes 

Axioma d’homogeneïtat. Per a tot punt P i tot 

vector ݒ existeix un únic punt ܳ tal que ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ࢜. 
Aquest punt ܳ serà denotat ܲ ൅ ࢜, o, per raons 
que veurem després (pàg. 8), ࢜ݐሺܲሻ. 

L’axioma d’homogeneïtat també es pot expressar dient que per a tot 
punt ܲ, l’aplicació    

:௉ߜ  ८ ՜ ܸ,  ܳ հ ܲܳሬሬሬሬሬԦ, 

és bijectiva.  

Llei d’addició. ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܲሬሬሬሬሬԦ .     
  

  ܲ 
ܳ

ܴ
࢛

࢛࢜ ൅ ࢜

ܲ
ܳ ࢜
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Dimensió. La dimensió de l’espai afí ሺ८, ܸ,  .ሻ és, per definició, dim௄ሺܸሻߜ
Posarem dimሺ८ሻ per denotar‐la, és a dir, 

   dimሺ८ሻ ൌ dim௄ ܸ. 

 Un espai afí de dimensió 0 es redueix a un punt. 
 Una recta afí és un espai afí de dimensió 1.  
 Un pla afí és un espai afí de dimensió 2.  
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Exemple: classe lateral d’un subespai vectorial 

Sigui V un subespai vectorial3 d’un K‐espai vectorial E.  

Sigui a un vector de E i posem  

࡭  ൌ ࢇ ൅ ܸ ൌ ሼܽ ൅ ݒ |ݒ א ܸሽ 

(és la classe lateral de ࢇ mòdul ܸ). Com que la diferència ܳ െ ܲ de dos 
elements ܲ ൌ ࢇ ൅ ࢞ i ܳ ൌ ࢇ ൅ ࢟ és 

   ܳ െ ܲ ൌ ሺࢇ ൅ ࢟ሻ െ ሺࢇ ൅ ࢞ሻ ൌ ࢟ െ ࢞ א ܸ ,  

podem considerar l’aplicació ߜ: ࡭ ൈ ࡭ ՜ ܸ, ሺܲ, ܳሻ հ ܳ െ ܲ.  

  ሺ࡭, ܸ,    ሻ és un espai afí.4ߜ

El cas ࢇ ൌ 0 i ܸ ൌ  ܧ ens mostra, en particular, que tot espai vectorial ܧ
es pot considerar com un espai afí. En aquest cas els punts i els vectors 
són la mateixa cosa: ८ ൌ ܸ ,ܧ ൌ ,ܲ i si ܧ ܳ א ,ሺܲߜ ,ܧ ܳሻ ൌ ܳ െ ܲ. 
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Algunes propietats del vector ܲܳሬሬሬሬሬԦ 

Proposició 

1. ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ૙ ֞ ܳ ൌ ܲ 

2. ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ െܳܲሬሬሬሬሬԦ 

3. ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܵሬሬሬሬሬԦ ֞ ܴܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ܳܵሬሬሬሬሬԦ. 

Prova 

1. ܲܲሬሬሬሬሬԦ ൅ ܲܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ܲܲሬሬሬሬሬԦ (addició); per tant, ܲܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ૙. I si ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ૙, llavors 

 ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ૙ ൌ ܲܲሬሬሬሬሬԦ, d’on ܲ ൌ ܳ per l’axioma d’homogeneïtat. 

2. ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܳܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ܲܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ૙, d’on ܳܲሬሬሬሬሬԦ ൌ െܲܳሬሬሬሬሬԦ. 

3.  ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܵሬሬሬሬሬԦ ֜ ܴܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܵሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܵሬሬሬሬሬԦ ൌ ܳܵሬሬሬሬሬԦ. 

  

ܳܲ
ܴ ܴ
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Diferència de punts 

Escollim un punt ܱ com a origen, i posem, per a tot punt ܲ,  

  ሬܲԦ ൌ ܱܲሬሬሬሬሬԦ. 

Com que 

 ሬܲԦ ൅ ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܱܲሬሬሬሬሬԦ ൅ ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ሬܳԦ, 

tenim la relació ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ሬܳԦ െ ሬܲԦ. Com que l’expressió ܲܳሬሬሬሬሬԦ no depèn de ܱ, 

això suggereix que una notació adient per al vector ܲܳሬሬሬሬሬԦ és ܳ െ ܲ 
(diferència de punts). D’ara endavant usarem les dues notacions 
indistintament. 

  

  
ሺܳ െ ܲሻ ൅ ሺܴ െ ܳሻ ൌ ܴ െ ܴܲ െ ܳ ൌ ሺܴ െ ܲሻ െ ሺܳ െ ܲሻ

1. ܳ െ ܲ ൌ 0 ֞ ܳ ൌ ܲ 

2. ܳ െ ܲ ൌ െሺܲ െ ܳሻ. 

3. ܳ െ ܲ ൌ ܴ െ ܵ ֞ ܴ െ ܲ ൌ ܳ െ ܵ 
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Translacions 
La translació definida per un vector ࢜ és l’aplicació 

࢜ݐ   ׷ ८ ՜ ८ tal que ࢜ݐሺܲሻ ൌ ܳ ֞ ࢜ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܳ െ ܲ. 
(notació : ܳ ൌ ܳ ሺܲሻ també es denota࢜ݐ ൌ ܲ ൅ ࢜). 
 
Proposició. Són equivalents 

1. ࢜ ൌ 0 
࢜ݐ .2 ൌ  ݀ܫ
 .té punts fixos ࢜ݐ .3

Prova. 1 ֜ 2. Si ࢜ ൌ 0, i ܳ ൌ ଴ሺܲሻ, llavors 0ݐ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ i ܳ ൌ ܲ. Per tant, ݐ଴ሺܲሻ ൌ ܲ per a tot punt ܲ. 2 ֜ 3. Òbvia. 3 ֜ 1. Si ࢜ݐሺܲሻ ൌ ܲ per algun ܲ, ࢜ ൌ ܲܲሬሬሬሬሬԦ ൌ 0. 
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El grup ܶሺ८ሻ de les translacions  
El conjunt Πሺܣሻ de les aplicacions bijectives de ८ en ८ forma un grup5 
amb la composició: 
   ሺ߬ ל ሻሺܲሻߪ ൌ ߬ሺߪሺܲሻሻ. 
Proposició. L’aplicació  
  ܸ ՜ Πሺ८ሻ,  ࢜ հ  ,࢜ݐ
és un monomorfisme de grups (homomorfisme6 injectiu). 
La imatge ܶሺ८ሻ d’aquest homomorfisme és el  
       grup de les translacions de ८. 
Prova 

Si ࢜ݐሺܲሻ ൌ ܳ i ࢝ݐሺܳሻ ൌ ܴ, llavors ࢜ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ i ࢝ ൌ ܴܳሬሬሬሬሬԦ, 

  ࢜ ൅ ࢝ ൌ ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴܲሬሬሬሬሬԦ, i 

 ሺ࢝ݐ ל ሻሺܲሻ࢜ݐ ൌ ሺܲሻ൯࢜ݐ൫࢝ݐ ൌ ܴ ൌ  .ା࢝ሺܲሻ࢜ݐ

Per tant, ࢝ݐ ל ࢜ݐ ൌ ࢜ݐ ା࢝ i l’aplicació és un homomorfisme. Com que࢜ݐ ൌ ࢜ equival a ݀ܫ ൌ 0, aquest homomorfisme és injectiu.  
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Complements  
A. Definició alternativa d’espai afí 
Un espai afí es pot també definir partint de les propietats bàsiques de 
l’operació ܲ ൅ ࢜ introduïda a la pàgina 3. Aquesta aplicació satisfà les 
propietats següents: 

• ሺܲ ൅ ࢜ሻ ൅ ࢝ ൌ ܲ ൅ ሺ࢜ ൅ ࢝ሻ per a qualssevol ܲ א ८ i ࢜, ࢝ א ܸ. 

• Per a tot ܲ א ८, l’aplicació ܸ ՜ ८ tal que ࢜ հ ܲ ൅ ࢜ és bijectiva. 
Doncs bé, si en la definició d’espai afí canviem l’aplicació ߜ per una 
aplicació ߪ: ८ ൈ ܸ ՜ ८ tal que: 

,ሺܲߪሺߪ (1 ࢜ሻ, ࢝ሻ ൌ ,ሺܲߪ ࢜ ൅ ࢝ሻ, i 
2) per a tot ܲ א ८, l’aplicació ߪ௉: ܸ ՜ ८, ࢜ հ ,ሺܲߪ ࢜ሻ, és bijectiva, 

llavors l’estructura ሺ८, ܸ, ,ሻ defineix un espai afí ሺ८ߪ ܸ,     ሻ posantߜ

,ሺܲߜ   ܳሻ ൌ ௉ିߪ ଵሺܳሻ. 
L’axioma 1) es correspon a l’axioma d’addició de ߜ i l’axioma 2) a la 
propietat d’homogeneïtat. 
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B. un altre exemple d’espai afí 
Sigui ܧ un espai vectorial de dimensió ݊ i ܨ ك  .un subespai vectorial ܧ
Sigui ܣ ൌ ,ܧሺܣ :ܲ ሻ el conjunt de les aplicacions lineals7ܨ ܧ ՜        ܨ
tals que ܲሺݔሻ ൌ ܸ Sigui .ܨ de ݔ per a tot ݔ ൌ ܸሺܧ,  ሻ el conjunt de lesܨ
aplicacions lineals ݒ: ܧ ՜ ሻݔሺݒ  tals que ܨ ൌ 0 per a tot ݔ de ܨ. Notem 
que ܣ i ܸ són subconjunts de l’espai vectorial ܮሺܧ,  ሻ de les aplicacionsܨ
lineals de ܧ en ܨ i que ܸ és subespai vectorial. Definim ߜ: ܣ ൈ ܣ ՜ ܸ       
de manera que ߜሺܲ, ܳሻ ൌ ܳ െ ܲ. Notem que ܳ െ ܲ és efectivament de ܸ. Llavors  ሺܣ, ܸ,   .ሻ és un espai afíߜ
La dimensió d’aquest espai afí és ݇ሺ݊ െ ݇ሻ, on posem ݇ per denotar la 
dimensió de ܨ. En efecte, hi ha un isomorfisme natural  ܮሺܨ/ܧ, ሻܨ ՞ ܸ i ܮሺܨ/ܧ, ሻ té dimensió ݇ሺ݊ܨ െ ݇ሻ. 
L’isomorfisme ܮሺܨ/ܧ, ሻܨ ՞ ܸ ve donat per ഥ࢜ հ ࢜ ൌ ഥ࢜ ל :ߨ on ,ߨ ܧ ՜ :࢜ és la projecció  natural (recordem que una aplicació  lineal ܨ/ܧ ܧ ՜ ࢜ té la forma ܨ ൌ ഥ࢜ ל amb ഥ࢜ ,ߨ א ,ܨ/ܧሺܮ ሻ, si i només si kerሺ࢜ሻܨ ل ࢜ és a dir, si i només si ,ܨ א ܸ). 
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Remarca. Donada una aplicació lineal ܲ: ܧ ՜ ሻݔtal que ܲሺ ܨ ൌ 1 per a 
tot ݔ א ܷ posem ,ܨ ൌ ker ܲ. Llavors tenim 
   ܷ ת ܨ ൌ ሼ0ሽ i dimሺܷሻ ൌ ݊ െ ܧ    ֞  ݇ ൌ ܷ ْ  .ܨ
És clar, a més, que ܲ ൌ :௎ߨ ௎, onߨ ܧ ՜  ܨ en ܧ és la projecció de ܨ
corresponent a la descomposició  ܧ ൌ ܷ ْ   .ܨ
Posant 
,ܧᇱሺܣ   ሻܨ ൌ ሼܷ ك ܷ | ܧ ת ܨ ൌ ሼ0ሽ, dimሺܷሻ ൌ ݊ െ ݇ ሽ, 
resulta que tenim una bijecció 
,ܧሺܣ    ሻܨ ՞ ,ܧԢሺܣ ܲ ,ሻܨ հ ker ܲ    
(en l’altre direcció, ߨ௎ ՚ ܷ). Per tant, ܣᇱሺܧ,  ሻ té estructura d’espai afíܨ
de dimensió ݇ሺ݊ െ ݇ሻ. 
Els dibuixos de la pàgina següent ho il·lustren per diversos casos.  
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  ݊ ൌ 3, ݇ ൌ 1݊ ൌ 2, ݇ ൌ 1 

݊ ൌ 3, ݇ ൌ 2
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Notes 
1. Է denota el cos dels nombres racionals, Թ el cos dels nombres reals i ԧ el cos dels nombres complexos.  
El cos dels residus de nombres enters mòdul un nombre primer p, Ժ௣, és 

un cos de p elements, que usualment denotem 0, 1,..., ݌ െ 1, però en el 
benentès que la suma i el producte es fan mòdul p. Per exemple, Ժଶ ൌ ሼ0,1ሽ, amb 1 ൅ 1 ൌ 0; Ժଷ ൌ ሼ0,1,2ሽ, amb 1 ൅ 2 ൌ 0, 2 ൅ 2 ൌ 1 i 2 ൉ 2 ൌ 1. 
Un nombre enter positiu ݍ és el cardinal d’un cos si i només si té la forma ݍ ൌ  ,un nombre enter positiu. A més ݎ és un nombre primer i ݌ ௥, on݌
aquest cos és únic llevat isomorfisme, i es denota ॲ௣ೝ  (es diu que és, en 

honor al seu descobridor, el cos de Galois de ݌௥ elements, i per això 
també es denota ܨܩሺ݌௥ሻ, de les inicials angleses de Galois Field). 
 

2. Recordem que un espai vectorial sobre K, o un K‐espai vectorial, és un 
conjunt E dotat d’una suma ݔ ൅ ݕ א ,ݔ definida per a qualssevol ܧ ݕ א  i ܧ
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un producte ݔߣ א ݔ definit per a tot ܧ א ߣ i tot ܧ א  amb les propietats ,ܭ
següents: 

• E és un grup abelià respecte de la suma, és a dir, es compleixen les    
propietats 
- associativa: ሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ݖ ൌ ݔ ൅ ሺݕ ൅  ሻݖ
- commutativa: ݔ ൅ ݕ ൌ ݕ ൅   ݔ
- element neutre: Existeix 0 א ݔ tal que ܧ ൅ 0 ൌ  aquest element 0) ݔ

és únic) 

- existència d’oposat: per a tot ݔ א – existeix ,ܧ ݔ א ݔ amb ܧ ൅ ሺെݔሻ ൌ0 (no és difícil provar que, per a cada ݔ, l’element –   .(és únic ݔ

• distributiva: ߣሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݔߣ ൅ ߣi   ሺ  ݕߣ ൅ ݔሻߤ ൌ ݔߣ ൅  .ݔߤ
(és fàcil veure que ሺെ1ሻݔ ൌ െݔ per a tot ݔ א  .(ܧ

• identitat: 1ݔ ൌ  .ݔ
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3. Si ܨ ك és un subespai vectorial si 0 ܨ diem que ,ܧ א ݔ ,ܨ ൅ ݕ א ,ݔ quan ܨ ݕ א ݔߣ i ܨ א ݔ quan ܨ א ߣ i ܨ א  .ܭ
Per exemple, si ݁ଵ, … , ݁௡ א  llavors el conjunt ,ܧ
,ଵ݁ۃ   … , ݁௡ۄ௄ ൌ ሼߣଵ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ,ଵߣ | ௡݁௡ߣ … , ௡ߣ א   ,ሽܭ
és a dir, el conjunt de totes les combinacions lineals de ݁ଵ, … , ݁௡, és un 
subespai vectorial de ܧ. 

4. Siguin ܲ, ܳ, ܴ א Llavors, en aquest cas, ܲܳሬሬሬሬሬԦ .࡭ ൌ ܳ െ ܲ, ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴ െ ܳ i ܴܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ܴ െ ܲ, de manera que ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൅ ܴܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺܳ െ ܲሻ ൅ ሺܴ െ ܳሻ ൌሺܴ െ ܲሻ ൌ ܴܲሬሬሬሬሬԦ. Això prova que ߜ compleix la llei de l’addició.  
Fixem ara ܲ ൌ ࢇ ൅ ݒ א ݒ) ࡭ א ܸ). Per un ܳ ൌ ࢇ ൅ ݔ א  variable ࡭

(֞ ݔ א ܸ variable), ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ ݔ െ ݒ א ܸ, de manera que ߜ௉: ࡭ ՜ ܸ és 
l’aplicació  
ࢇ   ൅ ݔ հ ݔ െ  ,ݒ
que és bijectiva (l’aplicació inversa és  ݓ հ ࢇ ൅ ݒ ൅  .(ݓ
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5. Un conjunt ܩ dotat d’una operació interna ܩ ൈ ܩ ՜ ,ݔሺ ,ܩ ሻݕ հ ݔ כ  ݕ
és diu que és un grup si l’operació כ és  
‐ associativa:ሺݔ כ ሻݕ כ ݖ ൌ ݔ כ ሺݕ כ ,ݔ ሻ, qualssevol que siguinݖ ,ݕ ݖ א  .ܩ
‐ té element neutre ݁: ݁ כ ݔ ൌ ݔ כ ݁ ൌ ݔ per a tot ݔ א  .ܩ
‐ tot element ݔ א ݔ :Ԣݔ té un simètric ܩ כ ᇱݔ ൌ ᇱݔ כ ݔ ൌ ݁. 
L’element neutre és únic. Cada element ݔ א  té un únic simètric, el qual ܩ
usualment es denota ିݔଵ. 
Un subconjunt ܪ de ܩ és un subgrup si ݁ א ݔ  ,ܩ כ ݕ א ,ݔ quan ܩ ݕ א ଵିݔ i ܩ א ݔ quan ܩ א   .ܩ
6. Si ሺכ,ܩሻ i ሺܩԢ,ڃሻ són dos grups, es diu que una aplicació ݄: ܩ ՜  Ԣ és unܩ
homomorfismes si i només si ݄ሺݔ כ ሻݕ ൌ ݄ሺݔሻ ڃ ݄ሺݕሻ per a qualssevol ݔ, ݕ א El nucli de ݄ és kerሺ݄ሻ .ܩ ൌ ሼݔ א ሻݔሺ݄|ܩ ൌ ݁Ԣሽ, on ݁Ԣ és el neutre 
de ܩԢ. És immediat comprovar que kerሺ݄ሻ és un subgrup de ܩ. 
7. Si ܧ i ܧԢ són ܭ‐espais vectorials i ݂: ܧ ՜  ݂ Ԣ una aplicació, diem queܧ
és lineal si ݂ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ i ݂ሺݔߣሻ ൌ  ሻ qualssevol queݔሺ݂ߣ
siguin ݔ, ݕ א ߣ i ܧ א  Adonem‐nos que la primera condició és que sigui .ܭ
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un homomorfisme de grups additius. El nucli de ݂, kerሺ݂ሻ ൌሼݔ א ሻݔሺ݂|ܧ ൌ 0ሽ, és un subespai vectorial de ܧ i la imatge de ݂, imሺ݂ሻ ൌ ݂ሺܧሻ ൌ ሼ݂ሺݔሻ|ݔ א  .’ܧ ሽ, és un subespai deܧ
El conjunt ܮሺܧ,  Ԣ té estructuraܧ en ܧ ᇱሻ de les aplicacions lineals deܧ
d’espai vectorial amb les operacions ݂ ൅ ݃ i ݂ߣ definides per les regles 
   ሺ݂ ൅ ݃ሻሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ  i  ሺ݂ߣሻሺݔሻ ൌ ݔ ሻ per a totݔሺ݂ߣ א  ܧ
(݂, ݃ א ,ܧሺܮ ߣ ,Ԣሻܧ א  .(ܭ
Si ݁ଵ, … , ݁௡ és una base de ܧ i ݔଵᇱ , … , ௡ᇱݔ  són vectors arbitraris de ܧԢ, 
existeix una única aplicació lineal ݂: ܧ ՜ Ԣ tal que ݂ሺ݁௜ሻܧ ൌ   .௜ᇱݔ
De fet, si existeix ݂ ha de complir 
   ݂ሺߣଵ݁ଵ ൅ ڮ ൅ ௡݁௡ሻߣ ൌ ଵᇱݔଵߣ ൅ ڮ ൅ ௡ᇱݔ௡ߣ , 
i aquesta relació ens dóna la unicitat i l’existència ja que, en variar ߣଵ, … , ௡ߣ א ݔ la combinació lineal ,ܭ ൌ ଵ݁ଵߣ ൅ ڮ ൅  ௡݁௡ ens dóna totsߣ
els vectors de ܧ i, per un ݔ donat, els coeficients ߣଵ, … ,       .௡ són únicsߣ
 
Proposició. dim ,ܧሺܮ ᇱሻܧ ൌ dimሺܧሻ ൉ dimሺܧᇱሻ. 


